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1.1

‘1. Espacio dual topolégico

Comenzaremos estas notas introduciendo la nocién de espacio dual topolégico de un e.v.n. y
mostrando algunas de sus propiedades basicas, asi como algunos ejemplos concretos.

El dual topolégico

Dados dos e.v.n. (E,||-|lg) y (F,| - ||r), recordemos que -ZC(E,F) denota la coleccién de todos
los operadores lineales continuos L : E — F. Este conjunto también tiene la estructura de e.v.n. con la
norma

IIL||.zc :== sup ||L(x)]||F, VLe ZC(E,F).
[xlle<t
DEFINICION  Supongamos que (E, || - [|[g) es un e.v.n.. Al conjunto .ZC(E,R) lo llamaremos el dual
topolégico de Ey a || - || #c la norma dual. En tal caso, usaremos la notacién

(B, [|-[lg)":= ZCE,R) 'y IIKIIE*¢=”S”11111|€(JC)I, viee(E|-[e)"
X|[ES

A veces también escribiremos E* en vez de (E, || - ||g)* si no hay confusion.

Observacion Supongamos que || -||; y || - |2 son dos normas equivalentes en E. Luego:
= los duales topoldgicos de E coinciden, es decir, (E, || -|[1)* = (E, ]| - [|2)*.
» las normas duales || - [|g: y || - [|g; son equivalentes (no necesariamente iguales).

Notacion  Escribiremos (E, || - ||g)* = (F,|| - ||r) para denotar que (E*, || - ||g:) y (F,|| - ||r) son isomé-
tricamente isomorfos, es decir, existe T € ZC(E*,F) biyectiva tal que

ITO)|l¢=[1€][e,  VEEE"
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4 Capitulo 1. Espacio dual topolégico

Caso dimensidn finita
PrROPOSICION 1 Dados p,q € (1,+c0) tales que %—Fé =1, tenemos (R", || - [|,)* = (R", || - ||4)-

Demostracién Denotemos por E* = (R”, || -||,)* y {e1,...,e,} la base canénica de R". Dado ¢ € E*
tenemos

€(x):€<ixkek> = ixkﬁ(ek), VxeR" (1.1)
k=1 k=1

Consideremos el operador T : E* — R” dado por T'(¢) = ({(e1),...,¢(e,)).
Este operador es:
= inyectivo: Si 7' (¢) = 0, entonces por (1.1) tenemos que ¢(x) = 0 para todo x € R”", y por lo tanto
£=0.
= sobreyectivo: dado a € R", definiendo

ly(x) = Z Xilg, Vx e R"
k=1

tenemos £, (ex) = ax, y luego, T (¢,) = a.

= lineal por construccion. Ademds, como T es biyectiva necesariamente dim(E*) = n y por lo
tanto 7 es continuo.

= isométrico: Por Holder, tenemos que

L < Il IT(Dllg, VxR,

lo que implica que ||¢||g+ < ||7(¢)]|4. Por otro lado, si £ # 0, reemplazando

i sign(€(ex))]¢(ex)|9!
[

en (1.1), con la convencion que sign(0) = 0, en obtenemos ¢(X) = ||T(¢)|l,-
Dado que
_ e Je(er)|

IT@lg"  IT@l

%

tenemos que ||X||, = 1, luego ||T(€)|y = £(X) < ||£||g-
|
Las siguientes son algunas propiedades generales del dual topolégico de un e.v.n.
PROPOSICION 2 Supongamos que (E, || -||g) es un e.v.n.
1. (E*,||-|lg-) siempre es un espacio de Banach.
2. Si (E,|| - |lg) espacio de Banach y B C E* es un conjunto tal que para todo x € E tenemos que

{£(x) | £ € B} es acotado, entonces necesariamente B es acotado.

Demostracion
1. Dado que (R, |-|) es un espacio de Banach, tenemos que (ZC(E,R),|| - ||.c) también lo es.
2. Dado que {¢(x) | ¢ € B} es acotado, por cada x € E fijo tenemos que existe ¢, > 0 tal que

sup [€(x)| < ¢y
leB
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Aplicamos Teorema de Banach-Steinhaus a {¢} g, luego existe ¢ > 0 tal que

sup [|£][g- < ¢
leB

y por lo tanto B es acotado en E*.

1.1.2 Espacio bi-dual
Dado que (E*, || -

E+) €s un e.v.n., tiene sentido estudiar su dual topoldgico.

DEFINICION Supongamos que (E, || - ||g) es un e.v.n.
» A ZC(E*,R) lo llamaremos el bi-dual topolégico de E y usaremos la notacién

(E [ le)™ := ZLC(E",R).

También escribiremos E** en vez de (E, || - ||g)** si no hay confusion.
La norma bi-dual sera

g~ = sup |@o(¢)], VY eecE™.

l[ele= <1

o

= Dado x € E, definimos el funcional de evaluacion J, : E* — R via la férmula:
J(0) :=£(x), V/ieE".

Observacion Notemos que para todo x € E tenemos que J, € E**, pues J, : E* — R es
= lineal: dados /1,4, € E* y A € R tenemos que

Jx(fl Jr)l,fz) = (61 +k€2)(x) = Kl(x) +k€2(x) = JX(Zl) +k](€2).
» continua: dado ¢ € E*, tenemos |/, (£)| = |4(x)| < ||x||&]|¢||&*-
DEFINICION Definimos la inyeccién canénica en E como el mapeo J : E — E** dado por
J(x) = U, Vx € E,

donde J, es el funcional de evaluacion asociado a x.

Observacion
= Sabemos que J, € E**, luego J : E — E** es una funcidn lineal pues ademas

T+ Ay)(0) = Juny () = £lx+ Ay) = £(x) + AL(y) = T () (£) + AJ () (0),

cualquierasean x,y € E,A € Ry ¢ € E*.
= J es inyectivo puesto que J, # J, implica que x # y. Luego el nombre inyeccion estd bien

justificado.
» Para todo x € E tenemos ||Jy||g~ = sup |Jx(£)|= sup [l(x)] < |x|g-
[[€]lg= <1 [l <1
= De hecho, ||Jy||[g+ = ||x||g para todo x € E. Esto serd una consecuencia del Teorema de Hahn-

Banach Analitico; ver Corolario 4 mds precisamente.
(E,|| - ||g) es isométricamente isomorfo al s.e.v. J(E) C E** dotado de la norma bi-dual.!

YE,|-llg) y (F,||- |F) son isométricamente isomorfos si existe T € .ZC(E,F) biyectiva tal que |7 (x)|r = |||,
Vx e E.
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La observacién anterior permite pensar a E como un subconjunto de E**. Mds atin, en el caso que
(E,|| - ||g) sea un espacio de Banach, E lo podemos interpretar como un s.e.v. cerrado de E**.

PropPOsICION 3 Supongamos que (E,||-||g) es un espacio de Banach, entonces J(E) es un s.e.v.
cerrado de E**:

Demostracion Supongamos la sucesion {Jy, }ren converge a ¢ en E**, en particular es de Cauchy.
Dado que

ka—xjHE: HJXk_JXjHE**’ Vk,j €N,

la sucesion {x; }ren es de Cauchy en (E, || - ||g), y como (E,|| - ||g) es completo, {x }ren converge.
Finalmente, para todo ¢ € E* tenemos

@0) = lim Jy (0) = lim £(x) = £(F) = Jz(0),

k— oo k—r+o0

es decir, p = Jz € J(E).

Ejemplos de espacios duales

Ahora revisaremos algunos ejemplos concretos donde podemos dar una estructura precisa para el
espacio dual, identificindolo con algun otro espacio conocido.

Espacios de Hilbert
ProrosicioN 4 Si (E, || -||lg) es un espacio de Hilbert, entonces (E, || - ||[g)* = (E,|| - [|g).

Demostracion Definamos T : E* — E via la férmula: T'(¢) = ¢, € E, donde ¢, € E estd dado por el
Teorema de representacion de Riesz, es decir, satisface

lodle = lllesy €)= (x, @),  vxeE.

Notemos que 7 : E* — E es:

= una funcién: @y estd Ginicamente determinado para cada ¢ € E*.

= inyectiva: si 7(¢) = 0 entonces ¢(x) = (x,0) = 0 para todo x € E, es decir £ = 0.

= sobreyectiva: gracias a Cauchy-Schwarz, cada ¢ € E define un elemento en E*: x — (x, ¢).
= lineal: dados ¢1,¢, € E* y A € R tenemos que para todo x € E

(T (0 +Aly) =T (1) = AT () = (x5, T (6 + Alp)) — (x, T (£)) = A(x, T (£2))
= (01 + A2 (x) — €1 (x) — Ala(x) = 0.

Evaluando en x = T'(¢; + A4y) — T (1) — AT (¢5), obtenemos
IT (61 +Abs) =T (61) = AT (&2) ][ = 0.

= una isometria (continua): como ||¢;||g = |||

gy T(£) = ¢y, tenemos ||T(¢)||g = ||¢

E*-



1.2.2

1.2.3

1.2 Ejemplos de espacios duales 7

Producto dualidad

Notacion El producto dualidad entre E* y E corresponde al operador bilineal B: E* X E — R
definido por la férmula:

B(l,x) :=£(x), V{ecE* VxecE.

En general usaremos la notacion (¢, x)g+ g := B(/,x) para enfatizar la dependencia del producto dualidad
con los espacios respectivos y el hecho que ¢ es continuo.
Notemos que el producto dualidad entre E* y E es continuo si dotamos a E* de la norma dual pues

(6, x)e | = [E()] < 1

£ ||| g, V{eE", VxeE.
Observacion El producto dualidad generaliza de cierta forma la nocién de producto interno de
espacios de Hilbert:

Si (E, (-,-)) es un espacio de Hilbert, entonces

<€,x>E*7E:€(x) = <(pg,x>, VxecE, {cE".

Espacio L!

En el caso de espacio L para p € [1,4o0), el espacio dual se puede identificar con L7, donde ¢
es el exponente conjugado de p que satisface % + é = 1. La demostracion de este hecho, al igual que
en el caso de espacio de Hilbert, recae fuertemente en un teorema de representacion. En esta parte
del curso veremos el caso p = 1. En el siguiente capitulo demostraremos esta afirmacion para el caso
p € (1,+00), usando una herramienta llamada reflevidad.

TEOREMA — Representacion de Riesz caso p = 1. Supongamos que (,.27, 1) es un espacio de
medida o-finita. Luego, para todo £ € (L, (Q), ]| - ||;1)* existe un tnico u € L};(Q) tal que

(g sy = [ ufdn, VS ELLE). (1.2)

También se cumple que ||u||;~ = HZHLL(Q)*

Demostracion Sea {€ tren C o7 tal que 0 < p(€y) < +oo para todo k € N con ey Q% = Q.
Sin pérdida de generalidad asumimos que €2; C Q. 1; basta redefinir

k
=,  VkeN
=0

Veamos primero la unicidad de u. Supongamos que, dado ¢ € (LL(Q), | ||lz1)*, existen uy,us €

L;;(Q) que verifican (1.2). En particular,

/Q(m—uz)fduzo, vf € LL(Q). (1.3)

Para cada k € N, definamos

uiy—up
fk = m:ﬂ_gkm{ul#uz}, Vk 6 N
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Dado que p(Qy) < oo, entonces fi € LL (Q). Luego, evaluando (1.3) en f; obtenemos

/ \ul —uzld,u =0.
Q

Como |u; —up|lg, / |uy —us| c.t.p., por el Teorema de Convergencia Monétona, deducimos que
|lug —uz || =0,y luego u; = uy c.t.p.

Para la existencia, vamos a construir un candidato a representante usando el Teorema de representa-
cién de Riesz en el espacio de Hilbert (Li(Q), |- 1l 22)-

Definamos )

- 1
= —F—lo,t+ ) —————1o.\0
V21(Q) 1;)\/2“ (@)

Claramente 6 es medible y por definicion 6(x) > 0 c.t.p en Q. Ademas, 6 € Li(Q), pues

(1 \ )
0|12, = / 02du + / 02d _7+ (8241 \ )
| HL2 H Z Qi 1\ Qx H Z 2k+2.u(Qk+1)

Por Holder tenemos que 6 f € Ly, (Q) para todo f € Ly, (Q), con [|6.f]|11 < [|6]|z2[ f]] -
Fijemos ¢ € (L}L(Q), |- 1lz1)* y consideremos el funcional

f= 011 1@

IN

1.

definido en Li (). No es dificil ver que este funcional es lineal. Afirmamos también que es continuo
es Li (Q), pues dado f € Li (Q) tenemos

(€, 01) 1@ @) < 1l @

o 1012l Al < 1€l 0

En particular, f +— (¢, 9f>LL(Q)*7LL(Q) pertenece a (Lfl(Q), Il 1lz2)*.

Gracias al Teorema de representacion de Riesz, existe un unico v € Lﬁ (Q), tal que

(.0 @ ayie = [ vfdu, VY ELA(@) (1.4)

Veamos que u = 3 verifica las propiedades buscadas.
= Notemos que u € Lj;(Q) con H |- < H€||L1

Sea ¢ > 0 tal que ¢ > ||€HL| Y deﬁnamosA {x € Q | |u(x)| > c}, veamos que u(A) = 0.
Si es el caso, tendremos Hu||Lm <c, y en particular, u € L7 (Q).

Tomemos u
=—1 Vk € N.
Ji U6 ANQy 5 €
Dado que
1 k 1
— <0< Z —
21 (Lo) =0/27u(Q))

en Q; y 1(Q) < +ee, deducimos que f; € L (Q).
Notemos que

Yoy = / uldp > cpt(ANQy).
ANy

uy 2
[vsian= [ Eodu— |
Q Angy, |u|6 Angy |u]
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Por otro lado,

] / vfkdu] — [0 50130 2yie0] < Wl 18l = €]y @ (AN,

Esto implica que, ciu(ANQy) < HEHL}L(Q)* 1(ANCQy). Sin embargo, dado que ¢ > HEHLL(Q)*’
obtenemos (AN Q) = 0 para todo k € N. Por el Teorema de Teorema de Convergencia
Monétona, concluimos que pt(A) = 0. Por lo tanto |u||r= < ¢, y en particular, u € L (€).
Finalmente, haciendo ¢ \ HZHLL(Q)*, vemos que ||u||~ < HKHLL(Q)*.

= Veamos finalmente que u =  verifica (1.2) y que ademds ||€||LL @y < llullr=:

Tomemos & € LL(Q) fijo (pero arbitrario) y definamos

h kh
Je= 51{\11\§k}m9k + Wﬂ{\hpk}mgk, Vk € N.

Gracias al Teorema de representacion de Riesz, tenemos

kh

0.0 . :/ d:/ed: hd+/ K
< fk>L’]‘(Q) L) gvfk H Qu T {\h\gk}mku H {\m>k}m9ku|h\ H

Usando el Teorema de Convergencia Dominada vemos que

/ uk—hd,u—>0 y / uhdu—>/uhdu.
{(n/>kyne  |hl {h <INy Q

Por otro lado, 0 fy — h c.t.p y ademas, 6 f; — hen LL(Q). Esto implica que

(€0 fi) @)y 1@ = (G @) ()
de donde concluimos que

(&R 10 1 (@) =/Quhdu

Finalmente, por la Desigualdad de Holder tenemos |<€,h>LL(Q)*7L}l(Q)\ < luh||p < ||ullz=||h||z15
y por tanto |[£]|z ) < [lul|z--
]

PROPOSICION 5 Si (Q, 47, 1) es un espacio de medida o-finita, entonces
(L (), 11 12" 2 (L ()] 1)

Demostracion Denotemos por E* = (LL(Q), [ -[lz1)* y definamos T : E* — L7 (Q) via la férmula:

T (¢) = u, donde u € Ly (Q) estd dado por el Teorema de Representacion de Riesz para Llli (Q), es decir,
satisface

e ayio = [ ufdu, Y FELL@) y ul = €l
Q

Notemos que T : E* — L7 (Q) es:
» una funcién: u estd inicamente determinado para cada ¢ € E*.
= inyectiva: si 7(¢) = 0 entonces /(f) = (E,f)E*’LL(Q) =0 paratodo f € LL (Q), es decir £ = 0.
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= sobreyectiva: gracias a la Desigualdad de Holder, cada u € Lj;(Q2) define un tnico elemento en
E*:
f— / ufdu.
Q

= lineal: dados ¢1,/, € E* y A € R tenemos que para todo f € LL(Q)

/Q[T(el +A6) =T () = AT (L) fdu = (b +Aly, e 1) — (s e 1y @) — A6, e 1) (9)-

Esto implica que
LT+ 26) = 1(00) A7 (82)] fdp = .
Dado que u es o-finita, usando el Teorema de Convergencia Mondtona obtenemos que

T(€1 +)L€2) = T(£1> —i—)yT(gz) c.t.p.

= una isometria (continua): como ||ul|;~ = ||¢||g- y T'(¢) = u, tenemos ||T ()= = ||¢||g=-



2.1

Ahora presentaremos y demostraremos uno de los principios fundamentales de andlisis funcional, el
Ilamado Teorema de extensién de Hahn-Banach. Veremos también algunas consecuencias relacionadas
con espacios duales.

Lema de Zorn

Recordemos que si P es un conjunto no vacio, entonces un orden parcial en P es una relacién que
cumple

X=X, VxeP. (Reflexividad)
m x<Xy A y=x = x=y, YVux,yeP. (Antisimetria)
m <y A y<Xz = x=gz YV x,y,z€P. (Transitividad)

En tal caso, diremos que (P, =<) es un conjunto ordenado.

DEFINICION  Sea (P, <) un conjunto ordenado y Q C P.
= Diremos que Q es totalmente ordenado si x <y o bien y < x para todo x,y € Q.
= Diremos que ¢ € P es cota superior de O six < ¢ paratodo x € Q.

Antes de enunciar y demostrar el teorema de Hahn-Banach analitico debemos recordar un resultado
fundamental de la teorfa axiomadtica de Zermelo-Fraenkel.

LEmA — Zorn. Supongamos que (P, <) un conjunto ordenado y no vacio. Si todo subconjunto
totalmente ordenado de P tiene una cota superior, entonces P tiene un elemento maximal, es decir,
existe m € P que verifica

VxeP, m=<x =— m=Ax.

Observacion
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= En el lema, un elemento maximal m no es necesariamente una cota superior de P. Por ejemplo,
tomemos P = (—e0,0] x R y con el orden

(x0,y0) X (x1,31) <= x0 <x1 A Yo =i
Notemos que (0,y) es un elemento maximal de P, con y € R cualquiera, pues
(0,y) = (x0,y0) == 0<xoAy=yo = x=0 = (x0,50)=(0,).

Sin embargo, (0,y+ 1) no es comparable con (0,y). Por lo tanto (0,y) no es cota superior.
= El Lema de Zorn es equivalente al Axioma de eleccién:

Dada una familia de conjuntos {Aq}aca tales que Aq # 0 para todo ot € Ay AqgNAg =0 si
o # B. Entonces, existe un conjunto B tal que Ay, N B contiene un tinico elemento cualquiera sea
acA

Detalles sobre esta equivalencia pueden ser revisados en el libro de P. Halmos [HalBook1974].
= E]l Axioma de eleccién, y por lo tanto el Lema de Zorn, tiene consecuencias contraintuitivas,
como por ejemplo la paradoja de de Banach-Tarski.

2.2 Teorema de Hahn-Banach Analitico

Recordemos que en general E denota a un e.v. real.

DEFINICION Diremos que una funcién p : E — R es sublineal si es:
1. p(Ax) =Ap(x), Vx,yeE, VA >0. (Positivamente homogénea)
2. p(x+y) <px)+pQ), Vx,y €E. (Subaditiva)

Observacion
= Las funciones sublineales son también llamadas funcionales de MinkowskKi.
= Toda (semi)norma es una funcion sublineal.
= Debido a la naturaleza del resultado, el Hahn-Banach Analitico también se conoce como el
Teorema de extension Hahn-Banach.

TEOREMA — Hahn-Banach Analitico. Supongamos que p : E — R es una funcién sublineal. Sean
Eg uns.e.v.de Ey ¢y : Eg — R una funcioén lineal tales que

lo(x) < p(x), VxeEy.
Entonces, existe una funcién lineal £ : E — R tal que /|g, = {o y que verifica
l(x) < p(x), Vx€eE.
Demostracion Definamos el conjunto

E' esuns.e.vde E tal que Eg C E/,
P:=<¢ (E,/')| ¢ :E — Res lineal con ¢'|g, = /o,
tales que ¢'(x) < p(x), Vx € E/

y consideremos en P la siguiente relacion en
(E/’el) j (E”,E”) E/ g E// y g//’E/ — el.

No es dificil verificar que < es un orden parcial en P; es reflexiva, antisimétrica y transitiva.
Idea de la demostracion:
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1. Justificar la existencia de un elemento (E,#) maximal de (P, <) (Lema de Zorn).
2. Probar que E = E: por definicién (E, /) es una extensién de £y : Eg — R que verifica 7 < p.
Verifiquemos ahora las hipétesis del Lema de Zorn:
» Primero, notemos que P # 0, pues (Eg,¢y) € P.
= Veamos ahora que si Q C P es totalmente ordenado, entonces existe (E, /) € P cota superior de
0:
(E'.0) = (E,7), Y(E /)eQ.

Sea Q C P totalmente ordenado. Por simplicidad supongamos que Q = {(El-, 4) }l. ¢; ¥ definamos

E:UE,- y  I(x)=4(x), para algin i € I tal que x € E;.
icl

Vamos a probar que (E,#) es una cota superior:

Primero veamos que (E, /) €

» Claramente Eg C E.

» Eesuns.e.vdeE: dados x,y € E, existen i, j € I talesque x € E; e y € E;. Al ser Q es totalmente
ordenado, tenemos que E; C E; o bien E; C E;. En particular,

x+Ay € E;UE; CE, VA €R.
» /:E — Reslineal: dados x,y € Ey A € R, existen i, j,k € I tales que
U(x)=ti(x) conx €E;, I(y)=L;(y)cony€E; y (x+Ay)=~L(x+Ay)conx+Ay€eE;
Dado que Q es totalmente ordenado, existe 8 € {i, j,k} tal que
(Ea,la) = (Eg,{p), Vo e {i, j,k}.

Esto implica que £;(x) = £g(x), £;(y) = £g(y) y li(x+Ay) = Lg(x+Ay).
Dado que /g es lineal y también tenemos x,y,x+ Ay € Eg, obtenemos

l(x+Ay) =l(x+Ay) = lg(x+Ay) = Lg(x) +Alg(y) = £i(x) + AL;(y) = £(x) + AL(y).

» /< p:six e Eentonces x € E; para algiin i € [ tal que #(x) = £;(x), pero £;(x) < p(x).
» /|, = lo: si x € Eq entonces Eg C E; para todo i € 1, lo que implica que £(x) = £;(x) = £o(x).
Veamos ahora que (E, /) es cota superior de Q: Consideremos un elemento arbitrario (Ej,¢;)en Q
para algtin j € I fijo. Debemos probar que (E;,¢;) < (E,7), es decir, E; CE,y E]E =/;.
n E; C E: Dado que j pertenece a I, tenemos que E; C UleIE E
. K\E_/ =(;: Seax € E;. Luego existe i € I tal que x € E; y #(x) = £;(x) (i y j pueden ser diferentes).
Dado que Q es totalmente ordenado, necesariamente tenemos

(Ei, &) 2 (Ej.¢;) o (Ej ;) < (Ei ).
Es decir,
E,-QEJ- y Kj\Eizﬁ,-, (0] Engi y Ei‘EIZEj-

Dado que x € E;NE;, tenemos que ¢;(x) = £;(x) y por ende #(x) = £;(x) = £;(x), de donde
concluimos que
E‘E,‘ = £j7

y entonces Q tiene una cota superior, que en este caso es (E, /).
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Luego por Lema de Zorn, P tiene un elemento maximal que denotaremos por (E, 7):

VE )eP, ECE yllg=0 = (E0)=(E /).

Finalmente, para concluir tenemos que probar que E = E.
Supongamos por contradiccién que existe ¥ € E\ E de donde ¥ # 0. Ahora definimos

E =E+Rit={(x+x)| xeE, 1 eR}.
Tenemos que E C E' CE. Sea ¢ : E' — R dada por
O(x+tx)=0(x)+ta, VxcE, tcR

donde o € R a determinar es tal que (E,¢') € P.
Notemos que (E,?) < (E/,¢') puesE CE'y ¢'| = /. Ademis (E,¢') # (E, 7).
Luego si efectivamente (E',¢') € P, entonces (E, /) no serfa un elemento méximal de P.
Para ver que (E/,¢’) € P s6lo necesitamos ver que es posible encontrar @ € R tal que

l(x)+ta < p(x+tx), VxcE VteR.

Esto va a ser posible si & € R satisface

I(x)—a<px—3) y lx)+a<pkx+i), VxekE.
En efecto, si (2.1) es cierto, entonces para t > 0
lx)tta=t(0(3x) ta) <tp(tx+x) =p(r (}x+X)) = p(x£1%).

Notemos que obtener (2.1) es equivalente a encontrar & € R tal que

sup/(x) — p(x—%) < o < inf p(x+%) — £(x).

xcE x€E
Sean x,y € E, luego sigue que
U(x)+2(y) = Ux+y) < plx+y) = px =%+ T+y) < plx—3) + p(T+y).

Esto implica que

0(x) = p(x—%) < p(x+y) = 1(y).

Tomando supremo sobre x e infimo sobre y, obtenemos (2.2), y por lo tanto tal @ € R existe.

2.1)

(2.2)

Con esto obtenemos que (E,7) < (E/,¢') con (E',¢') # (E, /), lo cual contradice la maximalidad

de (E, 7). En consecuencia no puede existir ¥ € E\ E y por lo tanto, E = E.

Consecuencias en e.v.n.

Ahora veremos algunas consecuencias importantes del Teorema de Hahn-Banach Analitico en el

caso que E esté dotado de una norma.

El primer corolario que veremos dice que la extension de un funcional lineal definido sobre un s.e.v.

se puede hacer preservando la norma de este.
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CoroLARrRIO 1 Supongamos que (E, | -||g) es un e.v.n. y que Eg C E es un s.e.v. de E. Si ¢ €
(Eo, | - |le)*, entonces existe £ € E* tal que £|g, = £o con ||lo|[g; = [|¢||E+-

Demostracion Consideremos la funcién p : Ey — R definida por

p(x) = |[bollgsllxlle,  x < Eo.

Claramente p es positivamente homogénea y subaditiva, luego en particular es sublineal.
Ademas, dado que ¢ es lineal continuo, tenemos

to(x) < [lo(x)| < [[bollg;lIxlle = p(x),  Vx€Eo.

Luego, por el Teorema de Hahn-Banach Analitico tenemos que existe £ : E — R lineal tal que ¢|g, = ¢
y
{(x) < plx) = || o]

Reemplazando x por —x obtenemos que ¢ € E* con ||/
Por otro lado, notemos que

E XHE; VxeE.

£ < ||4o]

[€olle; = sup [fo(x)[ = sup [£(x)] < sup [£(x)| = |[£]|g-
Ixle<t Ixle<t Ixle<t
x€Eg x€Eg x€E
Por lo tanto, ||£||g+ = [[4o]|k;- [ |

Ahora veremos dos corolarios que permiten construir funcionales lineales continuos con valores
prescritos de antemano en ciertos puntos de interés.

CoroLARIO 2 Supongamos que (E, || - ||g) es un e.v.n., que {xi,...,x,} C E son vectores linealmente
independientes y que a1, ..., &, € R son dados. Luego existe £ € E* tal que

é(xk):(xk, Vk=1,...,n.

Demostracion Directa usando el Corolario 1 con Eg = ({x1,...,x,}) y ¢o € Ej dado por

to (Z lkxk> =Y Mbo(n) =Y Mcy,
k=1 =1 =1

para cualquier conjunto de escalares {A;,...,4,} C R.
Dado que {x,...,x,} C E son vectores linealmente independientes, cada x € E( se puede escribir
de forma tinica como

x= Zlkxk, con {Ay,...,4,} CR.
k=1

Por lo tanto ¢y estd bien definido y cumple ¢y(x;) = oy paratodo k = 1,...,n. [ |

CoroLARIO 3 Supongamos que (E,||-||g) es un e.v.n. Luego, para todo xy € E con xy # 0 existe
¢ € E* tal que

lxo) = |lxolle y [[4le=1.
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Demostracion Sean Eg = ({xo}) y fo(Axo) = A||x0||g para todo A € R. Claramente, ¢, € E§, luego
por Corolario 1, tenemos que existe £ € E* tal que ||{[|g; = [|€[|e+ y Lo = ¢|k,-
Notemos que £(xg) = £o(x0) = ||xo0||g- Ademds,

1]

£(x
b=l = sup [fo(hxo)| = sup [6o (2 )| = sup 11000 = qup =1,
IAxole<1 A< refo,] %ol rejo
Axo€Ey AER

CoROLARIO 4 Supongamos que (E, || - ||g) es un e.v.n.. Luego, para todo x € E tenemos que

x|lg = max |¢(x)].
e = méx 16(2)

Demostracion Fijemos x € E arbitrario. Sea ¢ € E* tal que ||¢||g- < 1. Luego tenemos |{(x)| <
I14]|e+||x||e < ||x||g, 1o cual implica que

E*

sup |€(x)] < [x]e-
Jelle <1

Notemos que si x = 0, el resultado es directo. Por otro lado, si x # 0 usando Corolario 3, tenemos que
existe £ € E* tal que ¢(x) = ||x|| con ||¢|

Por lo tanto, el supremo se alcanza, y en consecuencia tenemos | gr‘l|léx [0(x)] = ||x|le- |
g <l

=1

Observacion Recordemos que la inyeccién canénica en E es el mapeo J : E — E** dado por
J(x) :=J, para todo x € E, donde J, es el funcional de evaluacién asociado a x.
Luego J : E — E** es una isometria, pues para todo x € E tenemos

g+ = sup |[L(f)|= sup [£(x)[= mix |((x)|= |lx]E.
ll€]|gx <1 (1]l <1 [/l <1

1]




3.1

Ahora presentaremos y demostraremos el Teorema de Hahn-Banach en su versién geométrica.
También mostraremos algunas consecuencias relacionadas con espacios duales y la caracterizacion de
conjuntos convexos.

Teorema de Hahn-Banach: primera version
DEFINICION Supongamos que (E, || - ||g) es un e.v.n. Diremos que un conjunto H C E es un hiperplano
(cerrado) si existe una funcion lineal (continua) /: E — Ry a € R tales que

H={xcE|{(x)=0o}.

La primera versiéon geométrica del Teorema de Hahn-Banach entrega condiciones para poder
separar dos conjuntos convexos mediante un hiperplano cerrado:

AC{xeE|{{x)pr>0a} y BC{xeE|{{,x)gg<a}

TEOREMA — Hahn-Banach Geométrico, primera version. Supongamos que (E, || - ||g) es un e.v.n.
y que A, B C E son dos conjuntos convexos, disjuntos y no vacios. Si A es abierto, entonces existe
£ € E* no nula tal que

e g < {x)peE  VXEA Vy€eB.

Demostraciéon Vamos a usar el Teorema de Hahn-Banach Analitico, para ello primero vamos a
construir una funcién sublineal, para luego construir un s.e.v. Eq apropiado y una funcién lineal definida
en este s.e.v.

SeaW =xy+B—A —yp, donde xyp € A e yg € B. Notemos que 0 € W.
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Figura 3.1: Ilustracién de separacion de conjuntos mediante un hiperplano.

Ademads, dado A es un conjunto abierto y W resulta también ser abierto pues se escribe como unién
arbitraria de conjuntos abiertos:

W=Jxo+b—yo—A.
beB

Mais atin, W es convexo, pues A y B son convexos. En efecto, tomando A € [0, 1] obtenemos

A(xo+ b1—ay —yo)+(1 —7L)(x0+b2—az—y0)
=x0+Abi+(1—=A)by—(Aa1+(1—A)az) —yo €Exo+B—A—yy=W.

€B €A

Luego sigue que W es una vecindad convexa del origen en E.
A partir de esta vecindad definamos la funcién

p(x):=inf{r >0 | x € tW}, x€E.
Esta funcién se conoce en la literatura como funcién de Minkowski o funcién gauge. Notemos que si
x € W entonces p(x) < 1y six¢ W entonces p(x) > 1; ver Figura 3.2.

Afirmamos que la funcién de Minkowski es sublineal:
1. p es positivamente homogénea: dados A > 0y x € E, tenemos p(Ax) = A p(x), pues

t t t
p(Ax) =inf{t >0 | Axe W} =inf{r>0 ‘xe XW} :fnf{/lI >0 ‘ xe IW}.
Luego, usando el cambio de variables s = % obtenemos
p(Ax) =inf{As >0 |xesW}=Ainf{s >0 |[xesW} =Ap(x).

2. p es subaditiva: dados x,y € E, tenemos p(x+y) < p(x) + p(y).
En efecto, sean ¢, s > 0 (no ambos cero al mismo tiempo) tales que x € tW ey € sW.
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@xeWw byx¢ W

Figura 3.2: Ilustracién gréfica de la funcién de Minkowski segtin casos

Sean w,v € W tales que x = tw e y = sv. Dado que W es un conjunto convexo, tenemos

t
x+y=tw+sv=(t+5s) <t+sw+ tj—sv> € (t+s)W.

Notemos que p(x+y) =inf{r >0 | x+y € rW} <t+s. Tomando infimo sobre 7 y s, obtenemos

p(x+y) < p(x)+p(y).

Sea Eg = ({xo —yo}). Este s.e.v. es distinto del s.e.v. trivial {0} pues ANB =0, y por lo tanto
X0 # yo. Definimos también £ : Eg — R via la férmula

bo(A(xo—yo)) =4,  VAER.
Veamos que se verifican las hipédtesis de Teorema de Hahn-Banach analitico, es decir, se cumple que
bo(x) <p(x),  VxeEo.

Notemos que todos los elementos de Eq son de la forma A (xo — yo) con A € R. Ademads, del hecho que
p es positivamente homogénea tenemos que

p(A(xo—y0)) =Ap(xo—y0), VA >O0.

Notemos también que xo — yo ¢ W pues de lo contrario, dado que W = xo + B — A — yj, tendriamos que
0 € A— By esto implicaria que ANB # 0.
Sigue por definicién que p(xp — yo) > 1. De esto dltimo concluimos que si A > 0 entonces

Lo(A(xo—y0)) =A =24-1<Ap(xo—yo) = p(A(x0—0)).

Por otro lado, si A < 0 tenemos (A (xo —yo)) =24 <0 < p(A(xo — o)), de donde concluimos que
lp(x) < p(x) para todo x € Ey.
Luego, por el Teorema de Hahn-Banach Analitico, existe ¢ : E — R lineal tal que {|g, = (o y

x) <inf{r >0 | x€tW}.

Para concluir tenemos que ver que ¢ es continua y satisface (¢,y)g+ g < (¢,x)g g para todo x € A,
y €B.
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= Notemos que si ¥ € W entonces p(X) < 1 y por lo tanto
lxo+y—x—y0) < plxo+y—x—y0) <1, VxeA VyeB

esto implica que

(y) < 1—L(xo—yo) +£(x), VxeA, VyeB,
=0

por lo que concluimos que ¢(y) < ¢(x) paratodox € Aey € B.
Es decir, A y B pueden ser separados por un hiperplano.
= Resta ver que ¢ es continua. Ahora, como / es lineal es suficiente ver que ¢ es continua en x = 0.
Dado que /(x) <inf{t >0 | x € tW}, six € W entonces ¢(x) < p(x) <1.
Por otro lado, si x € W entonces /(—x) = —{(x) > —p(x) > —1 y por ende

U(x)| <1,  Yxewn(-w)

Como W es abierto y 0 € W, entonces W N (—W) es una vecindad abierta del origen.
Dado que ¢(0) = 0 y para todo € > 0, tenemos |¢(ex)| < € cualquiera sea x € (W N (=W)),
concluimos que ¢ es continua en x = 0. Por lo tanto £ € E*

Finalmente, por construccién £y es no nulo, y por lo tanto ¢ también lo es. |

Consecuencias de Hahn-Banach Geométrico

Ahora revisaremos algunas consecuencias del Teorema de Hahn-Banach Geométrico. En particular
veremos una segunda version de este resultado que permite separar conjuntos convexos de forma
estricta.

CoroLARIO 5 Supongamos que (E, || - ||g) es un e.v.n. y que C C E es un conjunto cerrado, convexo y
no vacio. Luego, para todo xo ¢ C, existen £ € E*\ {0} y a € R tales que
<€,X>E*,E <oa< <€axO>E*,E, VxecC.

Demostracion Definimos A = Bg(xg,€) y B=C, con € > 0tal que ANB = 0.
Dado que C es cerrado y xo ¢ C, xo no puede ser un punto de adherencia de C, luego esto garantiza
la existencia de € > 0.
Dado que A es abierto y convexo, por el Teorema de Hahn-Banach Geométrico existe £ € E* \ {0}
tal que
<€,x>E*7E < <£,X()—|-8b>E*7E, VxeC, VbGBE(O,l).

De donde tenemos que
<€,x>E*7E < <£axO>E*7E +8<€,b>E*7E, Vxée C, Vbe IBE(O, 1).

Tomamos b € Bg(0, 1) tal que (£,b)g g = —1||¢||g+, y con esto podemos concluir que

€
(€, x)g*E < (€,X0)E*E — EW

£ < ({,x0)E* E, Vx € C.

€ .
Tomando o = (¢,x0)g g — 3 ||¢||g+ obtenemos la conclusién buscada. [ ]
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DEFINICION Supongamos que (E, || - ||g) es un e.v.n. Diremos que un conjunto M C E es un semi-
espacio (cerrado) si existe una funcion lineal (continua) /: E — Ry a € R tales que

M={x€E|{(x)<a}.

La siguiente es una caracterizacion de conjuntos convexos.

CoRrOLARIO 6 Supongamos que (E, || - ||g) es un e.v.n. y que C C E es un conjunto cerrado, convexo y
no vacio. Luego C coincide con la interseccién de todos los semi-espacios cerrados que lo contiene, es
decir,
S:= ﬂ {M CE | M es un semi-espacio cerrado} = C
ccMm

Demostracién Claramente C C S C E. En particular, si C = E, el resultado es trivial.
Supongamos que C # E. Por el Corolario 5, para todo xo ¢ C, existe ¢y, € E*\ {0} y o, € R tales
que
<£x07x>E*7E < Oy < <€x0,x0>E*,E7 VxeC.

Lo que implica que

CCM:= {x €E | <éxmx>E*,E < axo}a

en donde M es un semi-espacio cerrado; en particular S C M.
Dado que xo ¢ C y 0y, < ({x,,X0)EE, entonces xo € M C §¢ y luego C° C S¢. Por lo tanto
SCC. |

CoROLARIO 7 Supongamos que (E, || - ||g) es un e.v.n. y que M C E es un s.e.v. tal que M # E. Luego
existe £ € E*\ {0} tal que
(ﬁ,x)E*’E =0, VxeM.

Demostracién Sea xo € E\ M, por Corolario 5 existe £ € E*\ {0} tal que
(0, x)g- £ < (£,x0)E*E, VxeM.
Si existiese un X € M tal que (/,%)g- g # 0, entonces
Al %) g g = (l,AX)E E < ({,X0)E" E, VAeR.

» Si (¢,X)g- g > 0, haciendo A — oo tendriamos que +oo < (/,x0)g+ E-
» Si (¢{,%)g- g <0, haciendo A — —oo también tendriamos que +oo < (¢, x) g+ k.
En ambos casos obtendriamos algo absurdo. Luego, necesariamente (¢,x)g- g =0 paratodoxe M. W

El contrareciproco del Corolario 7 resulta titil para demostrar que un s.e.v. M C E es denso en E.
En efecto, M seréa denso en E si para cualquier ¢ € E* tal que ¢|); = 0 tenemos necesariamente que
£ = 0. Aplicaremos esto a continuacién en el estudio de espacio ortogonales.

Espacios Ortogonales

DEFINICION Supongamos que (E, || - ||g) es un e.v.n.
= Supongamos que M C E es un s.e.v. de E. Definimos el espacio ortogonal a M como el conjunto

Mt = {E cE* ’ <€,x>E*7E =0, VXEM}
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= Supongamos que N C E* es un s.e.v. de E*. Definimos el espacio ortogonal a N como el
conjunto
Nt = {x cE ’ <£7X>E*7E =0, V/ GN}

Observacién Notemos que M+ y N+ son s.e.v. de E* y E, respectivamente. Ademds, ambos son
cerrados pues

Mt = ﬂ {{cE" | {,x)prg=0} y Nt = ﬂ {x€E | ({,x)g-x=0}.
xeM leN

Lo que implica que tanto M- como N+ pueden ser escrito como interseccién arbitraria de conjuntos
cerrados en E* y E, respectivamente.
Miés ain, dado que tenemos

<€,x>E*7E:0, VXeM, VEEML.

Si x € M entonces x € (M*)* y por lo tanto M C (M*+)*. Luego, como (M) es cerrado en E,
obtenemos M C (M*)*. De forma similar tenemos que N C (N+)*.

PROPOSICION 6 Supongamos que (E,||-||g) es une.v.n. y M C E es un s.e.v. de E. Entonces M =
(M)

Demostracién Denotemos por Eg = (M*)1. Sigue que Eq es un s.e.v. de E, (Eo, || - ||g) es un e.v.n.
y M es un s.e.v. de Eg. Tomemos ¢y € E{j tal que o[y = 0, es decir,

<€0,X>E(*)7EO =0, VxeM.
Por el Corolario 1, existe £ € E* tal que £|g, = £o. En particular tenemos que ¢ € M* pues
(,x)gE = (bo,X)E3 B, =0,  VxeM.
Por otro lado, dado x € Eg = (M1)*, por definicién de espacio ortogonal, debemos tener
<Z,X>E*,E:0 vieM™ .
Dado que ¢ € M+, Esto implica que /o = 0 pues

(o, X); By = (£, X)E- E =0, Vx € Eo.

Finalmente, por el Corolario 7, concluimos que M es denso en Eo, es decir, M = (M+)+.

Teorema de Hahn-Banach Geométrico: segunda version
DEFINICION  Supongamos que (E, || - ||g) es un e.v.n. y que A, B C E son dos subconjuntos no vacios.

Diremos que A y B se pueden separar estrictamente por un hiperplano H = {x € E | /(x) = a} si

sup/(x) < o0 < inf £(y).
XEA yeB
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Figura 3.3: Ilustracion de separacion estricta de conjuntos mediante un hiperplano.

Observacion La segunda version del Teorema de Hahn-Banach Geométrico también entrega condi-
ciones para poder separar dos conjuntos convexos mediante un hiperplano cerrado. La gran diferencia
es que permite hacerlo en un sentido estricto (Ver Figura 3.3): para algtin € > 0

AQ{XEE’<E,X>E*,EZOC+E} y BQ{XEE|<€,)C>E*7ESOC—£}

TeEorReMA — Hahn-Banach Geométrico, segunda version. Supongamos que (E, || - ||g) es un e.v.n.
y que A, B C E son dos conjuntos cerrados, convexos, disjuntos y no vacios. Si A es compacto, entonces
existen £ € E*\ {0} y a € R tales que

sup(£, X)g g < & < Inf (£, y)p g
XEA ' yEB ’

Demostracion Usando el Corolario 5 con C = A — B (resta entre los elementos de los conjuntos A 'y
B) y xg = 0 concluimos.
En efecto, como AN B = 0 entonces 0 ¢ A — B. Ademas, dado que A es compacto y B es cerrado

entonces A — B es cerrado. No es dificil ver que C es también convexo. Luego, Corolario 5 implica que
existen £ € E*\ {0} y & € R tales que

lx—y)gg <0< ({0 =0, VxeA VyeB.

En particular
<€,X>E*7E < 66+(€,y>E*7E, VxEA,yEB.
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Tomando infimo y supremo respectivamente, y recordando que & < 0 obtenemos

1
* < X 1] * —_ Y 1] * ] f /g * .
i2£<€’x>E E< a+;g£(€,y>E E< 2a+;g£<€,y)}; E< ;gB< Y)E*E

Tomando o = %65 +infycp(¢,y) g+ concluimos. [ ]



Abhora estudiaremos un segundo principio fundamental en andlisis funcional, el llamado Teorema
de la Aplicacion Abierta, que es una consecuencia del Lema de Baire. Veremos algunas consecuencias
relacionadas con operadores lineales y también mostrares una consecuencia importante de este resultado,
el teorema del Grafo Cerrado que permite caracterizar la continuidad de un operador lineal.

TEOREMA — Aplicacién Abierta. Supongamos que (E,||-||g) y (F, || - ||r) son dos espacios de Banach.
SiL e ZC(E,F) es sobreyectiva, entonces L es abierta, es decir, L(€) es abierto en F para todo & CE
abierto.
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Observacion
= [a forma mds habitual de usar el Teorema de la Aplicacién Abierta es la siguiente:
Si L e ZC(E,F) es sobreyectiva, entonces existe r > 0 tal que

Br(0,r) C L(Bg(0,1))

= Toda aplicacion (lineal) abierta es sobreyectiva, luego el Teorema de la Aplicacién Abierta es en
realidad una equivalencia.

Demostracién Dividiremos la demostracién en 4 pasos:
1) Veamos que int (L(IBSE(O, 1))) # 0.

Definamos F; = k L(Bg/(0, 1)). Notemos que por definicién Fj es cerrado en F, para todo k € N.
Dado que L es sobreyectiva, tenemos que U F, =F, puessiy € F, existe x € E tal que y = L(x).

keN
Notemos que x no estd necesariamente en Bg(0, 1), pero para todo k € N tenemos

(1) =1

1
Tomando k = inf{j € N | ||x||[g < j}, vemos que y € kL(Bg(0,1)) pues %HXHE <1.
Ahora bien, por el Lema de Baire, existe ko € N tal que int(Fy,) # 0, es decir,

int <k0m> £0.
En particular, esto implica que
int (W) £0.

2) Veamos ahora que O € int (M) De hecho, vamos a ver que existe r > 0 tal que,
Br(0,2r) C L(Bg(0,1)).

Por la parte anterior int (W) # 0, luego existen yo € L(Bg(0,1)) y 7 > 0 tales que
Br (y0,4r) € L(Br (0,1)).

Sabemos que L(Bg(0,1)) es un conjunto simétrico, y por lo tanto:

yELBE(0,1)) <= -—yeL(Br(01).

Para y € By (0,4r) tenemos que

y=y+yo—Yo € Br(yo,4r) +L(Bg(0,1)) C L(Bg(0,1)) +L(Bg(0,1)).

Sigue que
IL(IBE(O, 1)+ %L(BE(O, 1)) = L(Bg(0,1)).

EF(O,Z}”) g 5
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Por tanto 0 € int (L(IB%E(O, 1)))

3) Veamos que 0 € int(L(Bg(0,1))).
Probemos que By (0,r) C L(Bg(0,1)), donde r > 0 es tal que Bg(0,2r) C L(Bg(0,1)).
Sabemos que para y € Bg(0,r) y para todo € > 0 existe x € Bg(0, 1) tal que

12y = L(x)[|r <&, (4.1)

pues 2y es un punto de adherencia de L(Bg(0,1)).
a) Fijemos y € Bg(0,r) en lo que sigue. Tomemos € = r en (4.1) y sea x; dado por (4.1) paray = y.
Entonces tenemos
lalle <1y [129=L(x)lle <r

Definamos z; = . Luego tenemos que ||z [|g < 3 y [|[§—L(z1) || < 5.
Notemos también que y; := 5 — L(z;) € By (0, %) y entonces 2y; € Bg(0,r)

b) Tomemos nuevamente € = r en (4.1) y sea x, dado por (4.1) para y = 2(y — L(z;)). Entonces
tenemos

lalle <1y (|40 —L(z1)) = Lx2)|| <~

Definamos z, = 2. Luego tenemos que [|z2||g < 3 y || —L(z1) — L(z2)|[¢ < §
¢) Por induccidn, se puede construir una sucesion {z; ey tal que ||zx||g < % y

-
Iy —L(zi+22+-+z2)llr < 57,

5 VkeN\{0}.

k
Veamos que S, = Z z; converge. Para ello, veamos que {Si }«cn es de Cauchy en E.
j=1
Notemos que

ket j ket j ktj
ISc~Sesle=| ¥ | < X lale< Y 5 0
ikt ||g ikt i=kt1 5 kot

Por lo tanto, {S }xen es de Cauchy en E, y por ende, converge a un cierto i € E.
d) Para concluir necesitamos que L(X) =7y ||%||g < 1. Recordemos que

IF-LSOllr < o, VkeN\{0}

2
Esto implica que ||§ — L(¥)||r = O puesto que Sy — %, y por lo tanto, L(X) = y.
Ademds, dado que tenemos

1
[[Sklle < Z lzjlle = [|z1]le + Z lzille < llz1]le + Z - < |lzlle+ Z = ||z |E+

Jj= Jj=

haciendo k — +oo, vemos que [|%||g < ||z1][g + 3 < 1. Por lo tanto B (0,r) C L(Bg(0,1)).
4) Veamos ahora la conclusion.
Sea ¢ C E abierto. Notemos que para x € &, existe r, > 0 tal que Bg(x,ry) C 0.
Mis atn, 0 = U Bg(x,ry). Ahora, fijemos x € Oy sea r, > 0 el radio asociado.

xe0
Sea y € L(Bg(x,ry)), luego existe X € Bg(x, ry) tal que L(X) = J.
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Como el conjunto Bg(x,r,) es abierto, existe un p > 0 tal que
¥+Bg(0,p) =Bg(%,p) C Be(x,ry).
Aplicando L en lo anterior y utilizando el hecho de que L es lineal, obtenemos
¥+L(Bg(0,p)) € L(Be(x,ry)).
Usando ahora el paso 3 tenemos que
Be(5,pr) = 5+ Br(0,pr) = 5+ pBe(0,r) € 3+ pL(BE(0,1)) = 5+ L(Be(0,p)) € L(Bi(x.r)).

Lo que implica que L(Bg(x,r,)) son abiertos en F para cualquier x € &.
Finalemente, dado que

L(O)=L ( U ]B%E(x,rx)) = U L(Bg(x,ry)).
xXe0 xe0

tenemos que L() es abierto, pues se escribe como unién arbitraria de conjuntos abiertos. |

4.1 Consecuencias del Teorema de la Aplicacion Abierta

Revisemos ahora lagunas consecuencias del Teorema de la Aplicacién Abierta respecto a operadores
lineales biyectivos.

CoroLARIO 8 Supongamos que (E,||-||g) y (F,||-|lr) son dos espacios de Banach y que L € ZC(E,F)
es biyectiva, entonces L~ es un operador lineal continuo, es decir, L~! € ZC(F,E).

Demostracion
» L~ !es lineal: dados u,v € F, existen x,y € E tales que u = L(x) y v = L(y). Luego, dado A € R
tenemos

L Y u42v) =L Y L(x)+ALY)) =L Y (L(x+4y)) =x+Ay=L""(u)+ AL~ ' (v).
» L~ ! es continuo: Por el Teorema de la Aplicacién Abierta existe » > 0 tal que
Bg(0,r) C L(Bg(0,1)).
En particular, para todo y € Bg(0, r) existe x € Bg(0, 1) tal que L(x) = y. En consecuencia
I De=lxle <1, VyeBg(0,r).

La continuidad de Z~! viene de notar que para y € F\ {0} tenemos que ﬁ € Br(0,r) y por lo

tanto:
oy
(i)
’ 2|ylle
[ |

El resultado anterior tiene una consecuencia importante respecto a la equivalencia de normas en
espacios de Banach.

2
I 0 e = 220E

2
< = lylle-
g 7
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COROLARIO 9 Supongamos que existen dos normas || - ||; y || - ||2 sobre un e.v. E, tales que, tanto
(E,||-|/1) como (E,]| - ||2), son espacios de Banach. Supongamos ademads que existe ¢; > 0 tal que
llx||2 < er|x]]1, VxeE. 4.2)

Luego, las normas son equivalentes, es decir, existe ¢, > 0 tal que
Il < clixll2,  VxeE.
Demostracion Tomemos |- ||[g =||-||1 y (F,||-|lr) = (E,| - ||2) en el Corolario 8 con
L=id: (E,[-[) = (E[-]2).

Asi, L(x) = x para todo x € E. Claramente L es lineal biyectiva, y por (4.2) tenemos L es continua.
Por Corolario 8, podemos deducir que L~! es continua, lo que implica que

lid™' )l <eollxl2,  Vx€E,

y esto dltimo es equivalente a
Ix[l1 <c2llxll2,  VxeE.

Teorema del Grafo Cerrado

Otra consecuencia importante del Teorema de la Aplicacién Abierta es una caracterizaciéon de
operadores lineales continuos, que dice relacién con el grafo del operador.

Notacion Supongamos que (E, || ||g) y (F,|| - ||r) son dos e.v.n. Denotaremos por || - |gxF a la norma
en el espacio producto E x F dada por:

(e, y)[exk == Ix|le + |[yllp,  Vx€E,yeF.

TEOREMA — Grafo Cerrado. Supongamos que (E, |- ||[g) y (F,|| - |[r) son dos espacios de Banach y
que L : E — F es un operador lineal tal que su grafo

Gr(L) := {(x,y) €ExF | y=L(x)}

es cerrado en (E X F, || - ||gxr). Luego, L es un operador continuo.

Demostracion Consideremos dos normas en E:

Il = lxlle+1LC)le y  xlla =[x, Vx€E.

No es dificil ver que ||x||; y ||x||2 son normas sobre E y que ademas ||x||2 < ||x||; para todo x € E.
Ademds, por hipétesis, que (E, || - ||2) es un espacio de Banach. Luego, si (E, || -||;) fuese también
un espacio de Banach, entonces por el Corolario 9 existiria ¢ > 0 tal que

1L e < [lxlle + 1Ll = lixl[s < ellxll2 = cllxlle,  VxecE.

Por lo tanto, L seria un operador continuo.
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Para concluir entonces tenemos que probar que (E, || - ||1) es un espacio de Banach (s6lo resta ver
la completitud).
Sea {x; }ren C E una sucesion de Cauchy en (E, || - [|1). Luego, para todo € > 0, existe ko € N tal
que
l|lxx — xjl|E + || L(xx) — L(x) ||lr = ||xe — xj][1 <€, V k,j € Ntales que k, j > ko.

En particular, {x; }xcn es de Cauchy en (E, || - ||g) ¥y {L(xk) }xen es de Cauchy en (F, || - ||).
Dado que tanto (E,|| - ||g) como (F, || - ||r) son espacios de Banach, existen X € E e y € F tales que

|lxx — X||g — O y |IL(x) — ¥|lg — O cuando k — oo,

En particular, tenemos (x,L(x;)) — (%,7) € E x F.
Sin embargo, dado que el grafo de L es cerrado necesariamente tenemos (%,5) € Gr(L), es decir,
L(x) = y. Por otro lado, notemos que

o —#l1 = e =l + L) — L@ e = [ — Fllp+ L) = 5le = 0 sik— oo

En otras palabras, tenemos que x; — X en (E, || - ||1) y por lo tanto (E,|| - ||1) es completo.
Finalmente, la conclusién la obtenemos gracias al Corolario 9.
|

Observacion La completitud en el Teorema del Grafo Cerrado es fundamental.
Por ejemplo, tomemos E = C*=((0,1))NC(]0,1]) y F = C([0,1],R), ambos espacios dotados de la
norma
Ixlle = [lxlle = sup |x(£)] = [[x]|-.
t€[0,1]
Consideremos el operador D : E — F dado por D(x) = x'.
» D tiene grafo cerrado: Supongamos que (xx,x;) — (x,y) € E X F, es decir, tenemos que x; — x
uniformemente y x), — y uniformemente.
Gracias al Teorema Fundamental del Célculo y a la convergencia uniforme tenemos

t t
x(t) = lim x;(¢t) = lim xk(O)—i-/ xf((s)ds:x(O)—F/ y(s)ds, vt € [0,1].
k—>+o0 k—>+o0 0 0

Luego x' = y. Por lo tanto, Gr(D) es cerrado en E x F.
= D no es continuo: Definamos x;(¢) := t**! para todo t € [0,1] y k € N.
Luego, tenemos D(x;)(¢) = (k+ 1)t* para todo ¢ € [0, 1]. Entonces,

ID(xk)||eo = k+1 — oo, si k — oo,

pero ||xx|l = 1y por tanto D no puede ser un operador continuo.
El problema aqui estd en que (E, || - ||g) no es completo.



Ahora vamos a introducir la nocién de operador adjunto, mostraremos sus principales propiedades.
Este operador corresponde a una generalizacion de la nocién de transpuesta de una matriz a operadores
lineales continuos entre e.v.n. de dimension arbitraria.

DEfINICION  Supongamos que (E, |- |[g) y (F,|| - ||r) son dos e.v.n.. Diremos que un operador (no
necesariamente lineal) A: E — F es acotado si existe una constante ¢ > 0 tal que

[AX) [l < clxlle, — VxeE.
Notacion Dado A: E — F, su imagen (también llamado rango) serd el conjunto
im(A):={yeF|IxcE, y=A(x)}
y su nicleo (también llamado kernel) serd el conjunto
ker(A) :={x € E|A(x) =0}.

Observacion Enel caso que A: E — F sea lineal tenemos que:
» ker(A) es un s.e.v. de E (cerrado si A es continuo).
» im(A) es un s.e.v. de F (no necesariamente cerrado incluso si A es continuo).
= A esacotado siy s6losi A es continuo.

DEFINICION Supongamos que A € ZC(E,F) es un operador acotado dado. Definimos el operador
adjunto de A como el operador lineal A*: F* — E* que satisface

< *(E),x)E*,E = (Z,A(x))F*,F, VxeE, Vi€ F*.
En otras palabras, el operador adjunto de A viene dado por la férmula

A*(0) =1LoA, vVl e F".
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Notacion Si(E,||-|lg)* = (X, ]| |Ix)y (F, |- |lr)* = (Y, ] -||y), usaremos indistintamente la notacién
A": Y =>Xo0A": F* = E*.
Por ejemplo, si (E,|| - [|[g) y (F,| - ||[r) son espacios de Hilbert, entonces asumiremos que

A:E—F y A":F—E.

Observacion Supongamos que (E, | - &) = (R || -[1,) ¥ (F, I ) = (R™, |- [l,) con p.q € (1,++<)
tales que %4—% =1.SiA € ZC(R",R™) estd dada por

A(x) = Mx, xeR"Y,
donde M es una matriz de m x n, entonces A*(y) = M "y para todo y € R”, pues

(0, A (X)) (mmye om = y Mx=(M"y) x= <MTy,x>(Rn)*1Rn,vx eR" yeR"™.

5.1 Propiedades bdsicas
PROPOSICION 7 Para cada A € ZC(E,F), tenemos que A* € ZLC(F*,E*), con [|A*|| ycg- gy <
1]l zcEp)-

Demostracion Recordemos que A*(¢) = £ oA para todo ¢ € F*.
= Es directo por construccién que A*: F* — E* estd bien definido como funcién.
= Por composicién de funciones lineales continuas tenemos que A*(¢) € E* para todo ¢ € F*.
= A* es lineal: dados ¢1,0, e F*y A € R,

A*(él —|—l€2) = (61 —i—ﬂ,gz) 0A=/V10A+Al0A :A*(gl) —i—ﬂ,A*(Ez).
» A* es acotado: dado que (A*(¢),x)g g = A*(€)(x) = LoA(x) = (¢,A(x))p- F tenemos

(A" (0), )k &| = (6, A(x))F F

<

A [r <1

F F |[All zceF) lIX(E, Vx € E.

Luego, sigue que

|A*(O)[le- = sup [(A™(€), )8 & < [|All zc@p) 1€

[xlle<1

Por lo tanto
1A% 2@ gy = sup [[A*(O)|les < [|All zcE F)-

Lpx<1

Supongamos que (E,|| - [|g) = (¢Z(R),|| - |ler), con p € [1,+4o0).
Consideremos el operador shift a la izquierda S; : ¢/7(R) — ¢7(R) dado por

Sl(x)z(xl,xz,X3,...), Vx:{xk}keNefp(R).

Vimos que S; es lineal y acotado (continuo), pues ||S;(x)||»» < ||x||s» para todo x € ¢P(R).
Por otro lado, sabemos que E* = (¢4(R), || - ||¢«) con %4— é =1y el producto de dualidad se
representa via

<y,X>[q7gp = Zkaka Vx € KP(R), yE gq(R)
k=0
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Sigue que
0, S1(x)) a0 = Zykxk+1 =0-x0+ Zyk_lxk = (S (y),x)pa v, VxelP(R), yetd(R).
k=0 k=1

Luego, S; = S,, donde S, : £4(R) — ¢4(R) denota al operador shift a la derecha dado por

Sr(y) = (0,50,¥1,¥2:¥3, Y45 ---), Vy = {yi}ren € L4(R).

Ademds, dado que ||S;(x)||» < [|x]|¢r tenemos que [|S;]| cer o) < 1.
Por otro lado, ||S, || (s ) = 1 pues ||S,(y)|lea = ||yl e« para todo y € ¢4(R).
Luego tenemos que [|Sy|| zc(ua a) = [1Sil] zc(ev 4r) PUeS

1= IS/ .zc(a,a) = 157 | 2cea eay < NStll zeqer,ery < 1
PROPOSICION 8 Para cada A € ZC(E,F), se tiene que [|A*|| zc g+) = |All 2cEp)-

Demostracién Recordemos que, gracias al Teorema de Hahn-Banach Analitico (Corolario 3), tene-
mos que:
vy € F\{0}, 3¢, € F" tal que [[4,]|p- = 1y £,(y) = [|y][¥-

Tomemos x € E con ||x||g < 1, y evaluemos la afirmacién precedente en y = A(x).
Luego tenemos que

IA() I = Lage) (A(¥) = (Cap), Ak = (A" (ban) ) X)E- E-

Esto implica que

A e < JA™ (Cace) e[ x][e < JA"(Lage) les < [|A™ ]| 2o m) a7 = 1A% 2cipe g0

De esto concluimos que

Al zcEr = sup [|AG)|[r < |A™]| 2@ E)-
[Ixle<1

Como ya sabfamos de la Proposicion 7 que [|A*|| ¢ g+) < [|All (g F)> concluimos el resultado. W

Ahora veremos como se relacionan el nicleo y la imagen de un operadores lineal continuo y con el
de su operador adjunto asociado.

PROPOSICION 9 Para cada A € .ZC(E,F) tenemos que ker(A*) = im(A)* y ker(A) = im(A*)*
Demostracién = ker(A*) =im(A)*: Notemos que £ € ker(A*), es decir, A*(£) = 0 si y s6lo si
(0, A(x))p+F =LoA(x) =A% 0 l(x) =0, VxeE.
Sin embargo, esto tltimo es equivalente a que £ € (im(A))™, con lo cual obtenemos ker(A*) =
im(A)L.
= ker(A) =im(A*)*: Dado x € E tenemos que x € ker(A) si y s6lo si

AX) =0 <= JAW[Fr=0 <= mix |[({,A(x))p 5| =0.

[l <1

La dltima equivalencia es gracias al al Teorema de Hahn-Banach Analitico (Corolario 4).
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Por otro lado, usando la definicién del operador adjunto tenemos que x € ker(A) si y sélo si

mix |(A*({),x)g-g| = max [({,A(x))p-F|=0

[[€l[g= <1 [[€l[g= <1

De esto concluimos que x € ker(A) si y sélo si (A*(¢),x)g- g = 0 para todo £ € F*.
Pero esto tltimo corresponde a la condicién x € (im(A*))*

5.2 Inyectividad y sobreyectividad

Notemos que la proposicién 9 nos entrega la siguiente condicién:
ker(A*) =im(A)*, 'y ker(A)=im(A*)*, VA€ .ZC(EF).

Luego:
= Si A es sobreyectivo, entonces A* es inyectivo pues

ker(A*) =F-={{ cF* | ({,y)pr =0, Vy € F} = {0}.
= Si A* es sobreyectivo, entonces A es inyectivo pues
ker(A) = (E*)* = {x€E | (0, x)g: g =0, VL € E*} = {0}.
La dltima igualdad es gracias al Teorema de Hahn-Banach Analitico (Corolario 3):
Vx € E\ {0}, 3¢ € E* tal que ||| = 1y £y(x) = ||x||g > 0.

Por otro lado,
= SiA* es inyectivo, entonces A no es necesariamente sobreyectivo, pero im(A) = F pues gracias a
la Proposicion 6 tenemos

F = {0}* =ker(A*)! = (im(4)1)* = im(A).

= Si A es inyectivo, entonces s6lo tenemos im(A*) C E* y la inclusién podria ser estricta.

PrOPOSICION 10 Supongamos que A € ZC(E,F). Luego A* es inyectivo si y s6lo si im(A) es denso
enF.

Demostracién Por Proposicién 9 sabemos que ker(A*) = (im(A))™. Luego, en vista de la Proposicién
6 tenemos
ker(A*)* = (im(4)1)t =im(A).
(=) SiA* es inyectivo, entonces ker(A*) = {0}, luego ker(A*)* = {0} = F, y por lo tanto im(A) =
F.
(<=) Recordemos que si N C F* es un s.e.v., entonces N C (N1)*. Luego, si im(A) = F, gracias a la
Proposicién 9 tenemos

ker(A*) = ker(A*) C (ker(A*)L) g ((im(A)L) L) T (m)L =F! = {0}.

A partir de esto concluimos que ker(A*) = {0} y por ende A* es inyectivo.
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TEOREMA Supongamos que A € ZC(E,F) con (E,||-|g) y (F,|| - ||r) espacios de Banach. Luego:
= A es sobreyectivo si y sélo si existe ¢ > 0 tal que ||4||p- < c||A*(¢)||g+ para todo ¢ € F*.
= A* es sobreyectivo si y s6lo si existe ¢ > 0 tal que ||x||g < c||A(x)]||r, para todo x € E.

Demostracion Veremos sélo el primer caso (A es sobreyectivo), la demostracion para el segundo es
similar y la dejamos como ejercicio (ver Problem 5 - Certamen 1 - 2021).
(=) Por el Teorema de la Aplicacién Abierta, existe r > 0 tal que

Br(0,.r) CA(Br(0,1)) C A (Be(0,1))
Por otro lado, dado ¢ € F* tenemos

1A*(0)]

g = sup [{(A"(€),x)g-g|= sup [({,A(x)rr|= sup [{£,y)FFl.
[xlle<1 [lx[[e<1 yeA(Bg(0,1))

Juntando estas dos informaciones obtenemos,

sup  [{(L,y)pr| > sup [(L,y)p-k|= sup [({,ry)p x| =7 sup [(£,y)p F| = r|[{|F
yeA(Bg(0,1)) yEBR(0,r) yEBr(0,1) lIylle<1

Tomando ¢ = % se obtiene la conclusidn.
(«<=) Supondremos ahora que existe ¢ > 0 tal que para todo ¢ € F*,

€] < cl|A*()][e--

Para concluir basta ver, si definimos 0 = %, entonces

Br(0,6) CA(Bg(0,1))

En efecto, si lo anterior fuese cierto, entonces replicando argumentos usados para demostrar el Teorema
de la Aplicacién abierta podremos demostrar que

By (02) C A(Br(0,1)),

y que por lo tanto A es una aplicacion abierta, y en consecuencia A debe ser sobreyectiva.

Tomemos yy ¢ A(Bg(0, 1)), probaremos que yo ¢ Bg(0, 5).

Notemos que el conjunto A(Bg(0,1)) es cerrado, convexo y no vacio. Luego, por el Teorema de
Hahn-Banach Geométrico (segunda version), existe £ € F*\ {0} y a € R tales que

sup  (£,y)r-F < & < (£,y0)F" F-
yeA(BE(0,1))

Dado que y =0 € A(Bg(0,1)), tenemos que o > 0 y entonces (¢, yo)g+F > 0.
Luego reescalando (dividiendo por « las desigualdades y redefiniendo £), podemos asumir que
o = 1. En particular tenemos

(Cy)pr <1< (l,yo)py,  Vy€A(Bg(0,1)).
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Dado que A(Bg(0,1)) es simétrico, tenemos que
[y)ppl <1 <(Lyo)r-w,  Vy€EA(BE(0,1)).

Sigue que
|<£,A(X)>F*7F| S 1< <£7y0>F*7F7 v-xe BE(Ou 1)7

y como (¢,A(x))pr = (A*(£),x)g+ g para todo x € Bg(0,1), vemos que
[(A*(€),x)e | < 1 < (€, y0)F"F, VxeBg(0,1).

Por continuidad, la desigualdad anterior es valida también para todo x € Bg(0, 1), y por lo tanto

14" (O)]le- = sup [(A"(€),0m 5] <1 < (£,y0)r F < [|€][-[lyolle-

[¥lle<1

P < [|A*(0) ||+, pues § = L

¢

Por hipétesis, tenemos que 6 ||/
Esto implica que ||yo||lr > 0, es decir, yo ¢ Br(0, ).



6.0.1

A lo largo de esta seccion X C R” serd un subconjunto compacto y no vacio. Denotaremos por
% (X) al espacio vectorial de funciones continuas f : X — R. En este espacio consideraremos la norma

11l :=mdx|f(x)], Vf € E(X).

Notacion Denotaremos por R[x] la coleccién de todos los polinomios a coeficientes reales:
m .
peR)x] <= dmeN, a,...,a, € Rtales que p(x) = Zajx/, Vx e R.
j=0

Similarmente, denotaremos por R[x;....,x,] la coleccion de todos los polinomios de n variables a
coeficientes reales:

pEeRx....,x,] <= 3dmeNtalquep(x)= Z axleq...xﬁ”, Vx e R,
[l =0

donde x € N" estd dado por k = (k1,....k,), |K|| =ki+...4+k, y ax € R para todo ||x|| < m.

En esta seccién mostraremos algunos resultados de aproximacién de funciones continuas. En
particular, presentaremos y demostraremos el Teorema de Stone-Weierstrass, el cual nos permitird
responder la siguiente pregunta:

Dada una funcion continua f € € (X) y € > 0 ;Existe p € Rxy,...,x,| tal que || f — p|le < €2

Un caso particular

ProposICION 11 Existe una sucesion de polinomios { py }renw € R[x] que converge uniformemente en
[—1,1] a la funcién valor absoluto x — |x|.
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Demostracion Sea pg € R[x] el polinomio constante igual a cero: po(x) = 0 para todo x € [—1,1].
Definamos inductivamente la sucesion { py }reny € €'([—1,1]) via la recurrencia:

piet() = pr0) 3 (1l + i) (ol = i), Ve[, 1], kN,

No es dificil ver por induccién que efectivamente las funciones x — py(x) son continua en [—1,1].
Notemos que si para cada x € [—1, 1] fijo, la sucesion { px(x) }ren C R converge a f; € R, entonces

fe= it 5 (el £ (5] = £
En particular, tendremos que f2 = x°.

Por otra parte, si { pi(x) }reny C R fuese una sucesion creciente para cada x € [—1, 1] fijo, entonces
podriamos concluir que { py }ren converge uniformemente en [—1, 1] a la funcién valor absoluto x — |x
esto ultimo es gracias al Teorema de Dini.

Notemos que

[l

Peet() = pile) + 5 (el pe) (1 — pee)) = pe() + 5 (2= pR(x)) . e [-1,1], keN.

Dado que po(x) = 0 para todo x € [—1, 1], no es dificil ver que por construccion, p; € R|x] para todo
keN.
Fijemos ahora x € [—1, 1]. Para concluir bastard probar por induccién que

0 < pk(x) < Pk+1(x) < |)C|, Vk € N’ (61)

pues con esto { px(x) hren C R serd creciente y acotada superiormente, y en consecuencia convergente.
» El caso base k = 0 viene de notar que

1 1
po(x) =0< Exz =pi(x) = Exz <x* < |

Luego, por un lado tenemos que

Pea () = Piss () = 3 (Il et () (3] = piss () 20
y por otro

Pea(0) =it ()= 5 (314 picn () (] = piys (1) < 5 (1 1) (3] = pica () <l — e ).

Con esto hemos probado que 0 < pyi1(x) < pri2(x) < |x|, y por induccién concluimos. [ |

6.1 Aproximacion de funciones continuas
Ahora veremos algunos resultados intermediarios de aproximacién de funciones continuas.

PROPOSICION 12 Supongamos que X C R" es compacto y no vacio, y que H C %' (X) es un conjunto
que satisface:
1. Paratodo hj,h; € H, tenemos que max{hy,hy },min{h;,hy} € H.



6.1 Aproximaciéon de funciones confinuas 39

2. Dados x,y € X distintos y A1, € R existe & € H tal que h(x) = A1 y h(y) = Aa.
Entonces H es denso en (€' (X), || - ||-), es decir,

Vf €€ (X), Ve >0, Ih € H tal que || f — h|j < €.

Demostracion Fijemos f € €(X) y € > 0. Probemos primero que para todo x € X, existe i, € H tal
que

h(x)=f(x) vy h()+e>f(), YyeX

Dado x € X, por la condicién (2), para todo y € X\ {x}, existe #’ € H tal que #’(x) = f(x) y
W (y) = f(y). Para caday € X\ {x}, definamos
Oy :={zeX|[W(z) +&> f(2)}

Notemos que cada O, es un conjunto relativamente abierto en X y que

Xc |J o,
yeX\{x}

pues x,y € Oy. Luego, dado que X es compacto, existen yy,...,y, € X\ {x} tales que
m
Xc oy,
k=1

Definamos ahora h, := max{#*!,...,»’»}. Usando inductivamente la condicién (1), vemos que
h, € H. Ademas, por un lado tenemos

hye(x) = max{h"" (x),..., " (x)} = max{f(x),...,f(x)} = f(x).
Por otro lado, dado y € X, tenemos que y € Oy, para algin k € {1,...,m} y por lo tanto
he(y) = max{h" (y),...., " (y)} = F*(y) > f(y) — €.
Ahora vamos a construir la funcién h € H que satisface
h(y)—e < f(y) <h(y)+e, VYyeX
Para cada x € X, definamos ahora
Upi={y €X|h(y) —€ < f()}

con h, € H tal que
h(x)=f(x) vy [fO)<h(y)+e, WeX

Notemos que cada U, es un conjunto relativamente abierto en X y que

Xc U,

xeX
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pues x € U,. Nuevamente, dado que X es compacto, existen x,...,x; € X tales que
d
XC Uy,
j=1
Definamos finalmente / := min{h,,...,h,,}. Usando inductivamente la condicién (1), vemos que

h. € H. Dado y € X, tenemos que y € U,; para algtin j € {1,...,d} y por lo tanto
h(y) = min{hx (v), .. by, (0)} < ey (v) < f(y) + &

Finalmente, como
fO) <hg(y)+e, Vji=1,....d,

concluimos que
F ) <min{hy, (y),....h, ()} +€=h(y) +e.

Observacion
» Consideremos el conjunto H = {h : X — R | & es Lipschitz continua}.
Notemos primero que H es un s.e.v. de ¢'(X) : dados hy,h, € H, A € Ry x,y € X tenemos

| (71 +Aha) (x) = (A1 4+ Ah2) ()] < [ (x) =B (9)] + [ A [[h2 (x) = ha (9)[ < (L, + ALy ) [1x = [,
Notemos también que dada & € H tenemos que |h| € H pues
RG] = R[] < [h(x) =h()] < Lalle=yl[gs,  YxyeX.

Finalmente, dado que

) 1 . 1
max{hl,hz}:§(h1+h2+|h1—h2]) y mln{hl,hz}:i(hlJrhz*’hl*th,

podemos concluir que H satisface la condicién (1).
= El conjunto de las funciones polinomiales restringidas a X:

H={h:X—=R|3peRx,...,x,] tal que h(x) = p(x), VxeX}

no satisface la condicién (1). En particular, este resultado no nos permite responder la pregunta
puesta al comienzo de la seccién, por lo cual debemos buscar un resultado més adecuado al caso
que no interesa estudiar.

6.1.1 Conjuntos separantes de funciones continuas
DEFINICION Diremos que un s.e.v. H C €' (X) es separante si dados x,y € X distintos, existe h € H

tal que h(x) # h(y).

» El conjunto H = {h: X — R | h es Lipschitz continua} es un s.e.v. separante de ¢ (X), pues si
x # y, entonces x; # yi para algin k = 1,...,n, pero x — x; es Lipschitz continua:

b =il < [lx =yl <cle=yller,  YryeX
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= Notemos primero que el conjunto
H={h:X—R|3peRxy,...,x,] tal que h(x) = p(x), VxeX}
es un s.e.v. de ¢(X) pues
p1+Ap2 €R[xy,. .. x0), Vp1,p2 €R[xp,...,x0), A €R.

Este s.e.v. es también separante pues la funcidn proyeccion sobre las coordenas x — x es un
polinomio paratodo k =1,...,n.

ProOPOSICION 13 Supongamos que X C R” es un subconjunto compacto y no vacio, y que H C ¢'(X)
es un s.e.v. separante que contiene a las funciones constantes. Entonces H es denso en (%' (X), || - ||«) si
H satisface también:

mé.X{/’ll,hz}, mfn{hl,hz} €H, Vhy,h, € H,

Demostracion Usaremos la Proposicién 12, para esto solo resta probar que la condicién (2) de esa
proposicion se verifica:

Dados x,y € X distintos y 41,4, € R existe & € H tal que h(x) = A; y h(y) = L.

Fijemos x,y € X distintos. Dado que H es separante, existe /2 € H tal que i (x) # h(y).

Definamos la funcién & : X — R dada por h(x) = ath(x) + B para todo x € X, con «, 8 € R por
fijar. Dado que H es un s.e.v. y contiene a las funciones constantes, tenemos que z € H.

Por otro lado, dados A1, A, € R, el sistema lineal de 2 x 2:

od:z(x)—i-ﬁ = A
ah(y)+f = X

tiene una tnica solucién (el determinante de la matriz representante es (x) — h(y) # 0).
Tomando «, B € R solucién del sistema lineal, vemos que la condicién (2) de la Proposicién 12 se
verifica. n

Tomando en consideracién las observaciones que hemos hecho hasta este punto, la siguiente es una
consecuencia directa de la Proposicion 13.

CoroLARIO 10 Supongamos que X C R” es un subconjunto compacto y no vacio. Para toda f € € (X)
existe una sucesion de funciones Lipschitz continuas que converge uniformemente a f en X.

6.2 Teorema de Stone-Weierstrass

DEFINICION Diremos que un s.e.v. H C %' (X) es una subalgebra de ¢ (X) si & - hy € H para todo
hy ,hz €EH.

Observacion
» Si H C %(X) es una subdlgebra, entonces para todo h € H tenemos que 4/ € H. En particular,
para cualquier polinomio p € R[x] tenemos que poh € H pues

m
po h= Z a.,-hf
j=0
= Notemos que

1
hy-hy = 5 ((h1 +h2)* —hi — h3)

Luego, un s.e.v. H C ¢ (X) es una subdlgebra si y sélo si h* € H para todo h € H.



42 Capitulo 6. Teorema de Stone-Weierstrass

El conjunto H = {h: X — R | 3p € R|xy,...,x,] tal que h(x) = p(x), Vx € X} es una
subalgebra de %' (X) ya que si p € R[xy,...,x,] entonces p* € Rxy,...,x,].

Observacion Dado que Rlxy,...,x,| es una subdlgebra separante de ¢ (X) que contiene a las
funciones constantes, el Teorema de Stone-Weierstrass que presentaremos a continuacién nos permitird
afirmar que dada f € €(X) y € > 0, siempre existe p € R[xj,...,x,] tal que || f — p|l. < €.

TEOREMA — Stone-Weierstrass. Supongamos que X C R” es un subconjunto compacto y no vacio. Si
H es una subdlgebra separante de 4 (X) que contiene a las funciones constantes, entonces H es denso

en (€(X), [ -[leo)-

Demostracién Tenemos que probar que H = % (X). Primero notemos que H también es:
» un s.e.v. de ¢ (X), pues dados h,g € H, existen sucesiones {/y }ren, {8k heny C H tales que
hy —hygi— g, luego h+Ag € H paratodo A € R pues hy +Agy — h+Agy h+Agr € H
para todo k € N.
» una subdlgebra de ¢ (X), pues dado & € H, existe una sucesion {/y }ren C H tal que hy — h,
luego h? € H pues h? — h? y h? € H para todo k € N.
» separante y contiene a las funciones constantes, pues H C H
Luego, para concluir usaremos la Proposicién 13. Para esto es suficiente probar que si h € H,
entonces también |h| € H' pues ya vimos que

. 1 3 1
max{hl,/’lg}zi(/’llﬁ-hz—i—‘h]—hz’) y mln{h],//lz}zi(h]-i-hz—vl]—hz‘).

Gracias a la Proposicién 11, sabemos que existe una sucesioén de polinomios {px }ren C R[x] cuya
restriccion al intervalo [—1, 1] converge uniformemente a la funcién ¢ — |¢:

sup ||| = pi(t)] =0
re[—1,1]

Sea h € H\ {0}; si h(x) = 0, entonces también |h(x)| = 0 y la conclusién seria directa.

Definamos la funcién g = h. Luego, siendo H un s.e.v. tenemos que g € H.

[1A2]]<o
Dado que H es una subalgebra de %(X), tenemos que

niy, . o
pkog:Za];gjeH, Vk € N.
=0

Por otro lado |g(x)| < 1 para todo x € X. Luego sigue que

L

Tl H!h!—HhprkogHoFH!gl—pkogHm=Su§\|g(X)!—pk(g(x))\S sup |[t| = px(t)] =0
oo xe

re[—1,1]

Definiendo g = ||h]|epk © g, tenemos que g € H pues H un s.e.v. y g — |h| uniformemente en X.
Finalmente, dado que H es cerrado, concluimos que || € H. [
A partir de este teorema es fécil ver que (¢ (X), || - ||) es un e.v.n. separable.

ProprosICION 14 Si X C R” es un subconjunto compacto, entonces (% (X), || - ||«) es un e.v.n. separable.

'Dado / € H, existe una sucesién {i; }ren C H tal que iy — h, y en particular |/ — |h|. A partir de esto no podemos
concluir que |h| € H, pues para esto necesitarfamos que || € H, lo que es falso para los polinomios por ejemplo.



6.2 Teorema de Stone-Weierstrass 43

Demostracion Dada f € €' (X)y € > 0, por el Teorema de Stone-Weierstrass, existe p € Rx,...,x,]
tal que || f — pll.. < §.

Dado que X es compacto, existe g € Q[x1,...,x,] tal que ||p — gl < 5.

Siendo Q[x1,...,x,] un conjunto numerable, concluimos lo buscado. |






7.1

En esta parte estudiaremos una clase particular de espacios vectoriales, los llamados espacios
vectoriales cociente asociados a un subespacio vectorial. Estudiaremos algunas sus propiedades bésicas
y mostraremos una caracterizacién de su dual topolégico.

A lo largo de esta seccién M C E serd un s.e.v. de E.

Espacios Vectoriales Cociente
Comencemos por clarificar algunas nociones de operaciones algebraicas de conjuntos.
Notacion SiA,BC Ey A € R, entonces
A+B:={ycE|dacA FbecBtalquey=a+b} y AA:={ycE|JacA, talquey=2Aa}.
Dado x € E, escribiremos x + B en vez de {x} + B para simplificar la notacién.

Observacion Dado que E es un espacio vectorial, el conjunto potencia &?(E) también tiene la
estructura de espacio vectorial: dados A,B C E (ie. A,B € Z(E)) y A € R tenemos

A+AB:={x€E|JacA, IbecBtalquey=a+Ab} € Z(E)

DEFINICION Supongamos que M C E es un s.e.v. de E. Definimos el espacio vectorial cociente de E

por M como
E/M:={xjy € ZE) |xcE}.

donde [x]y :=x+M = {y € E | Im € M tal que y = x+m} para todo x € E.
Observacion Dado que M C E es un s.e.v. de E tenemos que x € [x]y pues 0 € M y también
M+AM={x+AycE|x,ye M} CM, VA eR.

Ademds, E/M es efectivamente un espacio vectorial, pues dados x1,x; € Ey 4 € R tenemos:
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» [xy]p+Afea]y € [x1+Ax2]y ya que
Per v+ APx2ly = X1+ M+ A (x2 + M) =x1 + Ax2 + M +AM C x; + Axy + M = [x1 + Ax2) -

w [x; + Axa]y C [xi]m + Axm ya que siy € [x; + Axz]y, tenemos que y = x; + Ax, + m para
algin m € M, luego

y= ()C] +m)+7txz eEx1+M+Axy C [X1]M+A[XZ]M.

Luego,
betly + Al = [x1 + Axo)u € E/M.

Ademds, en este caso el origen en E/M corresponde a 0 = [m]y, para todo m € M.

Notacion Dado M C E usaremos la notacién ~y, para la relacién definida en E via la expresion:
x~yy <= x—yeM.

Observacion Si M es un s.e.v. de E, entonces no es dificil ver que ~; es una relacion de equivalencia
en E, pues es

» reflexiva: x~yx puesx—x=0¢& M.

» simétrica: x~yy = y~px pues six —y € M también tenemos que y —x = —(x—y) € M.

® transitiva: si x~yy e y~yzentoncesx —z = (x—y)+(y—z) € M .

Los conjuntos [x]ys = x+ M corresponden a las clases de equivalencia asociadas a la relacion ~y
pues

x—yeEM <= dmeMtalquey=x+m.

En otras palabras, E/M = E/~,.

7.1.1 Norma sobre E/M

Veamos ahora que el espacio cociente E/M se puede dotar de una topologia inducida por una
norma apropiada.

PropPOsSICION 15 Supongamos que (E, || - ||g) es un e.v.n. y que M C E es un s.e.v. cerrado de E, luego
(E/M,|| - |lg/p) es un e.v.n. con

[xIm |l g := dist(x,M) = inf ||lx —m||g, Vx € E.
meM

Demostracién Primero notemos que la funcién [x]y — [|[x]u||gy es una funcién bien definida
(no depende x), pues dados x,y € E tales que [x]y = [y]m, tenemos que x~,y , usando el cambio de
variables /i1 = m +y — x tenemos

1 larllesag = inf lle—mllg = inf [}y = (m+-y— )6 = inf lly—sille = | DIaale -

Veamos ahora que es una norma: dados x,x;,x, € Ey A € R\ 0 tenemos
* |[[x]nllgps = O'siy s6losi [x]s =0, pues tenemos que [|[x]y | 5, = O es equivalente a dist(x, M) =
0. Dado que M es cerrado, esto equivale a x € M; pues [m]y =0 € E/M para todo m € M.
@ (2Ll = 12111 8]ar Lz ps Alxlas = [Axlys y por lo tanto

28]l = dist(A,M) = inf [[Ax— Al = [A] inf [lx—m]lg = 4| dist(x, M).
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w {|ei]as + [ealallgar < Nxdallggne + [ Pe2lallg nr ya que [xilar + [x2]ar = [x1 +x2]a y ademds

dist(x) +x3,M) = ml,l;nnzfeMHxl +x2— (m+m)||g < ml'llg/lﬂxl —mi||g +m1'2r54 ||x2 —ma2||g.

DefINICION Si M C E es un s.e.v. de E, denotaremos por my : E — E/M a la proyecciéon canénica
definida por
oy (x) := [x]m, Vx € E.

Observacion  La proyeccion canénica my, : E — E/M es:
= lineal, pues dados x;,x, € Ey A € R tenemos

7L'M(X1 +7LX2) = [X] +)UC2]M = [X]]M +1[X2]M = EM(X1) +)L7FM(X2).

= sobreyectiva, pues dado @ € E/M existe x € E tal que a = [x]y, es decir, & = my(x).
Si adicionalmente (E, || - ||g) es un e.v.n. y M es cerrado, entonces
s 7y : E — E/M es acotado pues 0 € M y por lo tanto

17200 O s = | xlaa /g = dist(x, M) < [|x[[g,  Vx € E.

En particular, ||7ty || ¢cgr/m) < 1.
Notemos que si M = E, entonces E/M = {0} y en ese caso my(x) = 0.

Ahora veremos que si M es un s.e.v. propio de E (M # E), entonces, ||7y || wc(gg/m) = 1-
LEMA 1 — Riesz. Supongamos que (E, || - ||g) es un e.v.n. y que M C E es un s.e.v. cerrado y propio de
E. Luego, existe una sucesion {x; }reny C E tal que ||x¢||g = 1 para todo k € Ny dist(xx,M) — 1. En
particular, || Ty e g/m) = 1-

Demostracion Fijemos y € E\ M y tomemos una sucesion {my }reny C M tal que
ly — my||g — dist(y,M).

Dado que M es cerrado, entonces necesariamente dist(y,M) > 0. De otra forma tendriamos my — y,

pero M es cerrado y my € M, con lo cual y € M, lo que es absurdo.
Y —my

———— paracadak €Ny
[y —mll

Luego ||y — my||g > dist(y,M) > 0. Para concluir, definamos x; =

veamos que dist(x;, M) — 1. Fijemos m € M

_ Ay = O fly = maflem) e dist(y, M)
E |y —my||e Ty —melle’

Vk € N.

y—my
o — il = H
I el

Tomando infimo sobre m € M tenemos

. dist(y, M
1 = ||xx|lg = ||xx — O||lg > dist(xx, M) > dist(y, M)

= , Vk € N.
|y —my||e

Dado que ||y — my||g — dist(y, M), obtenemos que dist(x;, M) — 1.
Finalmente, concluimos notando que dado que

dist(xe, M) = || (i) g ypr < N17m | 2cemyon el <1, VkeN. W
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Espacio dual de un espacio cociente

Ahora pasaremos a estudiar el espacio dual de un espacio cociente, en particular no interesa
encontrar una caracterizacién de este espacio dual.

Notacion Si (E,|| - |lg) es un e.v.n. y M C E es un s.e.v. cerrado de E, el operador adjunto de la
proyeccién canénica es el operador lineal continuo 75, : (E/M)* — E* que satisface

(7o (00 & = 6 (X)) (gypay gy VX EE, VO (E/M)".

Observacion Supongamos que M es un s.e.v. cerrado y propio de E.
» 7}, : (E/M)* — E* es inyectivo, pues ker(7},) = im (7 ) (gracias a la Proposicién 9) y sabemos
que 7y : E — E/M es sobreyectiva.
* |7yl 2ciw/my vy = Tl 2o e = 1.
ProPOSICION 16 Supongamos que (E, |- ||[g) esun e.v.n. y que M C E es un s.e.v. cerrado y propio de
E. Luego, im(7};) = M+ y i}, : (E/M)* — M es una isometrfa:

17234 ()]

En particular, (E/M)* = M*.

Demostracion Dado que ||y || o /) g+) = 1, tenemos que

e = €l E/p) s vl e (E/M)".

1720 (Ol < 1702l oy ey 1l ey < Welleymay, Ve € (B/M)7

Por definicién del operador adjunto de la proyeccién candnica tenemos
(7 (0), X)g- g = (6 () (g/pry gy VX EE, VO € (E/M).

De esta identidad podemos deducir que 7},(¢) € M+, puesto que 7y (m) = 0 para todo m € M.
Con esto obtenemos que im(7;;) C M*.
Resta ver que M+ C im(my;) y que ||€]| g/ar)+ < |77 (£) |- para todo £ € (E/M)*.
Fijemos & € M, tenemos que probar que existe £ € (E/M)* tal que & = 7}, (¢).
Consideremos el mapeo £¢ : E/M — R dado por

le(a) = (&, x)g. g, paraalginx € E tal que o = [x]y.

Este mapeo es efectivamente una funcién (su imagen estd Unicamente determinada) pues si x,y € E
son tales que & = [x]y = [y]u, entonces x —y € M y dado que & € M+ tenemos que

(‘va>E*,E = (éaX—}"f‘)’h:*,E = <§:X—)’>E*,E + <§7y>E*7E = (éay>E*7E'
Notemos que si £ € (E/M)*, entonces necesariamente tendriamos que & = 7y;(£¢ ) pues
(my (L), X)ge | = Lo, T (X)) (g /nay p/m = (S5 X) g+ s Vx € E.

Con esto habrfamos probado que M+ C im(7;;), y por lo tanto tendrfamos M+ = im(7};).
En particular, 7;; : (E/M)* — M~ serfa una biyecci6n lineal; recordemos que 7}, es inyectivo.
Veamos que ¢ € (E/M)*. Notemos que l¢ : E/M — R es:
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= lineal pues si @; = [x1]|y y 02 = [x2]pm, entonces tenemos que @ + A0 = [x] + Axz|u, y luego
le(ar +Ao) = (§,x1 + Ax2)g. g = (§.x1)p g + A (8, %0) e | = Le () + Ale ().

= continuo pues dado que & € M~ tenemos que si & = [x]y; para x € E entonces

[e(@)] = [(&,X) g gl = (&, x —m)p g| < S llEs[[x—mlg,  VmeM.
Tomando infimo sobre m € M tenemos
[l ()] < (IS lle- dist(x, M) = (|8 [[e= [X]aell g yar = 1€ = [ 0| e - (7.1)

Esto implica en particular que [|4¢ | g/p)- < [|€ |-
Por lo tanto § = 7y, (£e ).
Ahora bien, dado ¢ € (E/M)*, tomemos & = mj;,(¢). En particular, tendremos

T (0) =& = my (bx: 1))

Dado que 7, es inyectivo, concluimos que £ = ¢+ (). Finalmente, por (7.1) tenemos que

1l /sy = Wiy ollparye < NSl = [l (Ol VE € (B/M)"

Con esto hemos probado 7}, es una isometria entre (E/M)* y M*. [ |

7.3 Completitud de un espacio cociente

Para concluir esta seccion, veremos que la completitud es una propiedad heredada por espacio
cociente.

ProprosICION 17 Supongamos que (E, || - ||g) es un espacio de Banach y que M C E es un s.e.v. cerrado
de E, luego (E/M, || - ||g/u) es un espacio de Banach y my : E — E/M es una aplicaci6n abierta.

Demostracién Sabemos que (E/M, || - ||g/y) es un e.v.n., luego resta ver la completitud; el hecho que

7y - E — E/M es una aplicacion abierta serd una consecuencia directa del Teorema de la Aplicacion
Abierta.

Sea {[xz]am}ren una sucesién de Cauchy en (E/M, || - [|g/p). Para concluir, bastard probar que la
sucesion tiene al menos una subsucesion convergente.
Consideremos la subsucesion {[x, | }»en definida via la recurrencia:

ko=t {k & N || xlar — Lo g < 1. Vi > &}

. 1 .
kn+1 = ]:21% {k > kn ‘ H[xl]M - [XJ]MHE/M < ﬁ7 VI,] > k} ) Vn € N.
Luego, por construcciéon tenemos
. 1
dist(xk, ., — g, M) = || e, Ior — [, e[| g0y < onpr> TnEN.

Por definicién de infimo, tenemos que para cada n € N existe m,, € M tal que

|’xkn+l _xkn _mn”E < 2n+] .
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n
Definamos 20 =0y z,41 = Z mj para todo n € N. Notemos que z,, € M para todo n € N.
Jj=0
La sucesion {xz, — z, }nen €s de Cauchy en E, pues dado n, N € N\ {0} tenemos

n+N—1 n+N—1 n+N
(xkn _Zn) - (kaN _ZVH—N) = Z ()ij _'xkj+1) - (Zn _Zn-i-N) = Z ('xkj _xkj+1) - Z mj,
j=n j=n j=n
y por lo tanto

n+N—1 n+N—1

H('xkn_ZIZ)_('xkn+N_ZH+N)"E < Z ||xk,-+1 —xk,-—ijE < Z ST (7.2)
j=n j=n
Luego, como (E, || - ||g) es un espacio de Banach, existe X € E tal que x;, —z, — *.

Ahora bien, haciendo N — 40 en (7.2) obtenemos que
_ o 1
I, =2 = Fle < ¥ 55
j=n

Finalmente, dado que z, € M para todo n € N, tenemos

_ . _ _ =1
ek, s — [l 0y = dlist o, = %,M) < || (g, —20) = Fle < ) 577

Jj=n

En otras palabras, [x, |s — [X]s en E/M, y con esto concluimos el resultado pedido. |



Ahora vamos a mostrar la extension de algunos de los teoremas mds importantes que hemos
estudiado hasta el momento al caso de espacios vectoriales complejos.

Notacion Denotaremos por C al conjunto de nimero complejos, y usaremos i para la unidad
imaginaria. Dado A € C, con A = a+ib (donde a,b € R) denotaremos

= |A| sumdbdulo: |A]| = Va2 +b?;

» A su conjugado: A = a — ib;

» R(A) su parte real: R(A) = a;

= 3(A) su parte imaginaria: 3(1) = b.
Ejemplos Los siguientes son algunos ejemplos de espacios vectoriales complejos que usaremos en el
curso:

» % (X;C): el conjunto de funciones f: X — C continuas, con X un subconjunto compacto no
vacio de R" o C".
» (P(C): 1a coleccidn de sucesiones x = {x; }reny C C tales que

~+oo
Y bxl? <Aoo sipe[l, o), obien sup|xi| < 4oeo  sip= oo
k=0 keN

» L5 (€;C): el conjunto de las (clases de equivalencia de) funciones f : @ — C tales que R(f) :
Q—Re3J(f):Q— Rsonmedibles, con (Q, .7, 1) siendo un espacio de medida, que verifican

[ dut) < oo sip el o), obien iffal If|<a, cp} <t sip=-t.
Q az

8.0.1 Espacios de Banach complejos
DEFINICION Supongamos que E es e.v. complejo. Una funcién || - ||g: E — [0,+oc0) es una norma si:
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» ||x||g =0siy sélosix=0;
» ||[Ax||g = |A|||x||g paratodox e Ey A € C;
v |x+y|le < ||x|lg + ||y||e para todo x,y € E.
Diremos en este caso que el par (E, || - ||g) es un e.v.n. complejo.

Notacién Si E es un e.v. complejo, denotaremos por

Er:={AxcE|1 R, xcE}
al e.v. real inducido por E. Notemos que como conjuntos E y Eg coinciden, pero uno es un e.v. complejo
y el otro real.
Observacion (E,| - ||g) es un e.v.n. complejo, entonces (Eg, || - [|[g) es un e.v.n. real
DEFINICION Diremos que (E, || - ||g) es un espacio de Banach complejo si (E,dg) es un e.m. completo
para la métrica inducida por la norma:

dE(X,y) = ”x*)’HEa VX,y €E.

Los siguientes son algunos ejemplos de espacios de Banach complejos que usaremos en el
curso:
» ¢ (X;C) con la norma
1flle:=mix|f()],  VfeEXC).

s (P(C) con las normas

+o0 P
[lx]|er := (Z |xk|p) sip €[1,+e0), obien ||x||¢ := sup |xg|.
k=0 keN

» L} (Q;C) con las normas
1
p
Il = ( [1700F au()” sipe 1), obien iy i= fnflal ] <o, ep),

Duales topolégicos

DEefINICION  El dual topolégico de un e.v.n. complejo (E, || - ||g) es el conjunto de las funciones
{:E — C que son

» lineales: {(x+Ay) = £(x) +AL(y) paratodo x,y c Ey A € C;

= continuas: existe ¢ > 0 tal que |¢(x)| < c||x||g, para todo x € E.

Usaremos igualmente la notacién (E, || - ||g)* o E* si no hay confusion. La norma dual es

1€

g sup [(x)], VEe (B e)

[xe<1

Observacion Supongamos que ¢ : E — C es un funcional lineal.
= Notemos que

L(ix) = il(x) = 1(R(€)(x) +iS(€(x)) = =3 (L(x)) +iR(L(x)), Vx € E.
Por lo tanto 3 (¢(x)) = —R(¢(ix)). En consecuencia, tenemos

0(x) = R(U(x)) —iR((x)), VreE.
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s R(¢): Eg — R, dado por x — R(£)(x) := R(¢(x)), es lineal: dados AL € Ry x,y € E tenemos
RO (x+Ay) = R(L(x+Ay)) = R(E(x) +AL(y)) = R(E(x)) +AR(E(y)) = R(E) (x) +AR(E)(y).
» Si ¢ € E*, el producto dualidad serd (¢,x)g g = ¢(x) € C para todo x € E.

También tendremos que R(¢) € Ej, pues |R(¢)(x)| = |R(¢(x))| < |¢(x)| para todo x € E.
Ademds, tenemos que

R((,x) g) = (R(0),0)Es Ep Vx € E.

Espacios de Hilbert

DEFINICION  Supongamos que E es un e.v. complejo. Diremos que una funcién (-,-): EXE — Ces
un producto interno (también llamado producto escalar) en E si satisface

1. (x,y) = (y,x) para todo x,y € E.

2. x> (x,y) es lineal para todo y € E fijo.

3. (x,x) > 0 para todox € E\ {0}.

Observacion = A partir de la definicién de (-, -), también se tiene que para todo x,y,z € E y para
cada A € C:

Xy +Az) = (y+Az,x) = (3,x) + A{z,x) = (y,x) + A(z,x) = (x,y) + A (x,2).

Cuando esto ocurre, se dice que la aplicacién y — (x,y) es sesqui-lineal.
» La funcién (-,-)g dada por (x,y) — (x,y)5 := R({x,y)), es producto interno sobre el e.v. real
ERg, pues
L fxy)m = R((x3) = % ((3)) = R((x)) = () para todo v,y € B
2. x+— (x,y)R es lineal para todo y € E fijo, pues dados x,x; € Eg y A € R tenemos

(x1+Ax2, y)o = R ((x1 + Axz,3)) = R ((x1,3) + A (x2,9)) = R ((x1,) AR ((2,)) = (61, ) ;e + A {2, y) s
3. (x,x)% = R((x,y)) = (x,x) > 0 paratodo x € E\ {0}.
» Lafuncién |- | : E — [0, 4o0) dada por x — ||x|| := /(x,x) es una norma en E y sobre Ep.

DEFINICION Sea E un e.v. complejo dotado con el producto interno (-, -). Diremos que (E, (-,-)) es
un espacio de Hilbert complejo si es un espacio de Banach complejo con la norma inducida por el
producto interno.

En tal caso, denotaremos indistintamente (E, (-,-)) o bien (E, || - ||g).

Observacion  Si (E, (-,-)) es un espacio de Hilbert complejo, entonces (Eg, (-, -)5) es un espacio de
Hilbert real.

Los siguientes son algunos ejemplos de espacios de Hilbert complejos que usaremos en el

curso:
» (2(C) con el producto interno

+o0
<)C,y> = Zxk)Tk-
k=0
] Lﬁ (Q;C) con el producto interno

(f.8) = [ S0 du(x)



8.2

8.2.1

54 Capitulo 8. Espacios vectoriales complejos

TEOREMA — Representacion de Riesz. Supongamos que (E, || -||g) es un espacio de Hilbert complejo.
Supongamos que ¢ € E*, luego existe un tinico ¢ € E tal que ||@||g = ||/||g- ¥

((,x)p g ={(x) = (x,p), Vx€E.
Demostracion Recordemos que R(¢) : Eg — R es lineal continua y que
£(x) = R(L(x)) —iR(¢(ix)), Vx € E.

Sabemos también que (Eg, (-,-)g%), con (x,y) — (x,y)% := R({x,y)), es un espacio de Hilbert real.
Luego para concluir basta obtener una representacion para R ().
Por el Teorema de Representacién de Riesz, existe ¢® € Ex = E tal que

R(L(x)) =R <<x, (pR>> ,  VxcEp=E.
Finalmente, la conclusién viene de tomar ¢ = @& y notar que

() =% ((r0%)) iR ((iv.0") ) =% ((v.0%)) +18 ((v.0%)) = (r.9%).  VxeE.

Teoremas de Hahn-Banach

Ahora mostraremos las versiones en el caso complejo de los teoremas de Hahn-Banach. Nos
enfocaremos en los resultados principales. Las extensiones de los corolarios de estos resultados las
dejaremos como ejercicio para el lector.

Version Analitica

DEFINICION Supongamos que E un e.v. complejo. Diremos que una funcién p: E — R es una semi-
norma si satisface:

1. p(x) > 0 para todo x € E;

2. p(Ax) =|A|p(x) paratodox e Ey A € C;

3. p(x+y) < p(x)+ p(y) para todo x,y € E.

TEOREMA — Hahn-Banach Analitico, caso complejo. Supongamos que p : E — R es una semi-
norma. Sean Eq un s.e.v.de Ey ¢y : Ey — C una funcidn lineal tales que

[lo(x)[ < p(x), VxeEo.
Entonces, existe una funcién lineal ¢ : E — C tal que ¢|g, = ¢y y que verifica
0(x) < p(x), Vx€E.

Demostracién Primero notemos que Eg es un s.e.v. (real) de Er y que /5 := R({) : Eg — R es
lineal y satisface

B () < [ ()] = RG] < bo()] < plx),  VxeEo.
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Dado que p es una semi-norma, es también en particular sublineal (positivamente homogénea y
sub-aditiva). Luego por el Teorema de Hahn-Banach Analitico, tenemos que existe un funcional lineal
(®: Er — R tal que

Cle, =5 vy *(x)<pl), VxcE=Ep.

Consideremos el funcional ¢: E — C definido por £(x) = £%(x) — i/ (ix).
El funcional / es lineal:
= Dados x,y € E, tenemos

U(x+y) = (x4 y) =10 (x4 iy) = £5(x) = il* (i) + £5 () — 1% (iy) = £(x) +£()
» six€ EyA =a+ib e C,cona,b € R entonces
((Ax) = B (Ax) —il®(idx) = (X ((a +ib)x) — il® (i(a +ib)x),
y por lo tanto, usando la linealidad de ¢® (respecto a R), obtenemos
((Ax) = al®(x) + bO® (ix) — ial® (ix) + ibl® (x).
Reordenando vemos que ¢(Ax) = A¢(x), pues
((Ax) = (a+ib) R (x) + (b —ia)®(ix) = (a+ib)(®(x) — (a+ib)il® (ix) = A% (x) — Ail% (ix).

Por otro lado, notemos que ¢p = R(¢y) +i3 (o) y que £ es una extension de ¢y, pues dado x € Eg
tenemos

gy (x) = 8|, (x) — 6% g, (ix) = €5 (x) — il5 (ix) = R(Lo(x)) — iR (Lo (ix)) = R(Lo(x)) +i3 (Lo(x)).
Dado que R(£(x)) = X (x), pues ¢¥ tiene valores reales, tenemos
R((x)) =F(x) <px), VxecE.
SiA € Ccon |A| =1, tenemos para todo x € E:
R(AL(x)) = R(l(Ax)) < p(Ax) = |A|p(x) = p(x).

Finalmente, dado x € E con x # 0 y tomemos A € C con |A| = 1 tal que |¢(x)| = A¢(x).
Sigue que R(AL(x)) = |¢(x)| y por lo tanto |¢(x)| < p(x), lo que concluye la demostracion. [ |

8.2.2 \Version Geométrica

DEFINICION  Supongamos que (E, || - ||g) es un e.v.n. complejo. Diremos que un conjunto H C E es un
hiperplano (cerrado) si existe una funcion lineal (continua) £ : E — C y « € R tales que

H={xcE|R((x) =a}.

TEOREMA — Hahn-Banach Geométrico complejo, primera versiéon. Supongamos que (E, || - )
es un e.v.n. complejo y que A, B C E son dos conjuntos convexos, disjuntos y no vacios. Si A es abierto,
entonces existe £ € E* no nulo tal que

9‘t(<£7y>E*,E) S%(<£’X>E*,E)7 VXEA, VyGB
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Demostracion Notemos que A y B siguen siendo subconjuntos convexos de Eg, y ademds dado que
ERr hereda la norma de E, tenemos que A es abierto en el e.v.n. real Eg.
Gracias al Teorema de Hahn-Banach Geométrico (primera version), existe /X € Ey no nulo tal que

(% V) Es En < (0% X)E: Ky Vx€A, Vy€eB.

Finalmente, el funcional ¢: E — C definido por £(x) = £%(x) — i¢®(ix) cumple las condiciones del
teorema:
R(y)EE) <RLX)EE), VxeA,Vy€eB.

Teorema de Stone-Weierstrass

DEFINICION Diremos que un s.e.v. H C ¢ (X;C) es
= una subalgebra de ¢’ (X;C) si h; - hy € H para todo hy,h, € H.
» separante si dados x,y € X distintos, existe 4 € H tal que h(x) # h(y).

= auto-conjugado si # € H para todo h € H, donde x > h(x) := h(x).

TEOREMA — Stone-Weierstrass complejo. Supongamos que X es un subconjunto compacto de
R" o C". Si H C ¢ (X;C) es una subélgebra separante auto-conjugada que contiene a las funciones
constantes, entonces H es denso en (%' (X;C), || - [|)-

Demostracién Asumamos que X C R”, si no, dado que C" = R?", podemos identificar a X con un
compacto de R?".
Definamos
Hr:={h € H | h(x) € R,¥x € X}.

Notemos que Hg +iHg C H, pues H es un s.e.v. Claramente, Hg C %'(X) es un s.e.v., contiene a
las funciones constantes y es una subalgebra de €' (X).
Dado que ¢ (X;C) = ¢ (X) +i% (X), si Hg fuese denso en ¢'(X), entonces podriamos concluir el
resultado pues
Hp+iHr CH C¢(X;C) y Hr+iHg C ¢ (X)+i%(X).

Para poder aplicar el Teorema de Stone-Weierstrass a Hy falta probar que Hg es separante.
Notemos que dado h € H, tenemos que R(h),3(h) € H, esto es gracias a que H es auto-conjugado

1 — 1 —
R(h(x)) = 5 (h(x) +h(x)) y Sh) =5 (h(x) —h(x)) . VxeX.
Dado que R(A(x)),3(h(x)) € R para todo x € X, tenemos también que R(h),3(h) € Hp.
Tomemos x,y € X distintos, al ser H separante, existe & € H tal que h(x) # h(y).
Esto dltimo es equivalente a

R(h(x)) # R(A(y)) obien I(h(x)) # I(h(y))-

Como R(h),3(h) € Hg, concluimos que Hy es separante.
Luego por el Teorema de Stone-Weierstrass obtenemos que Hy es denso en % (X), y con esto

concluimos.
[ |
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Enunciados

Problema 1 - Certamen 1 - 2019
Sea (E,|| - ||g) un e.v.n. y f : E — R una funcién dada. Recordemos que el epigrafo de f es el
subconjunto de E x R dado por

epi(f) = {(x,z) eExR| f(x) <z}.

Diremos que f es:

= convexa si epi(f) es un conjunto convexo de E x R.

» semicontinua inferior si epi(f) es cerrado en E x R para la norma producto usual.
Ademas, diremos que una funcion 4 : E — R es afin continua si existen £ € E* y ¢ € R tales que

h(x) = £(x)+c, Vx € E.
El objetivo del problema es demostrar que f es convexa y semicontinua inferior siy s6lo si
f(x) =g(x) :=sup{h(x) | h: E — R es afin continua con 1 < f}, Vx € E. .1

Para ello, proceda como sigue:
a) Asumiendo que la igualdad (9.1) es cierta, demuestre que g es convexa y semicontinua inferior.
Concluya a partir de esto una de la implicancias pedidas.
Asuma de ahora en adelante que f es convexa y semicontinua inferior.
b) Demuestre que para cada (%,Z) € E xR\ epi(f) existen £ € E* y @ € R tales que

((x)+z<a<l(x)+f(x), Vx € E.

Concluya a partir de lo anterior que g estd bien definida (i.e. g(x) € R,Vx € E) y que g < f.
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c) Demuestre (puede usar la parte anterior) que para todo x € E'y € > 0 existe 4 : E — R afin
continua tal que 4 < f y ademas verifica

F(®) — € < h(®).

Obtenga a partir de esto el resultado pedido.

92.1.2 Problema 2 - Certamen 1 - 2019

Sea (E,|| - ||g) un e.v.n. y sea 6 : E — R una funcién dada. Considere el conjunto
D={{eE"|l(x)<0o(x), VxeE}.

El objetivo del problema es demostrar que o es sublineal y continua si'y sélo si D es convexo,
cerrado, no vacio y acotado, y que ademads satisface

o(x) =sup{l(x) | £ € D}, Vx € E. 9.2)

Para ello, proceda como sigue:
a) Asuma que ¢ viene dado por (9.2) y que D es un subconjunto convexo, cerrado, no vacio y
acotado de E*. Demuestre que o es sublineal y continua en E.
INDICACION:Demuestre primero que o es continua en x = 0, luego, usando argumentos similares
al caso de funcionales lineal, obtenga la continuidad de o en todo el espacio E.
En adelante asuma que o es sublineal y continua en E para probar la otra implicancia.
b) Demuestre que D es no vacio y que (9.2) se verifica.
INDICACION: Tome xo € E\ {0} fijo. Considere el s.e.v. Eg = ({x0}) y la funcion ¢ : Eg — R
dada por
lo(txg) =to(xp), vt e R.

Usando un teorema apropiado concluya el resultado pedido.

¢) Pruebe que D es un subconjunto convexo y cerrado de E*.

d) Usando la continuidad de o, pruebe que 3¢ > 0 tal que |o(x)| < ¢ para todo x € E con ||x||g < 1.
Demuestre, usando lo anterior, que D es acotado.

9.1.3 Problema 3 - Certamen 1 - 2019
Sean (E,|| - |le) y (F,|| - |lr) dos espacios de Banach. Sea L € .#% (E,F) sobreyectiva tal que ker(L)

es de dimension finita. Sea || - || otra norma en E para la cual existe m > 0 tal que ||x|| < m/||x||g para
todo x € E. Demuestre que existe ¢ > 0 tal que
[xlle < c(ILE) e +x[),  Yx<cE. (9:3)

Pruebe esto argumentando por contradiccidn, siguiendo los siguientes pasos:
a) Pruebe que existe una sucesion {xy }ren tal que

1
ILGa)lle+ bl < 7= v [alle=1,  Vkel.

k+1
b) Pruebe que existe r > 0 tal que para cada k € N se pueden encontrar y; € E y z; € ker(L) tales
que
1
= < Ii =1.
Xk =Ye+ze, con [yle e YA 2l

¢) Muestre que ||zx|| — 0 si k — 4o y obtenga una contradiccién a partir de esto.
Observacion: (E, || - ||) no es necesariamente un espacio de Banach.
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9.1.4 Problema 1 - Certamen 1 - 2020

En este problema (E, || - ||g) serd un e.v.n. y M C E un s.e.v. dado. Asumimos también que E estd
dotado de un orden parcial, que denotaremos indistintamente x <y o y > x y que verifica:
(Al) x =y = x+z=y+zparatodo x,y,z € E.
(A2) A >0 A x>0 = Ax>OparatodoA € Ryx€E.
Definamos el conjunto
P:={x€E|x>0}

y consideremos ¢y : M — R un funcional lineal que verifica {y(x) > 0 para todo x € M N P.
a) Supongamos que para todo x € E existe m € M tal que x < m.
a) Pruebe que p(x) := inf{ly(y) | y € M, y = x} define una funcién sublineal en E.
b) Pruebe que existe £ : E — R lineal tal que ¢|y; = £y y que verifica ¢(x) > 0 para todo x € P.
b) Supongamos que M Nint(P) # 0.
a) Pruebe que para todo x € E existe m € M tal que x < m.
b) Pruebe que existe ¢ € E* tal que ¢|y = £y y que verifica ¢(x) > 0 para todo x € P.

9.1.5 Problema 2 - Certamen 1 - 2020

En este problema supondremos que (E, || - ||g) es un espacio de Banach.
a) Dados M C E subconjunto de E y € > 0, diremos que un conjunto A C M es:
» una g-red en M si para cada x € M, existe un y € A tal que ||x —y||g < &;
= g-separado en M si ||x —y||g > € para todo x,y € A con x # y.
a) Demuestre que un subconjunto €-separado en M maximal (en el sentido de la inclusién) es
una €-red en M.
b) Sea N C E un conjunto €-separado en Bg(0, 1) maximal. Demuestre que

Bg (0,1 —¢€) C Conv(N).

b) En esta parte consideraremos E = ¢%(R), es decir, el espacio de todas las sucesiones x := {x, },en
con términos en R tales que ||x||Z := Yoo, |x,|> < oo. Consideremos el conjunto A C E definido
por

A= {ia,-ei

i=1

nGN,OC;G]R,i:1,...,n,Otn>O},

con {e, }qen la base canénica de E y denotemos por B = —A.
a) Pruebe que A y B son dos conjuntos convexos disjuntos, y que no existe un funcional lineal
continuo no nulo que los separe.
INDICACION: Estudie la imagen de A bajo un funcional lineal continuo no nulo.
b) Explique por qué los teoremas de Hahn-Banach geométricos no aplican en este caso.

9.1.6 Problema 2 - Certamen 1 - 2021

Supongamos que (E, |- ||g) y (F,| - ||r) son dos espacios de Banach y A € ZC(E,F) es tal que
im(A) es cerrado en F. Pruebe que im(A*) = ker(A)™, para ello proceda como sigue:
1. Pruebe que im(A*) C ker(A)* y que dado ¢ € ker(A)*, el mapeo £ : im(A) — R que satisface

lo(z) = (@, x)E" K, para algin x € E tal que z = A(x),

es efectivamente una funcion (su imagen estd tnicamente determinada) y que ademds es lineal.
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2. Dado ¢ € ker(A)L, pruebe usando el Teorema de la Aplicacién Abierta que el funcional /¢,
dado por el punto anterior es continuo en (im(A), || - ||r)-
3. Obtenga el resultado pedido usando el Teorema de Hahn-Banach Analitico (o algin corolario).

Problema 3 - Certamen 1 - 2021
Supongamos que (F,|| - ||r) es un e.v.n. y que f : F — R es una funcién continua tal que

FAyi+(1=A)y2) Af1)+(1=A)f(32),  Yyi,» €F, VA €[0,1].

Consideremos ahora otro e.v.n. (E, || - ||g), un operador A € ZC(E,F) y xo € E, tales que existe ¢ € E*
que verifica
f(A(XO))+<(P,X—X()>E*7E Sf(A(X)), Vx €E.

Pruebe, usando el Teorema de Hahn-Banach Geométrico, que existe ¢ € F* tal que ¢ = A*(¢) y que
ademds satisface

f(A(x0)) + (£,y —A(x0))rF < f(¥), Vy e F.

INDICACION: Pruebe que los siguientes conjuntos son convexos y disjuntos:

A={(n2) eFxR[f(y) <z} vy B:={(A(x),f(A(x0))+(@,x—x0)- ) EF xR |xcE}.

Problema 4 - Certamen 1 - 2021

Supongamos que (E, || ||g) y (F,|| - ||[r) son dos espacios de Banach. Consideremos dos operadores
lineales T : E — Fy S: F* — E* que satisfacen

(@,T(x))F*,F = <S(€),X>E*7E, VxeE, Ve F*.

Pruebe usando el Teorema del Grafo Cerrado que T y S son operadores acotados.

Problema 5 - Certamen 1 - 2021

Previamente demostramos el siguiente resultado:

TEOREMA — Caracterizacion de sobreyectividad. Supongamos que A € ZC(E,F) con (E, || - ||g)
y (F,|| - ||r) espacios de Banach. Luego A es sobreyectivo si y sélo si existe ¢ > 0 tal que

|4 E*, Ve € F*.

Fe < cf|A%(0)

Ahora probaremos una version dual de este resultado (que enunciamos, pero no demostramos).
1. Supongamos que A € ZC(E,F) con (E,||-||g) y (F, |- |lr) dos e.v.n. (no necesariamente espacios
de Banach). Demuestre que, si A** := (A*)* es el operador adjunto de A*, entonces

1A () [e- = [AX)[[e,  Vx€eE.
A partir de esto, pruebe que si A* es sobreyectivo entonces
de > 0 tal que ||x||g < ¢||A(x)]|F, Vx € E. (%)

INDICACION: Considere usar el TEOREMA enunciado mds arriba en un contexto apropiado.

2. Asumamos ahora que (E, |- ||g) y (F,| - ||r) son espacios de Banach y que (x) se verifica para
algiin A € ZC(E,F). Pruebe que im(A) es cerrado y, usando la Pregunta 2 - Certamen 1 - 2021,
demuestre que A* es necesariamente sobreyectivo.



9.1.10

9.1.11

9.1.12

9.1.13

9.2
9.2.1

9.2 Soluciones 61

Problema 6 - Certamen 1 - 2021

Supongamos que X C R"” e Y C R™ son dos subconjuntos compactos y no vacios. Dada una funcién
continua @ € % (X x Y), pruebe usando el Teorema de Stone-Weierstrass que existen dos sucesiones
{fitren CE€(X) y {gk}ren C € (Y) tales que fi - gx — @ uniformemente en X x Y.

Problema 2 - Examen - 2021

Supongamos que X C R” es un subconjunto compacto y no vacio. Supongamos ademds que
o0 : R — R es una funcién continua que satisface

Vi e M(X), [/XG(yTx—i— 0)du(x) =0, ¥y eR", 6 R — u— o} .
Pruebe que el s.e.v. generado por la familia de funciones
{g:X—>IR{\g(x) =o(y'x+6), VxeX, conyeR", 0 GR}
es denso de (% (X), || - ||)-

Problema 3 - Examen - 2021

Supongamos que (E, || - [|g) un e.v.n. y que C C E es un conjunto no vacio. Definimos el cono de
recesion de C como el siguiente conjunto

C..:={d €E|3xeCtalquex+td € C, Vt > 0}.

Pruebe que si C es un conjunto convexo, entonces la definicién de C. no depende de x, es decir, para
todo x € C tenemos

Co={d€E|x+td €C, Vt >0}.

A partir de esto, muestre que C., €s conjunto convexo y cerrado.

Problema 4 - Examen - 2021

Supongamos que (E, || - ||g) y (F,| - [[r) son dos espacios de Hilbert y que A € ZC(E,F) es un
operador sobreyectivo. Demuestre que 7 = Ao A* es biyectivo.

Soluciones
Problema 1 - Certamen 1 - 2019

a) Notemos que

epi(e)= [ epi(h)
h:E—R

afin continua
con h<f

dado que A es continua, epi(h) es cerrado y dado que % es afin, epi(h) es convexo.

Por lo hecho, epi(g) es una interseccién de convexos cerrados, lo que implica que epi(g) es
convexo y cerrado. En particular, g es convexa y semicontinua inferior, y en consecuencia f lo
es.



62 Capitulo 9. Problemas de certdmenes

b) Dado que epi(f) es un conjunto cerrado, convexo y no vacio de E x R, por el Teorema de
Hahn-Banach Geométrico (Corolario 5) existen (¢,5) € (ExR)* ZE* x Ry a € R tales que

0(x)+sz <o < l(x)+sz, Y (x,z) € epi(f). 9.4)
Dado que (%,7) ¢ epi(f), necesariamente
f(x) >z
Luego, evaluando (9.4) en x =X y z = f(X) se obtiene que
s(fx)—z) >0 = s>0.

Dividiendo (9.4) por s > 0 y renombrando %E como £ se obtiene la desigualdad pedida. Notemos
que h(x) = ¢(—x) + o es afin continua y & < f, luego el conjunto

H = {h:E — R es afin continua con 4 < f}
es no vacio y como por definicién
h(x) < f(x), VheH,VxcE

se tiene que el supremo en la definicion de g es finito y siempre estd acotado superiormente por

I
c¢) Notemos que (%, f(X) — €) & epi(f) para todo € > 0. Luego por la parte anterior se tiene que
existe f € E* y a € R tal que

((X)+f(X)—e<a<lx)+f(x), VxeE.
Definiendo A(x) = ¢(—x) + & se obtiene lo pedido.

9.2.2 Problema 2 - Certamen 1 - 2019
a) O es positivamente homogénea pues para todo A > 0

o (Ax) = sup{l(Ax) | £ € D} = Asup{{(x) | £ € D}
pues cada £ € D es lineal. Ademas, es sublineal ya que
o(x+y) =sup{l(x+y) [ £ € D} = sup{{(x) +L(y) | £ € D} < o (x) + T(y)

Por lo tanto, ¢ es sublineal. Mds atin, como D es no vacio, entonces 6 (x) > —oo y como D es
acotado en E*, para todo x € E se tiene que

o(x) = sup{£(x) | £ € D} < sup{|¢

e |lx[[k | £ € D} < sup|¢]|g [lx]|k
teD

N——
<Aoo

Dado que 6(0) =0 (pues 6(0) = A5(0) para todo A > 0) tenemos que o es continua en x = 0.
Ahora bien para todo x,y € E se tiene que o(x) < o(x—y)+ o(y), con lo cual

o(x)—o(y) <olx—y) <cllx -yl
Intercambiando los roles de x e y se obtiene que
lo(x) —oW)] < cllx—ylle

y asi, o es continua.
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b)

c)

d)

Siguiendo la indicacién, notemos que
lo(txo) = o (txp), sit>0
lo(txg) = —0(—txp), sit <0
pero como 0 = & (txg —tx9) < o (txo) + o (—1xp), entonces
—0(—txp) < o(txp).

Por lo tanto, {p < o en K.

Como o es sublineal y continua, se tiene que existe £ € E* tal que ¢|g, = {y y £ < o en E gracias
al Teorema de Hahn-Banach Analitico; notar que |¢(x)| < o(x) para todo x € E. En particular, D
es no vacio, y por lo tanto para todo x € E,

sup{{(x) | £ € D} < o(x)

Ademas, {(xg) = lo(x0) = 1o(xp) = 6(xp), por lo tanto, como x( € E es arbitrario se concluye
que para todo x € E, sup{/(x) | £ € D} = 5(x).
Basta notar que

D=(){{€E" |{(x)<o(x)}

x€E

cerrado y convexo en E*

Dado que o es continua en x = 0, se tiene que para todo € > 0, existe § > 0 tal que ||x||[g < &
implica que
lo(x)| <e.

Tomando € = 1 se tiene que existe ; > 0 tal que
lo(x)[ <1, Vx € E con |x||g < §.

s .
Six € E\ {0} con ||x||[g < I, entonces O ¢ B(0, &), lo cual implica que

x|
()
[x[[e
1

1
< — < —
lo(x)| < 61IIXIIE_ 5

y asi

1
de donde tomando ¢ = 5 se tiene lo pedido.
1

Finalmente, sea ¢ € D, entonces

l(x)<o(x) y —Lx)<o(—x),
con lo que

|4(x)] <, Vx€eE, con |x|lg <1

de donde
4

E- <c, V/{eD.

Por lo tanto, D es acotado.
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9.2.3 Problema 3 - Certamen 1 - 2019

a)

b)

c)

Supongamos por contradiccién que no se satisface (9.3), en particular se tiene que para todo
k € N, existe X € E tal que

(k+1) (L&) [l + %) < [lle,  YVkeN,

en particular % # 0 para todo k € N, luego definiendo x;, = H;ﬁ se obtiene lo pedido.
Como L es sobreyectivo, por el Teorema de la Aplicacién Abierta, existe r > 0O tal que

Br(0,r) € L(Bg(0,1)).
Notemos que (k+ 1)rL(x;) € Bg(0,r), luego existe J; € Bg(0,1) tal que

(k+1)rL(xy) =L(Gi),  VkeN.

Llamando y; = se tiene que L(xx) = L(yx) con ||yk||g <

v 1
(k+1)r (k+1)r

Por otro lado, z; = x; —yx € ker(L) y

2l = lyellel < llzelle < [lxlle + llyklle,

lo que implica que ||z|lg — 1.

Dado que
el < mible < eyl < g YKEN
m _— X
Yill = Yk E_(k—i—l)r y k k+l7 )
tenemos que ||zx|| = ||xx — || < [|xk|| + [|yx]], lo cual implica que
el =0y izl =1, 9.5)
sin embargo, las normas || - || y || - ||[g son equivalentes en ker(L), pues este es un espacio de

dimension finita. Luego (9.5) no puede ocurrir y por lo tanto obtenemos una contradiccion.

9.2.4 Problema 1 - Certamen 1 - 2020

a)

1) Notemos que por hipédtesis el conjunto
{meM|m=x}#0, VxeE

Esto implica que p(x) < +oo para todo x € E. Por otro lado, dado que —x € E, por hip6tesis
existe /i € M tal que —x < 7. Ademds, por (A1) se tiene que 0 < 77+ x y posteriormente

—m =< X.

Sea m € M tal que m > x, luego sigue que 0 < m -+ m (Por transitividad junto con (A1)).
Dado que ¢y es positivoen MNPy m+ i € M N P, tenemos que {y(m+ ) > 0, con lo
cual

lo(m) > Lo(—mm), V' m € M tal que m - x,

de ahi que p(x) > {o(—m) y por lo tanto p : E — R es una funcién bien definida. Veamos
ahora que es sublineal.
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i) Subaditiva. Sean x,y € E 'y m,,m, € M tales que

de donde por (A1) se tiene que
Xty=my+y 'y metymye+my,

de ahi que, por transitividad
X+ymy+my

lo cual implica que
p(x+y) < lo(my+my) = Lo(my) 4 Lo(my),

tomando infimo sobre m, y m, se obtiene que

px+y) <p(x)+p(), VxycE
ii) Positivamente homogénea. Sea A > 0 y x € E. Notemos que por (A2) tenemos que

p(Ax) =inf{lo(y) [y €M, y = Ax}
=inf{l(y) |y €M, 1y =x}
= fnf{?%o (%y) lyeM, %y ix}
:ll’nf{fo (%y) lyeM, %ytx}

Usando un cambio de variables y el hecho de que M es un s.e.v. de E, obtenemos que
inf{¢o (7y) |y €M, zy>=x} = p(x)

y asi
p(Ax) = Ap(x), VA>0yxeE.

2) Notemos que six € M, entonces p(x) < £y(x). Por otro lado, siy € M con y > x, entonces por
(Al) tenemos que y —x > 0. Dado que y —x € M, tenemos que 4o (y) —£o(x) = lo(y —x) >0,
lo que implica que

bo(y) = Lo(x), Vy € M que verifica y > x,

de donde p(x) > ¢p(x), es decir, p(x) = o(x) para todo x € M. Luego por el Teorema de
Hahn-Banach Analitico, existe ¢ : E — R lineal tal que ¢(x) < p(x) para todo x € E con
¢|m = {p. Resta ver que ¢ es positivo en P. Sea x € P, luego, teniendo en cuenta (Al) se
sigue que

U(—x) < p(—x) =inf{lo(y) | y € M,y = —x} = inf{lo(y) | y € M,y +x = 0} < £o(0) =0.

Por lo tanto ¢(x) = —¢(—x) >0
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b) 1) Seaxo € MnNint(P), luego, existe r > 0 tal que
B(xo,r) C P.

Seax € E\ M (si x € M, basta tomar m = x), sigue que

r (x—xp)
— ———— € B(xo,r
2l O
pues ||x —xo||g > O pues xo € M. De ahi que
r (x—xp)
xp— oM
2 Jlx=xolle
y por (A2) se tiene que
2l —
<’xxO‘E—|—1>xo—x§0 9.6)
.
y de (A1) se sigue que
2l —
(HXXOHEH) o= x.
r
2[|x—xolle

Dado que xo € M y M es un s.e.v. tenemos que m = + 1> X0EMym>=x.

,
2) Combinando a)2) y b)1) tenemos que existe £ : E — R lineal, positiva en P tal que ¢|y; = 4.
Para concluir resta ver la continuidad de ¢. Notemos que por (9.6) tenemos que para todo

xcE .
2||x—x 20(x;
Ux—xp) </ (HrOHExo> = S(D]]x—xo\E.

Por lo tanto, ¢ es continua en xp, luego ¢ es continua, es decir, £ € E*,

9.2.5 Problema 2 - Certamen 1 - 2020

a) 1) Veamos que si A C M es g-separado maximal, entonces A es una €-red en M. En efecto,
razonemos por contradiccion. Supongamos que A no es una €-red en M, entonces existe
X € M tal que paratodoy € A
IX=yle>¢,

luego A = AU {&} es &-separado lo cual contradice la maximalidad de A

2) Sea N C E e-separado maximal en Bg(0, 1), veremos que Bg (0,1 —¢) C conv(N). En
efecto, por contradiccion, supongamos que existe x € Bg (0,1 — &)\ conv(N). Luego por el
Teorema de Hahn-Banach Geométrico (Corolario 5), existe f € E*\ {0} tal que

fy) <fx),  Vyé&conv(N)

y sin perdida de generalidad podemos considerar || f||g+ = 1. Tomando supremo sobre la
desigualdad anterior,

sup f(w) = sup  f(w) <f(x)

weN weconv(N)
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b)

2)

Como || f||g- = 1, entonces para 6 > 0, existe y € Bg(0, 1) tal que f(y) > 1 — 6. Ademas,
como N es maximal (en el sentido de la inclusion) entonces por a)l), N es una €-red, de
donde existe z € N tal que

e>|ly—zl| > fy) = f(2).
Luego,
sup f(w) > f(z) > f(y) —€>1-6—¢,

weN

de esta desigualdad se tiene para todo 6 > 0, luego tomando 6 — 0

l—e<supf(w) < flx)<|x||<1-¢
weN

y se tiene una contradiccion.
Primero veamos que A, B son convexos disjuntos. Claramente A es convexo, en efecto sean

] 2
1 1 2 2
X :Zaiei, X :Zaiei,
i=1 i=1

y sea A € [0, 1], luego (sin perder generalidad n; > ny y consideramos Ocl-2 = 0 para los
indices i > ny)

xy = Ax' +(1—2)x?

ni n
=A Z Ocl-lei + (1 — l) Z Ocize,-
i=1 i=1

=Y (o +(1- D)) e,

y para i = n; se tiene que Ao, + (1 —A)a2 = Ao, >0 (en caso de que n = ny también
se tiene que Aa} + (1 —A)a > 0). Por lo tanto x; € A.

Claramente A y B son disjuntos, puesto que si existiese ¥ € AN B, entonces &, >0y o, <0
lo que serfa una contradiccion.

Ahora veamos que no existe funcional lineal continuo no nulo que los separe. En efecto,
razonemos por contradiccién. Sea x* € E*\ {0}. Veamos que x*(A) = R. Como x* # 0,
existe un ko € N tal que x*(ex,) # 0. Luego, para t € R, x; := teg, + ex,+1 € A (pues
o =1>0)y, porlo tanto

x*(x) = x"(teg, +exy11) € X*(A).

Luego tx*(ex,) +x*(exy+1) € x*(A) para todo ¢ € R. Pero como A es convexo, entonces
x*(A) C R es convexo en R y usando que x*(e,) # 0, tomando ¢, 4-o0 y £\, —oco se tiene
que x*(A) es no acotado, con lo cual x*(A) = R. Luego, x*(A) = x*(B) = R y por lo tanto
no existe un funcional lineal continuo que los separe.

El Teorema de Hahn-Banach Geométrico es no aplicable en este caso, ya que int(A) = 0.
Basta considerar cualquier punto xo en A, y ver que para cualquier bola B(xp, §) uno puede
construir una sucesion de puntos con a;° N\, 0, y luego B(xp,5) Z A lo cual implica que
int(A) = 0.
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9.2.6 Problema 2 - Certamen 1 - 2021
1. Veamos primero que im(A*) C ker(A)=. Sea ¢ € im(A*), entonces existe £ € F* tal que ¢ = A* ().
Por la definicién de operador adjunto tenemos que

(@, k= (A"(0), )k = ((,A(x))rF, Vx€E.
Notemos que si x € ker(A), entonces
(@0,)E-E = (£,0)p 5 =0,

con lo cual se concluye ¢ € ker(A)~.
Tomemos ahora ¢ € ker(A)* y un mapeo £y: im(A) — R que satisface

bo(A(x)) = (@, %) K, Vx € E.
Notemos lo siguiente: si x,y € E son tales que A(x) = A(y), entonces x — y € ker(A), con lo cual
<(p7x_y>E*7E = 0,

y por ende

KO(A(X)) = <(pvx>E*,E = <(p7x_y+y>E*,E
=(@,x =) E+ (@, 9)E k= Lo(A(y)).

Por lo tanto, para todo z € im(A), £p(z) no depende del representante x € E que cumpla z = A(x),
y se concluye que ¢y estd Unicamente determinado.

Por dltimo, sean zj,z; € im(A) y A € R. Existen x;,x; € E tales que z; = A(x) y 22 = A(xp),
con lo cual

50(21 +7LZz) = fo(A(xl) —l—)LA()Q)) = fo(A(xl +)LXQ)) = ((p,x1 —|—7LX2>E*’E

- b(z1+Az) = <(p,x1>E*7E +l<(p,x2>E*7E
=lo(A(x1)) + Alo(A(x2)) = Lo(z1) + Alo(22).

2. En el item anterior vimos que ¢ es lineal, con lo cual basta con encontrar ¢ > 0 tal que
(@) <cllzlle,  z€im(A)\{O0}.

Note que im(A) es sub-espacio vectorial cerrado de (F, || - ||r), que es un espacio de Banach.
Luego, (im(A),|| - ||r) también es un espacio de Banach. Como (E,| - ||g) es un espacio de
Banach y A: E — im(A) es sobreyectiva (por definicion), existe » > 0 tal que

IBgim(A) (07 I’) C A(IBE<07 1))
Sea z € im(A)\{0}, luego

2
6o(2)| = HEle

o (5-2) ]: LA

2||z|lw r
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para algiin b € Bg/(0, 1) que sabemos existe pues Bim(a)(0,7).

rz c
2||z|lF
Por lo tanto,

2] = 2 Izl [fo(A®))| = > <l | (9. b)e- 5]

2 2
< - llzllell@llellole < — lole )zl

2
con lo cual, basta tomar ¢ = —||@||g+ (que no depende de z) y se concluye.

3. Dado que im(A) es un sub-espacio vectorial de F, y ¢y es lineal continua, por el Teorema de
Hahn-Banach analitico (Corolario 1), existe £ € F* tal que £[iy4) = fo-
Finalmente, por definicién de operador adjunto tenemos que

(A (0) 05 = (LA 1 = EAX)) = Ly (A ()
= lo(A(x)) = (@,x)E- E
para todo x € E. Por lo tanto,
(A*(0),x)g E = (@, X)E* E, Vx e E
y por ende ¢ = A*(¢), con lo cual se concluye ¢ € im(A*)

9.2.7 Problema 3 - Certamen 1 - 2021

Probemos la indicacion.
» A esconvexo : Sean (x1,z1),(x2,22) €Ay A €[0,1]. Luego

FAxi+(1=2A)x) <Af(x1)+(1-21)f(x2)
<Azi+(1-2A)z,

por lo cual,
(Axi+ (1= A)z2, Az + (1= 2A)z2) = A(x1, 21) + (1 = A1) (x2, 22) € A.
= Bes convexo : Sean x,x, € Ey A € [0,1]. Luego
AAx1 +(1=2A)x) = AA(x1) + (1 — A)A(xp),
y también

f(A(x0)) + (@, Ax1 4 (1 = A)x2 —x0)E~ E
= f(A(x0)) + A (@, x1 —x0)k+E + (1 = A1) (@, %2 — X0)E* E
= A (f(A(x0)) + (@,x1 —x0)k- £) + (1 = A1) (f(A(x0)) + (@, %2 — x0)E* E)
de lo cual se concluye directamente que B es convexo.

Notemos que A es abierto y no vacio pues f es continua. Ademads, B es no vacio por construccion. Falta
ver que AN B = 0, para lo cual supongamos que existe y € ANB. Luego, f(y) < zy existe x € E tal que

y=A() y  z=f(A(x0))+(@,x—x0)E" E,
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lo cual implica
f(AK)) < f(A(x0)) + (@,x —X0)E- E

y por lo tanto se tiene una contradiccién. Se concluye entonces que AN B = 0.
Luego, por Teorema de Hahn-Banach geométrico (primera version), existe —L € (F x R)* no nula
tal que
L(y,z) SL(A(X) ) f(A(X()))+<(P,X—X()>E*7E), V(y,z) €A> Vx €E. (97)

Notemos que
L(y,z) =L(»0)+zL(0,1), VyeE, VzeR

Denotemos por £ := L(-,0) y por r:= L(0, 1). Luego, (9.7) puede escribirse como
Uy)+rz<l(Ax))+r(f(A(x0))+ (@, x—x0)r-E) Vx€E, V(y,z)€A. 9.8)
Dado que f(y) < z para todo (y,z) € A, podemos acotar la desigualdad anterior por abajo y obtenemos
L(y—A(x)) <r(f(Alxo)) +(@.x—x0)e- g — f(y)), Vx€E, Vy€eF. 9.9)

Evaluando (9.8) en x = xp, y = A(x0) y 2= f(A(x0) + 1 obtenemos que r < 0.
Veamos que r # 0. Si r = 0, entonces

() <UA®x), VxcENycF

y evaluando en x = xg se tiene £(y) < ¢(A(x)), para todo y € F. Lo cual tiene como consecuencia que
¢ =0, pues de no ser asi existiria y € F tal que ¢(3) > 0 (s.p.g.), con lo cual

() = £ 5) < A(0), V>0,

y se tendria entonces ¢(A(xp)) = +oo, lo cual es una contradiccion.
Por lo tanto, ¢ = 0, lo cual no es posible y por ende se debe tener r < 0.
Reescalando se puede asumir r = —1, con lo cual (9.9) quedaria

ty—A)) < f) = (f(A(x0)) + (@, x—x0)8 &), Vx€E, VycF
y evaluando en x = xp obtenemos
F(AG0)) +ly—A(x0)) < f(y),  WyeF

Notemos que por la continuidad de L, £ también es continua, por lo cual £ € F*.
Resta ver que ¢ = A*(¢). Evaluando la desigualdad anterior en y = A(xp), x = X + xo, tenemos que

—l(AX) <(¢,%)p-g, VIEE

— (0. X)pE < ((,A(X))F F, V% € E.

Reemplazando X por —x se tiene la desigualdad contraria y en conclusién
<(P,JZ>E*,E = <£7A(i)>F*,F7 Vi e Ev

por lo que finalmente se obtiene ¢ = A*(¢).
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9.2.8 Problema4 - Certamen 1 - 2021

Veamos que
gr(T) ={(x,T(x)) cExF |x€E}

es cerrado en E x F, con lo cual serd posible concluir directamente del Teorema del Grafo Cerrado
que T es acotado ya que E y F son espacios de Banach. Sea {(x, T (xx)) hxen sucesion convergente a
(%,9) € E x F. Note que

(0, T (xi))pe k= (S(),x0)6 B,  VEF
y tomando limite con k — +oo se obtiene
<€7)7>F*,F = <S(£)7X>E*,E = <€7 T(x)>F*.,F7 Ve e F.
Por lo tanto,
y—T(x) € (F)" = {0}

y por ende y = T'(x), con lo cual se concluye que G(T) es cerrado.

Luego, T es continuo y por ende acotado.

Dado que T € .ZC(E,F), su operador adjunto 7* € .ZC(F*,E*) esta tinicamente determinado y
satisface la ecuacion

<T*€,x>E*7E = <€,T(x)>p*7p = <S(€),X>E*7E, VxeE, Ve F*.

Por lo tanto, S = T* y se obtiene S € ZC(F*,E*) con lo cual es acotado.

9.2.9 Problema 5 - Certamen 1 - 2021

1. Notemos que

|4 (Jo) |l = sup [(A™(Lx), O)pe | = sup [(Jo, A™(€))m -,

llelles <1 l[€l[= <1

pero
(Ju, A" ())& = (A" (£), X)p+ & = (£, A(X))F~ F,

por lo tanto
1A% ()

Fe = sup (£, A(x))pp| = [[A(¥)]lF,

l€]lpr <1
donde la ultima igualdad es gracias al Teorema de Hahn-Banach analitico (Corolario 4). Por otra
parte, los espacios E* y F* son de Banach (incluso si E y F son e.v.n.).
Luego, usando el Teorema con A* en lugar de A, tenemos que A* es sobreyectiva si y s6lo si
3¢ > 0tal que ||@||g~ < c||[A**(@)||p~ para todo ¢ € E**.
Por lo tanto, si A* es sobreyectiva, tenemos que 3 ¢ > 0 tal que

1|

- < cf|A ()

F*, Vx € E,

pues J, € E**, para todo x € E. Finalmente, considerando la igualdad de normas obtenida
anteriormente se concluye

Ixlle = xlle < clAX)[[e,  VxeE.
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2. Tenemos que 3 ¢ > 0 tal que ||x||g < ¢||A(x)||, para todo x € E. Veremos que im(A) es cerrado,
para lo cual sea {A(x;) }reny C im(A) tal que A(xg) — 3.
Se tendra entonces que

o = xjlle < lAGe) —A(x))[le, - VK, j €N

Como {A(xx) }ren €s convergente, en particular es de Cauchy y por ende {x; }rery también lo es.
Como E es un espacio de Banach, entonces {x; }xen converge a algtin X € E, y por continuidad
de A

Aw) — AR — T=A(),

con lo cual, im(A) es cerrado.
Finalmente, como im(A) es cerrado, por P2 se tiene que im(A*) = ker(A)*. Notemos que
ker(A) = {0} pues si x € ker(A) entonces

Ixlle < cllA(x)[lr =0

con lo cual x = 0. Se concluye entonces que im(A*) = ker(A)* = {0} = E* y por ende A* es
sobreyectiva.

9.2.10 Problema 6 - Certamen 1 - 2021

9.2.11

Sea ' ={hec€(XxY)|3fe¥(X), g€ €(Y)tales que h = f-g}. Es fécil ver que .7 contiene
a las funciones constantes. Ademads, es un dlgebra puesto que

(f1-81)(f2-82) = (fi- f2) - (g1 &2),

para todo f1, /> € €(X) y g1,82 € €(Y), y por dlgebra de funciones continuas se tiene que
firoe€X) y gi-8e%(Y).

S también es separante, pues dados (x1,y1), (x2,y2) € X x Y distintos, se tendrd que x; # x, o bien
y1 # y». Para el primer caso tomamos

h(x,y) =[x —xl|x

y en el segundo
h(x,y) = lly1 —ylly

y se tendrd que h(xj,y;) = 0 < h(xz,y2). Finalmente, la conclusién viene del Teorema de Stone-
Weiertrass ya que X x Y es compacto no vacAo de R” x R” y por ende .7 serd denso en €'(X x Y).

Problema 2 - Examen - 2021

Dado que o es una funcién continua, por definicion, es fécil ver que F es un s.e.v. de €' (X).
Supongamos por contradiccion que F no es denso en (%'(X), || - ||«). Luego, por el Teorema de Hahn-
Banach Geométrico (Corolario 7) y el Teorema de Riesz-Radon tenemos que existe u € M(X) \ {0} tal
que

Zak/ Ol x+00)du(x) =0,  Vou,....0n €R, ¥O1,....0, €R, ¥y1,...,yn € R".
=1 X
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En particular, esto implica que
/ o(y' x+0)du(x)=0, VOER,VycR"
X

Luego, por la hipdtesis sobre o, tenemos que i = 0, lo que no puede ser. Por lo tanto F' debe ser denso

en (€(X), [ -[|eo)-

Problema 3 - Examen - 2021
Fijemos x € C arbitrario y definamos
D) ={d€E|x+tdecC,Vt>0}=({d€E|x+td €C}.
t>0

Claramente D(X) es un conjunto convexo y cerrado, pues es la interseccion arbitraria de conjuntos
convexos y cerrados de la forma {d € E | x+td € C}; dado que C es un conjunto convexo, tenemos
que C también es un conjuntos convexo.

Ademids, es directo verificar que si d € D(X), entonces d € C.. Luego, para concluir s6lo debemos
probar la inclusion C., C D(X).

Sea d € C.. y supongamos d & D(%), esto implica que 3¢ > 0 tal que ¥+7d ¢ C. Luego, por el
Teorema de Hahn Banach Geométrico (segunda versién) existen £ € E*\ {0} y o € R tal que

(0, x+1d)g- g < & < (€, X)g= E*, Vx € C.
Evaluando en x = X obtenemos
(¢,d) <0
Por otro lado, como d € C. , dxp € C tal que

xo+td €C, vt > 0.

— <£,XO>
(¢.d)

(€,x0+tod) = (€, x0) +10(¢,d) = a,

En particular, (¢,x9) > a y tomando 7y = tenemos que xg +fod € C. Sin embargo,

lo que no puede ser. Luego, necesariamente d € D(X) y por lo tanto C.. = D(X).

Problema 4 - Examen - 2021

Denotemos por (-,-)g y (-,-)r los productos internos de E y F, respectivamente. Ademds, en
adelante hacemos la identificacion E* = E y F* =F.

Dado que A es sobreyectivo, gracias al Teorema de la Aplicacion Abierta, tenemos que existe ¢ > 0
tal que ||y||r < c||[A*(y)||g paratodoy € F.

SllyllE < A" )E = (A" (), A" 0)e = (hACA())r < YIFITG)llr, Yy E€F.

Esto implica que ||T'(y)||r > c||y||r para todo y € F, y en particular 7' es un operador inyectivo.
Por otro lado, T es autoadjunta, pues A** = A y por lo tanto, cualquiera sean x,y € F tenemos

((AcA™)™(y),x)F = (y,A0A™ (x))F = (y,A™ 0 A" (x))r = (A" (),A" (x))E = (A" 0A™(y),x)F = (T (), x)F-

Luego sigue que ||7*(y)||r > c||y||r para todo y € F. Luego, por teorema visto en clases tenemos
que T es un operador abierto, y por lo tanto sobreyectivo.
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10.1

Comenzaremos esta segunda parte del curso introduciendo en general la nocién de una topologia
débil generada a partir de una familia de conjuntos.

Motivacion
Consideremos el siguiente resultado que entrega condiciones necesarias para que la bola unitaria

cerrada en un e.v.n. sea un COIljUIltO compacto.

TEOREMA — Riesz. Supongamos que (E, || - ||g) es un e.v.n. y que Bg(0, 1) es compacta, entonces E es
de dimension finita.

Demostracién Supongamos por contradiccion que E es un espacio vectorial de dimensién infinita.
Luego existe {E; }ren una familia de s.e.v. de E tal que

E; CE;;1, con dim(Ey) =k, Vk € N.

Dado que cada E; es también un s.e.v. propio de E; |, por el Lema de Riesz existe una sucesion
{Xt }ren tal que |
||xk||E =1, xx€E vy diSt(xk,Ek) > 5, Vk € N.

Dado que x; € Ery1 € Eiyj11 para todo &, j € N, tenemos que

. 1 .
[Petce jer =il = dist(oer jo1, Bajin) 2 5, vk jeN.
Esto implica, que la sucesion {x; }rcn no puede tener subsucesiones convergentes.

Por otro lado, el conjunto Bg (0, 1) es secuencialmente compacto, pues es compacto y (E, || - ||g) es

un e.v.n. Luego, como {x; }reny € Bg(0, 1) obtenemos una contradiccion. |
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Observacion En vista del resultado anterior tenemos que si E es de dimensién infinitay K C E es
cerrado y acotado.
= K no es necesariamente compacto para la topologia de la norma.
» Para que K sea compacto (respecto alguna topologia .77), necesitamos que .7 C .7, pues
mientras menos abiertos tenga una topologia, mds fécil es que un conjunto sea compacto.

Por ejemplo, si consideramos la topologia trivial Z;, = {0, E}, entonces todo subconjunto de E es
compacto. Cabe entonces preguntarse entonces ¢por qué no usar la topologia trivial? La respuesta es
que en este caso el dual topolégico se vuelve irrelevante con esta topologia:

0:(E, Z4iv) — (R, &) escontinua = { es una funcién constante

pues £~ ({A}) debe ser cerrado para todo A € Ry los tinicos conjuntos cerrados en Fyiy son 0 y E.

Observacion Para que el dual topoldgico no pierda relevancia, necesitamos una topologia .7 que:
= cumpla
te(E,]-|g) = ¢:(E,7)— (R, ZR) escontinua

= contenga al menos los conjuntos de la forma

YA :={xcE | ({,x)p g €A}, V¢ € E*, VA C R abierto (A € FR).

10.2 Topologia débil inducida por subconjuntos

DEerINICION  Supongamos que X es un conjunto. La topologia débil inducida por una familia de
subconjuntos . C Z(X) es la topologia menos fina (con menos abiertos) que contiene a la coleccién
de conjuntos .¥:

o(Y):= ﬂ{ﬂ | .7 es una topologia en X tal que . C .7}

Observacion
= Notemos que la coleccién de topologias que contienen a . es no vacia pues . C Fisc.
» 0 () es efectivamente una topologia sobre X:
* Supongamos que {.7 };cs es la coleccion de todas las topologias que contienen a .¥, luego
o (L) =%
iel
* Dado que 0,X € .7 para todo i € I, entonces necesariamente 0, X € ¢ (.).
» Dados A,B € 0 (.¥), tenemos que A, B € .7 para todo i € I.
Cada .7 es una topologia, por lo tanto ANB € .7 para todo i € I, y en consecuencia
ANBeo ().
* Dado una coleccién arbitraria {Aq }aen C 0(.7) tenemos que Ay € 7 paratodoi €1y
o € A . Cada .7} es una topologia, por lo tanto U Ay € J;paratodoi € 1,y en consecuencia
acA
U Aw o ().

acA
El siguiente resultado muestra cémo construir una base para una topologia débil.

PrOPOSICION 18 Supongamos que X es un conjunto y . C & (X) es tal que 0,X € .. La familia de
conjuntos @ (.#’) formada por la interseccion finita de conjuntos en .# es una base para la topologia



10.2 Topologia débil inducida por subconjuntos 79

débil o(.). Formalmente,

0(Y):= {AG Z(X)|3ImeN, JAg,...,A, € S talque A = ﬂAl}
i=0

Demostracién Notemos por .7 la coleccién de conjuntos que se escriben como unién arbitraria de
conjuntos en O ('), es decir,

T = {A € Z(X) | HAataer CO(Y) tal que A = U Aa}

acA

m
Notemos que si A, ...,Ay, € ., como .¥ C o(.¥), tenemos que ﬂA,- €o(Y),yaque 6(&)es
i=0
una topologia. Esto implica que ® (.¥) C ¢ (..
Por otra parte, si {Aq }aea C O (), entonces U Ag € 0 (), yaque o(.¥) es una topologia.
oaEA
Por lo tanto, .7 C o (.¥) y luego, para concluir, basta ver que .7 es una topologia.

» No es dificil ver que @ y X estdn .7, pues por hipétesis 0,X € .7
= Dados A,B € .7, tenemos que A = U AgyB= UBl-, con {Aq }aen,{Bitict C O ().
acA iel
Como O () es interseccion finita de conjuntos en ., sigue que Ag N B; € O () para todo

(a,i) e AXI.
Con esto obtenemos que ANB € .7 pues

ANB= |JAenB=JJAanBi= |J AunB.

aeA acAicl (et,i)eAx]

» Dado {Aq}aeca € .7 tenemos que cada Ay = U Al con AL, c @ () paracada x € Aei € Iy.
i€ly
Notemos que, definiendo I' = {(a,i) | & € A, i € I}, tenemos

Ute=U U= U 4

aEA ocAi€ly (ar,i)el’

Por lo tanto, U Agq € 7, yaque AL, € O () para todo (et,i) € T.

aEA






Notacion Dados x € E, £ € E* y € > 0 denotaremos

Vi(lie) = {x € B||{t,x— D)p k| < £}

DEFINICION La topologia débil de un e.v.n. (E,|| - ||g), denotada o(E,E*), es la topologia débil
inducida por la familia de conjunto

{Vi(t;e) | x € E, L €E*, € >0}.

SiA € o(E,E*), diremos que A es un abierto débil de E y B = E\ A es un cerrado débil de E.

Observacion
= Como contraparte, la topologfa de la norma .7, la hemos llamado también la topologia fuerte
sobre E.
» o(E,E") es la topologia con menos abiertos que hace que los funcionales de E* sean continuos:

te (B, |lg) = ¢:(E,0c(E,E"))— (R, 7R) es continua.

= Los conjuntos de la forma
m
Vx(g(), . ,Em;S) = ﬂVx(fi;S) = {x cE | |<€,~,x—f}E*7E| <E, Vi= 0,... ,m},
i=0

donde x € E, y,...,l, € E*y € > 0, forman una base para la topologia c(E,E*).
» Dados a,b € Ry £ € E*, los conjuntos £~ ((a,b)), £~ ((a,+)) y £~!((—oo,b)) son abiertos
débiles.

PrROPOSICION 19 Supongamos que (E,|| - ||g) es un e.v.n. Luego, (E,c(E,E*)) es un e.v.t. Hausdorff.
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Demostracion Veamos primero que fum : (EXE,c(E,E*) @ c(E,E*)) — (E,c(E,E")) es conti-
nua, donde fyum(x,y) =x+y

Dado que 6(E,E*) x 6(E,E*) C 6(E,E*) ® 6(E,E*), basta probar que dados z € E, € >0y
Loy ..., by € E* tenemos que

Foam (Ve(lo, ... b3 €)) € o (E,E*) x o(E,E").
Dado (%,¥) € figh (Vo(€o,. .., 4n; €)), probaremos que existe § > 0 tal que
Vi (Cos ey b 8) X Vi (Loy o o3 8) C Frum (Va(loy ., b €)). (11.1)
Notemos que la condicién (x,y) € Vi ({o,...,¢m;0) X V5 (lo, ..., 4n; 6) es equivalente a
[(lix—%)e el <6y |[(ly—Yegl<d,  Vi=0,...m
En consecuencia, paracadai=0,...,my (x,y) € V& ({o,...,4n;8) x V5 (Lo, ..., Ly; ) tenemos
[(isx+y—2) k| < [(li,x = e |+ [(li,y — e B + (6, X+ — 2)p+ B <28 + (€1, ¥+ — 2)E- E|.
Ahora bien, dado que |(¢;,X+y —z)g+ g| < € paratodo i =0,...,m, tomando & > 0 tal que
26+ (4, x+y—2)p-E| < €, Vi=0,...,m

obtenemos que fyum(x,y) € V;(o, ..., 4n;€). Por lo tanto (11.1) se verificay fyum es continua.
Andlogamente, veamos ahora que fou : (R X E, 7Zr Q 6(E,E*)) — (E,c(E,E*)) es continua,
donde fiu(A,y) = Ax. Como antes, basta probar que dados z € E, {y,..., ¢, € E* y € > 0 tenemos
que
fol (Vo(lo, ... . l;€)) € T x o(E,E¥).

Dado (1,%) € figk (V2 (4o, .H.lljl;m;e)), probaremos que existe 0 > 0 tal que
(A —8,A+8)x Vi (lo,...,lw38) C foum (Va(lo, ..., b3 €)). (11.2)
Notemos que para todo ¢ € E* tenemos
(U Ax—2AFE=A{lx—Dp e+ (A —2){,DEE
=A-N){lx—Xp g+ A{lx—X)p g+ (A —A) (D)5 E.
Por lo tanto, paracadai=0,...,my (A,x) € (A —8,A+8) x Vi (o, ..,n; 8) tenemos
(i, Ax—2) g+ | = | (€i, Ax— A% g | + | (li, AR — 2)g- B| < 8%+ 8 (|A |+ (€i, g E|) + | (€, AT —2)E+ K-
Nuevamente, dado que |(¢;, A% — z)g | < € para todo i = 0,...,m, tomando & > 0 tal que
8+ (A + {6, B x|) <€, Vi=0,...,m

obtenemos que fiuit(A,x) € V. (4o, ..., ly;€). Por lo tanto (11.2) se verifica y luego fiuie €s continua.
Con esto concluimos que (E, o (E,E*)) es efectivamente un e.v.t. real.
Veamos finalmente que (E, o (E,E*)) es Hausdorff. Tomemos x;,x, € E con x; # x,. Gracias al
Teorema de Hahn-Banach Geométrico, segunda version existe £ € E*\ {0} y o € R tales que

<£,x1>E*,E << (6,)62>E*_’E.
Luego, para finalizar basta tomar

Vx1 = {x cE | (€,x>E*7E < OC} y V)C2 = {x cE | <£,x>E*7E > OC}.
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Observacion Dado que (E,o(E,E¥)) es un e.v.t. Hausdorff, podemos afirmar lo siguiente:
» Los singleton son conjuntos cerrados débiles para o (E,E*).
= [os limites de sucesiones convergentes son Unicos.
» Conjuntos compactos para la topologia 6 (E,E*) (compactos débiles) son cerrados débiles.
= Si E es de dimension finita, 6(E,E*) coincide con la topologia de la norma.

11.1 Sucesiones y adherencia

Notacion Supongamos que {x; }reny C E es una sucesion que converge respecto a la topologia débil
o(E,E*)axcE.

En tal caso diremos que {x; }xcn converge débilmente a ¥ en o(E,E*) y esto lo denotaremos
indistintamente

113 =

x; — X débilmente en o (E,E*)” o simplemente o — X7

Si la sucesién converge con respecto a la topologia fuerte (topologia de la norma), entonces diremos
que {x¢ }ren converge fuertemente a X en (E, || - ||g) y esto lo denotaremos indistintamente

“x; — X fuertemente en (E, || - ||g)” o simplemente “Xp — X7
Observacion Usando la base de la topologia débil o (E,E*), tenemos que x; — ¥ si y s6lo si
Vlo,.... by e E*, Ve >0, Tko€N, talquex; € Vi(lo,...,ln€), Vk>ko
o equivalentemente
VleE", Ve >0, 3dkoeN, talque|(l,xx—X)g-g| <€, Vk> k.
Notemos que esto tltimo corresponde a pedir que
€, x) g £ — (0, X)E K, V¢ e E".

PrOPOSICION 20 Supongamos que (E, || - ||g) es un e.v.n, {x; }xeny € E es una sucesién y x € E.
1. Six; — x fuertemente en (E, || - |g), entonces x; — X débilmente en o (E,E*).
2. Si x; — x débilmente en o (E,E*), entonces {x; }ren es acotada y ||||g < lfrnJirankaE.
n——-oo
3. Si {;}ren C E* es una sucesion tal que ¢ — £y x; — %, entonces (g, x¢ )+ g — (£, %)+ E-
Demostracion
1. Basta notar que dado ¢ € E*, por continuidad siempre tenemos que (¢,xx)g+g — (¢,%)g-E en

(R,[-1).

2. Notemos que la sucesién de operadores {Jy, }reny € E** converge puntualmente a J:
Jxk(f) = <Jxk7€>E**,E* = <£7xk>E*,E — <€7X>E*,E = <Ji;£>E**,E* = J,g(é), V¢ e E*.

Dado que cada cada J;, : E* — R es lineal continuo y tanto (E*,|| - ||g-) como (R,]|-|) son
espacios de Banach, por el Teorema de Banach-Steinhaus tenemos que

E**.

sup||Jy [[g= < +oo y ||Je|lg < liminf||J, |
keN ko0

Para concluir basta recordar que ||Jy|

g~ = ||x||g para todo x € E; ver Corolario 4.
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3. Notemos que ||¢; — |

g — 0y ({,x; — ¥)g- g — 0. Ademds, para todo k € N tenemos
|k, i) e & — (0 D)E B < (= C,x0) e |+ (0,50 — D) B < 10— Ll 1| [ + [ (€, x — %) g

La conclusion vienen entonces de notar que, por el punto anterior, {x }ren es también una
sucesion acotada. |
. . . —o(E,E*
Notacion La adherencia de A C E con respecto a la topologia o (E,E*) la denotaremos AG( ' ).
En general, conjuntos que sean cerrado para la topologia fuerte, no serdn cerrados para la topologia
débil, tal como lo muestra el siguiente caso.

ProPOsICION 21 Supongamos que (E, || - ||g) es e.v.n. de dimension infinita, entonces

Se° ") By, donde Sg = {x € E | ||x|g = 1}.

(E,E") (E,E*)

Demostracién Notemos que basta probar que Bg C EG . En efecto, como EG es cerrado

débil, en particular es también cerrado fuerte. En consecuencia

Sg CBg C (@"(E’E”) =57,

Dado que Bg, es cerrado débil, podriamos concluir que

——0(E,E")

EO’(E,E*) g (]BTE) O'(E7E*).

=B C Sg
Para concluir debemos probar entonces que cualquiera sea ¥ € B, £y, ...,¢, € E* y € > 0, tenemos
que
Vi(fo, .. ,Em;E) NSg # 0.

Definamos ¢ : E — R™! al que ¢(x) = ((€o,x)* K, - -, ({m,X)E E) Para cualquier x € E. Dado que
E es un e.v.n. de dimensién infinita, entonces ¢ : E — R”*! no puede ser inyectiva;

Sino ¢ : E — ¢@(E) serfa un isomorfismo y luego dim(E) <m+ 1. En particular, existe xo € ker(¢@),
con xy # 0. Notemos que

<€,‘, ()?—i—txo) _)Z>E*,E = t<€l~,xo>E*,E =0, VteR,Vi=0,...,m.

Esto implica que X +txg € Vz({p,...,ln;€) paratodot € R.
Definamos g(t) := ||X+txo||g para t € R. Notemos que g(0) = ||X||[g < | y por otro lado,

8(1) = lrfllxolle — [I¥lle = +eo  siJt] — e

Por continuidad de ¢ — g(), existe #p € R tal que ||X+9xo||g = 1, es decir, X+ 1pxp € Sg.

Esto implica que Vz(o, . .., 4n; €) NSk # 0, y en consecuencia Bg C 5o EED. -

Observacion
= Notemos que

Se={x€E||lx|g > 1}n{x€E||x|g < 1} = (E\Bg) N B,

y recordemos que Bg, es un cerrado débil en la topologia o (E,E*) (Proposicién ??).

Luego, si E es de dimensién infinita, el conjunto Bg no puede ser un abierto débil para ¢ (E,E*).
De otra forma tendriamos que E \ By es cerrado débil y por lo tanto Sg también seria un cerrado
débil. En consecuencia tendriamos

Sg = EG(E’E*) = Bg.
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= Si E es de dimensién infinita, la topologia débil siempre estd estrictamente contenida en la
topologia fuerte (el conjunto Bg, es abierto fuerte, pero no débil).

= A pesar que en dimensién infinita las topologias fuerte y débil no coinciden, hay e.v.n. donde
toda sucesion débilmente convergente es también fuertemente convergente.

Relacién con la convexidad

PrROPOSICION 22 Supongamos que (E, || -||g) es e.v.n. y S C E es un subconjunto convexo. Luego, S
es cerrado débil si y sélo si S es cerrado fuerte.

Demostracion Si S es cerrado débil, es directo que S es cerrado fuerte, pues 6(E,E*) C .7,;.; no se
necesita la convexidad.

Supongamos que S C E es un conjunto cerrado fuerte, convexo y no vacio (si S = () entonces
S € o(E,E")). Gracias al Teorema de Hahn-Banach Geométrico (Corolario 6 especificamente), tenemos
que S coincide con la interseccién de todos los semi-espacios cerrados que lo contiene, es decir,

S= ﬂ {M CE | M es un semi-espacio cerrado}
SCM

donde cada semi-espacio cerrado M es de la forma
{x€E|{(x) < a} =E\ L ((a, +o0))

paraalgin / € E*y ot € R.
Notando que todo semi-espacio cerrado M es un cerrado débil (pues es el complemento de un
abierto débil), obtenemos que S se puede escribir como interseccion de cerrados débiles, luego es

cerrado débil.
[ |

Notacion Dado un conjunto A C E, denotaremos la envoltura convexa de A por

conv(A) = () {C | CesconvexoyACC}.
CCE

LEMA — Mazur. Supongamos que (E, || -||g) es un e.v.n. y que {x¢ }ren C E converge débilmente a
% € Een o(E,E*). Luego, existe una sucesion {yx }reny C conv ({xx }ren) que converge fuertemente a
fcEen (E |- [i).

Demostracion Definamos

S = conv ({x¢ }ren) = ﬂ {C | Cesconvexoyx; € C, VkeN}.
CCE

Es decir, la envoltura convexa, es el convexo mds pequefio, que contiene a los elementos de la sucesion.
Dado que S es convexo, gracias a la Proposicién 22 tenemos que

§ =508,

o(E,E)

Ahora bien, como X € @kéN (EE7)

—0 . — el
cS , concluimos entonces que X € S. [ |
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11.2 Topologia débil de un espacio producto

ProposICION 23 Supongamos que (E, || - ||g) y (F,|| - ||r) son dos e.v.n. Luego
c(E,E')®0o(F,F')=0c(ExF,(ExF)").

Demostracion Veamos primero la inclusiéon 6 (E,E*) ® o(F,F*) C 6(E x F,(E x F)*).
Tomemos A € 6(E,E*) @ 6(F,F*) y (%,7) € A. Luego, existen £{),..., 0}, €E*, (3,... (2 cF*y
€1,& > 0 tales que
Ve (£0s- - Ly 3 1) X V5 (65, ny:82) CA.

Dados i =0,...,m; y (x,y) € E x F, definamos #! (x,y) = £! (x). Claramente, £}, ... ,@m e (ExF)*

Vies) (8o 0y 81) = Ve (6, - £y, 3€1) X F.

De forma similar, para cada j =0,...,my y (x,y) € E x F, definamos l%(x,y) = E? (y).
Notemos que también tenemos que /2, ..., 72 € (ExF)*y

9 Ymy
V(x&)(lﬁz,...,éziz;Sz):EXVy-(EZ, ,5312; )

Sigue que

V=V (06, 0 s8) (Vi) (B Bse2) = Vi (6, 0 581) x Vi (B, 02, 18) CA.

Dado que V € 6(E x F, (E x F)*) concluimos que A es un abierto débil de o(E x F, (E x F)*).
Veamos ahora que 6(E X F,(E xF)*) C o(E,E*) ® o(F,F*):
Basta probar que, dados (%,y) € ExF, £ € (ExF)*y € > 0, tenemos que

Viey) (6:€) € 6(E,E") @ o(F,F"),

pues o(E x F, (E x F)*) es la topologia mds pequefia que contiene a esta clase de conjuntos.
Definamos para cada (x,y) € E x F las funciones ¢! (x) = £(x,0) y £*(y) = £(0,y). Claramente,
P eE y 2 cF puesl € (ExF)"y|(x,y)|lexr = ||x|lg +||y|[F para (x,y) € E xF.
Sean (a,f) € Vizz5 (£;€) y (x,y) € E xF, luego sigue que

(€, (x,y) — (X,9)) (ExF)* ExF = (" x—o)p g+ (C,y—B)py+ (€, (a, ) — (X,9)) (ExF)* ExF-
Sigue que Vi (€':8) x Vg (£%:8) C V(z5(£:€) con & > 0 tal que

28 + (¢, (o, B) = (X,9)) (xr)- ExF| < €
En efecto, dado (x,y) € Vi (¢';8) x Vg (¢%;8) tenemos

|<€a (xvy) - (fuy»(EXF)*.,EXF‘ <26+ |<€a (avﬁ) - (X7)7)>(E><F)*,E><F| <E.

Por lo tanto (,B) € int (V{55 (£;€)) (respecto a la topologia producto o (E,E*) ® o(F,F*)). Luego,
V(z5)(£;€) es abierto en la topologfa producto ¢ (E,E*) ® o (F,F*). |
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Continuidad de funcionales lineales

ProposICION 24 Supongamos que (E,||-|lg) y (F, |- |lr) son dos e.v.n. y L : E — F es un operador
lineal. Si L es acotado, entonces L : (E,c(E,E*)) — (F,o(F,F*)) es una funcién continua.

Demostracién Supongamos que L es acotado. Vamos a ver que L' (A) € o(E,E*) para todo A €
o(F,F¥).

Basta restringirnos a conjuntos A de la forma V5({y,...,0u;€)) cony € F, by, ..., 0, € F*y € > 0.
Notemos que

L (Vs(lo, ... bms€)) =L} (ﬁ\/y(zi;e)> = ﬁL‘l (Vs(lis€)).
i=0 i=0

Para cada i = 0,...,m denotemos a; = (¢;,y)p-r — € y bi = ({;,y)¥+ F + €. Luego, tenemos que
Li1 (Vy(ﬁi;tﬁ)) = {X cE ’ ‘<€i,L()€) _)7>F*,F’ < 8} = {x cE ’ a; < <£i,L(X)>F*7F < bi}.

Dado que L es acotado, tenemos que L* € ZC(F*,E*), y por lo tanto, cada L*(¢;) € E*. Esto
implica que cada L™ (V;(¢;;€)) es abierto débil en o (E,E*) pues

L™ (Vs(lie)) = {x € E | a; < (L*(6),x)p-E < bi} = [L*(6:)] ' ((a1,b1)) € 0 (E, EY).

Luego, L' (Vs(L,...,tn;€)) € o(E,E*) pues se escribe como interseccion finita de abiertos
débiles. Por lo tanto L : (E,o(E,E*)) — (F,o(F,F*)) es una funcién continua. [

ProposICION 25 Supongamos que (E,||-||g) y (F,|| - ||r) son espacios de Banachy L: E — F es
un operador lineal. Si L: (E,c(E,E*)) — (F,o(F,F*)) es una funcién continua, entonces L es un
operador acotado.

Demostracion Dado que L es lineal, si Gr(L) es cerrado fuerte en E x F, concluimos usando el
Teorema del Grafo Cerrado.

Veamos primero que Gr(L) es cerrado en o (E,E*) ® o(F,F*) (equivalentemente, su complemento
es abierto).

Tomemos (x,y) € E x F\ Gr(L), es decir, L(x) # y. Dado que (F,o(F,F*)) es un e.v.t. Hausdorff,
existen Vy () € A (L(x)) y Vy € A (y) tales que

VL(x) NV, =0.

Dado que L: (E,o(E,E")) — (F,0(F,F")) es continua, existe W, € .#"(x) tal que L(W,) C V. Por
lo tanto, W, x V;, C E x F\ Gr(L) puesto que L(W;) NV, = 0.

Ahora bien, dado que W, es una vecindad de x en (E,E*) y V, es una vecindad de y en o(F,F*),
tenemos que W, x V;, es una vecindad de (x,y) en o(E,E*) ® o(F,F*). Por lo tanto, Gr(L) es cerrado
en la topologia producto o (E,E*) ® o (F,F*).

Veamos ahora que Gr(L) es cerrado fuerte en E x F. Gracias a la Proposicién 23, tenemos que
Gr(L) es cerrado débil para la topologia 6(E x F, (E x F)*). Ahora bien, como todo cerrado débil es
cerrado fuerte, tenemos que Gr(L) es cerrado fuerte en E x F.

Luego, por el Teorema del Grafo Cerrado concluimos. |






Ahora nos enfocaremos en estudiar una topologia débil especialmente construida para espacios
que se pueden identificar con el dual topoldgico de un e.v.n. dado. También presentaremos criterios de
compacidad para esta topologia.

Mis adelante veremos que el conjunto B es, bajo ciertas condiciones, compacto respecto a la
topologia débil o (E,E*). Esto tendrd como consecuencia que, bajo las mismas condiciones, el conjunto
B+ serd a su vez un compacto de E* respecto a la topologia débil (E*, E**), pero no siempre.

La principal caracteristica de la topologfa débil-« que introduciremos ahora es que B+ siempre es
compacto respecto a esta topologia.

Notacién Dados £ € E*, x € E'y & > 0 denotaremos Wj(x;€) := {{ € E* | |(¢ — {,x)p- | < €}.

DEFINICION La topologia débil-x sobre E*, el dual topoldgico de un e.v.n. (E,|| -||g), denotada
o (E*,E), es la topologia débil inducida (sobre el conjunto E*) por la familia de conjuntos

{Wy(x;e) | L€ E*, x€E, £>0}.

SiA € 6(E*,E,), diremos que A es un abierto débil-x de E* y como contraparte, B=E*\ A es un
cerrado débil-x de E*.

Notemos que
» o(E*,E) es la topologia con menos abiertos tal que los funcionales de evaluacién son continuos:

Je: (E*,6(E",E)) — (R, Z&) es continua, Vx € E.

= Dados a,b € Ry x € E, el conjunto J;, '((a,b)) = {{ € E* | a < {{,x)g g < b} es abierto débil-x.
También lo son los conjuntos J; ' ((a,+0)) y J; ' ((—eo,b)).
» Los conjuntos de la forma

m
WZ(XO,...,xm;S) = ﬂWl?(xiQE) = {K cE" | |<£—£A,xi>E*,E| <g Vi= 0,...,m},
i=0
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donde / € E*, xy, ..., x,, € Ey & > 0, forman una base para la topologia o(E*E).

12.1 Propiedades bdsicas

Es muy imporante destacar lo siguiente sobre la topologia débil-x:
» Esta topologia sélo estd definida en espacios duales (en particular LL (Q) no tiene una topologia
débil asociada puesto que, en general, no existe E tal que L' (Q) = E*).
= Sobre el conjunto E* podemos definir tres topologias:
* Fuerte .7;,. : inducida por la norma dual | - ||g+, con una base para esta topologia formada
por conjuntos

B ((,e) = {{€E*||[¢—{||lg- <€}, [€E" &>0.

* Débil o(E*,E**): la mds pequeia tal que los funcionales ¢ € E** siguen siendo continuos,
con una base para esta topologia formada por conjuntos

Vi( @0y O3 €) = {L EE* | [{¢1, £ — D)o g

<8,Vi:0,...,m},

donde ¢ € E*, @y,..., ¢, c E* y e >0.
» Débil-x o(E*,E): la mds pequeiia tal que los funcionales de evaluacién J, € E** siguen
siendo continuos, con una base para esta topologia formada por conjuntos

Wg(xl,...,xm;e) = {f cE* | ](@—K,xJE*_,E] <E, Vi:O,...,m},

donde / € E*, xg, ..., xn cEye>0.
Dado que (Jy, {)g= g+ = (¢,x)g+ g para todo x € E'y £ € E*, tenemos

o(E*,E) C 6(E*,E™) C ..

La primera contencion es estricta si J(E) C E** y la segunda contencion es estricta si dim(E) =
oo,
PrROPOSICION 26 Supongamos que (E, || - ||g) es un e.v.n. Luego, (E*,6(E*,E)) es un e.v.t. Hausdorff.

Demostracion Veamos que fum : (E* x E*,6(E*,E) @ c(E*,E)) — (E*,0(E*,E)) es continua,
donde fyum(€1,02) = 41+ (2.

Dado que 6(E*,E) x 6(E*,E) C 6(E*,E) ® 6(E*,E), basta entonces probar que para / € E*,
X0,--.,%Xm € Ey € > 0 tenemos que

Foam (Wp(x0, - .., xm;€)) € 6(E*E) x 6(E*,E).
Dado (o, B) € foum (Wi(x0, ..., Xm; €)), probaremos que existe § > 0 tal que
Wa (X0, - -+, Xm3 0) X Wg (X0, ..., X3 6) C Fomm (Wy(x0,- -, Xm3 €)). (12.1)
Notemos que la condicion (£1,£2) € Wg (X0, - - -, Xm; 8) X W (X0, - - -, Xm; 8) €s equivalente a
(6 —a,xp)ee| <8 'y |(la—PB,xi)E-E| <9, Vi=0,...,m.
En consecuencia, paracadai=0,...,my

(51,52) e Wy (X(), - ,xm;5) X WB (X(), - ,xm;5)
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tenemos

(1 + 6 —0,x)g B < (6 — o, x)p g+ | (€ — Bxi) e | + [(0+ B — £, x;)E- g
<28+ |<OC+B —lﬁ,xi>E*7E|.

Ahora bien, dado que (ot 4 B — 7, x;)x- | < € paratodo i = 0,...,m, tomando § > 0 tal que
26+ [(a+B —4,x)E k| <&, Vi=0,...,m,

obtenemos que fsum(1,¢2) € W(xo,...,%n;€). Porlo tanto (12.1) se verifica y fum resulta ser continua.
Veamos ahora que la funcién fiy : (R X E, 7 @ 6 (E*,E)) — (E,c(E*,E)) es continua, donde
funutt(A,€) = AL. Similarmente a lo hecho en la parte anterior, basta probar que dados £ € E*, xg, ..., x,, €
E y € > 0 tenemos que
Fooate (Wi(x0, - .., Xm3€)) € Tk x o(E*,E).

mult

Dado (A, ) € fon (Wi(xo,. .., Xmu; €)), probaremos que existe & > 0 tal que
(A=8,A+8) x W (X0, -, Xm38) C Fomae Wi(x0,- -, Xm3 €)). (12.2)
Notemos que para todo x € E tenemos
(tl—Aa,x)prg =t({—o,x)p g+ (t —A)(0,xX)E E
=t—-A){l—a,x)prg+A{l—a,x)g g+ (t —A)(Q,X)E E-
Por lo tanto, paracadai=0,...,my (t,£) € (L — 8,1+ ) x Wy (x0,...,Xn; 8) tenemos
[t —0,x) g | = |(t0 — Ao, x)m g |+ (Aot — 0, x5+ E|
<& +8(IA]+ (ot xi)p ) +[(Aa — £,xi)pe .
Nuevamente, dado que |(Aa — £, x;)g+ g| < € para todo i = 0, ...,m, tomando & > 0 tal que
8%+ 3 (|| + [{a,x))p ) < &, Vi=0,...,m,

obtenemos que fiui(?,) € Wg(xo, ...y Xm; €). Por lo tanto (12.2) se verifica y luego fiuie €s continua.
Con esto concluimos que (E*, 0(E*,E)) es efectivamente un e.v.t. real.
Veamos finalmente que (E*, 6(E*,E)) es Hausdorff. Tomemos ¢, ¢, € E* tales que ¢; # ¢». Luego,
existe x € E tal que ¢} (x) # £»(x).
Supongamos sin pérdida de generalidad que ¢;(x) < o < ¢2(x). Luego basta tomar

A= {f €E” | <£ax>E*7E < OC},
Ay ={leE" | ({,x)p- g > O},
conlocual AjNA; =0y l; €Ay y ¢y € Ay. Por lo tanto (E*,6(E*,E)) es Hausdorff.

Observacion Dado que (E*,6(E*,E)) es un e.v.t. Hausdorff, podemos afirmar lo siguiente:
= Los singleton son conjuntos cerrados débiles-x para 6(E*,E).
= Los limites de sucesiones convergentes son Unicos.
= Los compactos para la topologia o (E*, E) (compactos débiles-x) son cerrados débiles-x.
= Si E es de dimensién finita, entonces E* es de dimension finita (Problema 2, Ayudantia 5).
Por lo tanto, o (E*, E) coincide con la topologia débil y fuerte:

o(E*E)=o(E" . E") = 7.
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Convergencia de sucesiones

Notacion Supongamos {¢; }reny € E* es una sucesion que converge respecto a la topologia débil-x
o(E*,E) a ¢ € E*. En tal caso diremos que {/; }xcn converge débilmente a £ en 6(E*,E) y esto lo
denotaremos indistintamente

“{ 2 0 débilmente en o (E* E) ” o simplemente “h 07
No confundir con la convergencia débil en o(E*, E**)!!

Si la sucesidn converge con respecto a la topologia fuerte (topologia de la norma dual), entonces
diremos que {/ }ren converge fuertemente a £ en (E*, || - ||g+) y esto lo denotaremos indistintamente

“{x — { fuertemente en (E*, | - ||g+) ” o simplemente “h—07
Observacién Usando la base de la topologia débil-x o(E*,E), tenemos que £; = # si y s6lo si
Vxo,...,xn €E, Ve >0, Jko €N, talquely € Wy(xo,...,xn:€), Vk>ko
o0 equivalentemente
Vx€E,Ve>0, JkoeN, talque|(ty—0lx)pxg|<e, Vk>ko.

Esto tltimo corresponde a pedir que #;(x) = (¢, x)g+E — (£,x)g+ £ = {(x) en (R, |- |) para todo x € E.
En otras palabras, la convergencia en o (E*,E) corresponde a la convergencia puntual de funciones
lineales.

PROPOSICION 27 Supongamos que (E, || - ||g) es un e.v.n., {¢; }ren € E* es una sucesién y £ € E*.
1. Si ¢, — { fuertemente en (E*, || - ||g+), entonces ¢, = ¢ débilmente en o(E*,E).

Ademds, bajo la hipétesis que (E, || - ||g) es un espacio de Banach tenemos:
2. Sif; = 7 débilmente en o(E*,E), entonces {/; }xc es acotada y ||/|

E* < liminf|\£k| E*.
n——+oo

3. Si {xx}xenw € E es una sucesion tal que x; — Xy 4 X7, entonces Ok, Xi)Er E — <€A,X>E»«,E.
Demostracion 1. Basta notar que si £; — ¢ fuertemente en (E*, || - ||g-), entonces también con-
verge puntualmente.
2. Notemos que la sucesién de funcionales {¢; };ey € E* converge puntualmente a .

Dado que (E,||-|lg) y (R,|-|) son espacios de Banach, por el Teorema de Banach-Steinhaus
tenemos

sup [|€|[gs < +oo y  ||f||gs < liminf|| 6|k
keN ke
3. Notemos que ||x; —%||lg — 0y (¢ — ¢, %)g & — 0. Ademds, para todo k € N tenemos

|, x0)E E — (0, %5 E| < | xk — D)E-E| + | (b — £, 3)p E|

<\l [l — %llg + | (6 — £, %) g+ g

E*

La conclusion vienen entonces de notar que, por el punto anterior, {/; } ey es también acotada.
|
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Compacidad en la topologia débil-«

TEOREMA — Banach-Alaoglu. Supongamos que (E, || - ||g) es un e.v.n. Luego Bg- es un subconjunto
compacto débil-x de E*.

Demostracién Idea de la demostracion:
» Construir y: (Y,.7) — (E*,0(E*,E)) continua con (Y,.7) un espacio topoldgico.
» Escribir Bg = y(K) para algin subconjunto K C 'Y compacto.

Definamos primero la funcién ¢ : E* — RE := H R dada por
x€E

@(l) = {({,X)E* E }xeE> Ve E".

Claramente ¢ es inyectiva (por igualdad de funciones) y por lo tanto ¢ : E* — im(¢) es biyectiva.
Sean Y :=im(¢)y v : Y — E* dada por

() =0 "({{t.x)p EleE) =C  Vy€Ytalquey={({,x)g E}.cE.

Dado que Y C RF (espacio producto), la topologfa natural para considerar en Y es la topologia
traza
T = {AmYe 2 (RF) |Ae®9R}.
x€E
Veamos ahora que y: (Y,.7) — (E*,0(E*,E)) es continua:
Basta probar que W' (Wj(xo,...,xn;€)) € 7 cualquiera sean £ € E*, xo,...,x, €Ey € > 0.
pues los conjuntos de la forma W;(xo, ..., X,,; €) forman una base para la topologia débil-x.
Notemos que

<lﬁ,xi>E*7E —£&< <€,x,~>E*7E < <£A,xi>E*,E+87 VYl e W[f(XQ,...,xm;S).

Esto implica que

ll/_] (W@(xo,...,xm;e)) :(p(le(xo,...,xm;e)) ZH((é,x»E*E—8,<lﬁ,x,’>E*’E+8) X H R.
i=0 x€E\{x0,...,x» }

Por lo tanto y ! (W[;(xo, e Xm 8)) es abierto en la topologia producto, y a posteriori, abierto en

en la topologia 7. o
Definamos K = ¢ (IB%E*) y notemos que dado ¢ € Bg- tenemos

—[lx[lg < (¢,x)g-E < [|X]|ES Vx € E.

Equivalentemente
(6,005 E € [~|xe <[],  VxeE.

En particular, tenemos que

K C TTI=lxlle, lIxlle]-

xcE
Para cada x € E, [—||x||g, ||x||[g] es un subconjunto compacto de R, luego por el Teorema de
Tychonoff,
(H Y,, ® Z) ,  esun espacio topolégico compacto,

x€E xcE
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donde Y, := [—||x||g, ||x||g] y % denota la topologia traza en Y, respecto 7.
Dado que K = ¢ (Bg- ), tenemos que Y(K) = B-.

Luego, para concluir basta ver que K es cerrado en el espacio producto <RE, ® %g) , ya que
x€E
K C H Y,, con este ultimo siendo un compacto de este espacio producto.

x€E
Notemos que

K:(p(IBT;*) = {{yx}er € HYX | Yaj4, = Vx; + V0, VX1,00 €EE; a0 = Ayx, VA ER, VxEE},

x€E

puesto que cada y, = ({,x)g- g para algtn £ € Bg-. Esto implica que K coincide con

M {0 €RY [yt —vn =0 =0} 0 () {{nheer €RF [y — Ay =0} N Yo

x1,%€E AER, xcE xeE

Dado x € E, la proyeccion 7; : (]RE, ® 9R> — (R, 9&) es continua, donde 7z ({yy }+cE) = yz , para
x€E
cada {y,}.cg € RE. En efecto, basta notar que ;' (A) = A x H R para todo A C R. Esto a su vez
xeE\ (%}
implica que, dados x,x;,x; € Ey A € R, las siguiente funciones son también continuas

{Vx}xeE = Sz ({yr}xeE) = Yxj4xa = Vx; T Yro Y {Dntree = 8x,A ({yx}xeE) == yax — Ay,

x€E

y en consecuencia los conjuntos £, 1, ({0}) y g;/]1 ({0}) son cerrados en (RE, ® %R) .

Notemos que
fx_l,lxz ({0}) = {{)’x}er €R" | Yardxo = Yo1 — Y = 0}

gip ({01) = {{s}ack € RE | 32, — Ay, =0}

Por lo tanto K es cerrado en (RE, ® ,%R) , pues corresponde a la interseccidn de conjuntos cerrados

x€E
de ese espacio. |

12.4 Teorema de Hahn-Banach Geométrico

Ahora vamos a presentar una version del Teorema de Hahn-Banach geométrico especializado para
la topologia débil-«. Este resultado nos permitird demostrar de forma sencilla un resultado fundamental
acerca de la densidad de la inyeccién candnica.

12.4.1 Hahn-Banach Geométrico, primera version

Recordemos que el Teorema de Hahn-Banach Geométrico en el espacio E* nos dice que dados
dos conjuntos convexos, disjuntos y no vacios A,B C E*, si A es abierto (fuerte), entonces existe
¢ € E*\ {0} tal que

(@, 00)g~ g <(@.B)g~g, VaecA VBeB.
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Observacion En muchos casos nos gustaria que ¢ = J,, donde J, es un funcional de evaluacién
J:Ef—>R

() = (U O = L),
Sin embargo, bajo el contexto que estamos trabajando no es posible asegurar esto.

Esto se debe a que el hiperplano que separa a A y B es cerrado fuerte, no necesariamente cerrado
débil-*.

TEOREMA — Hahn-Banach Geométrico, primera version topologia o (E* E). Supongamos que
(E,||-||g) es un e.v.n. y que A,B C E* son dos conjuntos convexos, disjuntos y no vacios. Si A es
abierto débil-x, entonces existe x € E\ {0} tal que

<O£,X>E*’E < <ﬁ7x>E*,E; YVa EA, Y B € B.

Demostracion Dado que A C E* es un abierto débil-x, es decir A € o(E*,E), también es un abierto
fuerte en (E*, || - ||g+)-
Por el Teorema de Hahn-Banach Geométrico (primera version), existe ¢ € E**\ {0} y A € R tal
que
(@, 0)p g <A <(@,B)e~p VacA VBeB.

Dado que A es abierto débil-x, sabemos entonces que existen leA Xy,....5inc€E y & > 0 tales

que Wy(Xo, ..., %n;0) C A. Probemos primero que

<A+1—(@, 0 g,  VELEW(To,.. ,%m;0). (12.3)

|<(p7£>E**,E*

Como (@, a)g+ g+ < A paratodo a € A, tenemos (@, () g+ g+ < A + 1 paratodo £ € Wy(Xo, . . ., Xm; 5).
Ademds, si ¢ € W(Xo,...,%n;0) entonces 20 — £ € Wy(Xo, ..., %,;0) y por tanto,

(0,20 — g g <A+1,  VLEWy(Fo,...,%m6),
de donde deducimos que
(@,0)gepr —A—1< (@ l—0)go g <A+1— (0,0 )p g+, V€€ Wi(Xo,...,%m: 6).

Notando que Wj(%o,. .., %m;8) = £+ Wo(%o,- .., %m;5), pues (E*,6(E*,E)) es un e.v.t., obtenemos
(12.3).
Veamos ahora que ¢ : (E*,6(E*,E)) — (R, Z&) es continua.

Dado que ¢ es lineal, tenemos que

o) =o(l)+@(t—10), VIILcE".

Luego, por composicion y dlgebra de funciones continuas, basta probar que ¢ es continua en £ = 0.
Es decir, debemos demostrar que dado € > 0, existen xo,...,x, € Ey é > 0 tales que

‘<§07€>E**,E*| <E, VKEWO(Xo,...,xm;S).

Dado que 0 € Wy(Xo, . .., %m; 8), por (12.3) tenemos que Ag = A + 1 — <(p,£ﬁ>E**,E* > 0.
Sea € > 0. Notemos que (12.3) se puede escribir de la siguiente forma

t
(p7 €>
|< AO E**7E*

<E, VEEW()()EQ,...,X,”;S).
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£

Ao

Definamos ¢y = —¥. Notemos que para todo i = 0,...,m tenemos

- 8 A{)
(6,5 g| <0 <= <g, Xi>
)'O € E*E

con lo cual

EEW()(XQ,...,)fm;5) < E()EW()(Xo,...,xm;S),

en donde x; = 280)?[ paratodoi=0,...,m.

Por lo tanto, considerando las definiciones previas y 8 = §, obtenemos

|<(p,fo>E**,E* <E, Vil € Wo(X(),...,xm;5).

Esto implica que ¢ : (E*,6(E*,E)) — (R, &) es continua en ¢ = 0, y a posteriori, continua.
Veamos ahora que ¢ es efectivamente un funcional de evaluacién.
Dado que ¢ : (E*,6(E*,E)) — (R, &) es continua en ¢ = 0, existen xo,...,x, € Ey & > 0 tales
que
|<‘P;£>E**,E*’ <1, VﬁEWo(Xo,...,xm;S).

Notemos que si (¢,x;)g+ g = 0 para todo i = 0,...,m, entonces |(@,{)g~ g-| < A para cualquier
A > 0. En efecto, dado A > 0 tenemos que %E € Wo(xo,...,%m;€), con lo cual | (@, %E)E**E*] <1.
En particular, podemos deducir que

<€7xi>E*,E :07 VZ:(),’m — <(p7£>E**,E* :O

Finalmente, gracias al Lema 2 (que probaremos a continuacion), existen Ay, ..., A, € R tales que si
X =Y",Aix;, entonces tenemos

<(P,€>E**,E* - Zli<€,x,~>E*7E = <£, Z/lixi> = <JX7E>E**,E* W24 € E*. [ |
i=0 i=0

LEMA 2 Supongamos que F es un espacio vectorial y ¢, ¢y, ..., ¢, : F — R son funciones lineales. Si
la condicién:
0i(y)=0, Vi=0,....m = o¢(y)=0

m
se cumple, entonces existen A, ..., 4, € R tales que ¢ = Z Ai@;.
i=0
Demostracién Sea ¥ : F — R™*2 dada por

lP(V):((p(v)v%(v)v""¢m(v))7 VveF.

Por hipétesis, tenemos al vector (1,0,...,0) € R™*! no pertenece a ¥(F). Ahora bien, ¥ es lineal, y
por lo tanto W (F) es convexo. Luego, por el Teorema de Hahn-Banach geométrico (segunda version)
en R”*! tenemos que existe 1 € R”*! conn # 0 tal que 1 = (A, Mo, - .., M)

A <AeW)+ Y me(v), VveF.
i=0
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Evaluando en v = 0, tenemos que 7] < 0. Reescalando entonces podemos asumir que f) = —1.
Por otro lado evaluandoen v =tvconvEFyt € R,

—-1< énm(rv) —@(tv) =t (inm(v) - w(v)) :

como 7 € R es libre, entonces necesariamente Y, 1;¢;(v) = ¢(v). De otra forma, obtenemos una
contradiccion tomando

1
Yomiei(v) —e(v)
Para concluir, basta tomar A; = 7, para todo i = 0,...,m.

Hahn-Banach Geométrico, segunda version

TEOREMA — Hahn-Banach Geométrico, segunda version topologia o (E*,E). Supongamos que
(E, || |lg) es un e.v.n. y que A,B C E* son dos conjuntos convexos, disjuntos y no vacios. Si A es
compacto débil- y B es cerrado débil-*, entonces existen x € E\ {0} y A € R tales que

sup{e, x)p g < A < inf (B, x)p k-
acA BeB ’

Demostracion Notemos que si E*\ (B — A) fuese abierto débil-x, dado que O ¢ B—A pues ANB =0,
existirian xo, ..., x, € Ey € > 0 tales que

W()()CO, e ,xm;S) N (B—A) =0.

Claramente V := Wy(x1,...,x,;€) y B—A son conjuntos convexos de E*, pues A y B 1o son.
Luego por el Teorema de Hahn-Banach en o (E*,E) (primera versién) existiria x € E\ {0} tal que

<€ax>E*,ES <B_a7x>E*,E, \V/EEV, V(XEA, vﬁ € B, (124)

Dado que V es abierto débil-x, en particular es abierto fuerte, entonces existe r > 0 tal que Bg- (0,r) CV,
(pues 0 € V) y por lo tanto, usando el hecho que V' es un conjunto simétrico, de (12.4), tendriamos que

r||x||E = sup |<€,x>E»«7E\ < <B — Ot,x)E*’E YVaecA, VB eB.

lI¢llg<r

Finalmente, tomando supremo sobre los & € A y luego infimo sobre los 8 € B, obtendriamos

sup (o, x)g- g < sup(o,x)g- g+ r||x||g < inf (B,x)g- g, YacA VB eB.
acA ' acA BeB

Para concluir probaremos que E*\ (B — A) es abierto débil-*.

Fijemos ? ¢ B— A arbitrario. En particular, para cualquier & € A, tenemos {+ o ¢ B, o bien,
/+ oo € E*\ B. Dado que E*\ B es abierto débil-x y (E*, 6(E*,E)) es un e.v.t., para todo o € A, existe
W (o) una vecindad débil-x de ¢ = 0, tal que

{+a+W(a) CE*\B.
Sin pérdida de generalidad, podemos tomar W () de la forma usual

W(et) =Wy (x§,... x5 &), conxg,...,xy EEyeq>0.
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1
Notemos que A C U o+ =W (a), luego como A es compacto débil-x, existen ..., o, € A tales

acA
que

n
i=1
n
Veamos ahora que V := W +/, con W := % ﬂ ), satisface la condicion VN (B—A) = 0.

Notemos primero que W es abierto debll-* y contiene al cero. Argumentemos por contradiccion.
Supongamos que existe w € W tal que w+ ¢ € B — A, es decir, existe ¢ € A tal que w+{+ a € B.
Luego, para algin i € {1,...,n} tendriamos que o € @; + %W(ai), y por lo tanto

- ~ 1 1 ~
w+l+ael+ EW((X[)—FOCI'—FEW((X[) Cl+ (X[—FW(OC,‘) C E*\B.
En consecuencia, VN (B—A) =0, y por lo tanto E*\ (B—A) es abierto débil-x. [ |

Densidad de la inyeccién canénica

Ahora nos enfocaremos en demostrar un resultado fundamental acerca de la densidad de la inyeccién
candnica. Para esto, primero necesitamos ver el siguiente lema.

o(E*E)

LEMA 3 Si (E,||-||g) es un e.v.n. y A C E* es un conjunto convexo, entonces A es también

convexo.

A°EE) y A €[0,1]. Debemos probar que

Demostracion Sean £1,/, € S :=
=M +(1=L) ES.
Es suficiente probar que para cualquier xo,...,x, € Ey & > 0, tenemos
W (x0,...,xm3€) NA # 0.
Como ¢1,¢, € S, existen hy,hy € A tales que, para cada i = 1,2, tenemos
hi € Wy, (x0,. .., Xm;€) NA.
Luego, como A es convexo y Wy, (xo, . .., Xm; €) = £i +Wo(xo, ..., Xm; €) para cada para i = 1,2, tenemos
Ahi+(1—=2)h €Ay Ahy+(1—A)hy € 0+ AWo(x0, ..., xm:€) + (1 — L) Wo (X0, - - -, X €).
Finalmente, obtenemos el resultado buscado notando que Wz (X, - - - ;X3 €) = £* 4+ Wo (X0, - - -, X3 €) Y

AWo (X0, - .-y Xm3 €) + (1 — A)Wo(x0, - - -, Xms €) C Wo (X0, -+, Xm3 €).

LEmA — Goldstine. Supongamos que (E, || -||g) es un e.v.n. Luego,

7@ By
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Demostracion Recordemos que ||J||g=+ = ||x||g para todo x € E. En particular, tenemos que

J (Br) C B

Gracias al Teorema de Banach-Alaoglu, Bg«+ es compacto débil-«, y en particular, cerrado débil-x
G(E**E*)

en E**. Luego tenemos J (E) C Bgs++.
_  ———C(E"E
Supongamos por contradiccién que existe @ € By« \ J (IB%E) ( ) y denotemos por
——c(E*™E*)
S:=J (BE)

Notemos primero que {@} C E** es compacto débil-x, convexo y no vacio. Por otro lado, S es
cerrado débil-x y no vacio. Ademas, por el Lema 3 también tenemos que S se convexo, entonces por el
Teorema de Hahn-Banach para la topologia débil-+ (segunda versién) en E**, existen f e E* y A € R
tales que

sup <]x7£>E**7E* <A< <§07£>E**,E*7 Vx € E

[xlle<1

Notando que

[€le = sup ({,x)p-g= sup (Jy,O)g=g Yy (@,0)E=E <[ g

[xle<1 [xe<1

£ < A < ||¢||g+, lo que es absurdo. [ |

g~ < 1, obtenemos ||/

pues ||






Ahora vamos a introducir la nocién de espacios reflexivos y estudiaremos su relacién con la
compacidad en la topologia débil

DEFINICION Diremos que un e.v.n. (E, || - [|g) es reflexivo si la inyeccién canénica es sobreyectiva, i.e.
J(E) = E**:
Vo € E*, 3x € E tal que ¢ = J,.

Observacion
= En general, si E es reflexivo, entonces uno identifica E** con E.
= Si E** 2 E entonces E no es necesariamente reflexivo, la isometria debe ser la inyeccion canénica.
» Todo espacio reflexivo es un espacio de Banach:
* Si {x }xen C E es una sucesion de Cauchy, entonces {Jy, }reny € E** es una sucesion de
Cauchy.
» Dado (E*,|| - |lg=) es siempre un espacio de Banach, existe ¢ € E** tal que J,, — ¢
(fuertemente).
* Si E es reflexivo, existe x € E tal que ¢ = J,.
* Dado que ||x; —x||g = ||Jx, — Jx||g= para todo k € N, tenemos que x; — x (fuertemente).

Antes de continua, veamos algunas propiedades de continuidad de la inyeccion candnica, que no
serdn de utilidad mds adelante.

PrROPOSICION 28 Supongamos que (E, || -||g) es une.v.n. Luego, J : (E,o(E,E*)) — (E**,c(E**,E*))
es continua. Si ademés (E, || - ||g) es reflexivo, entonces J~! : (E**, 6(E**,E*)) — (E, o (E,E*)) es
continua.

Demostracién Notemos que dado % € E, £y, ..., ¢, € E*y € > 0, tenemos

J_l(WJ(X) (51, s ,Km;E)) = Vx(ﬁl, . ,Em;e).
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En efecto, basta notar que
m
T Wy (o i) = (I~ Ho € E7 [ [{@ — Jz, li)p 5| < €}
i=0
y que para cada i =0, ...,m tenemos

J_l{(p c E* | |((p—Jx,€i>E**,E*| < 8} = {X cE ‘ ‘(Jx_JXa£i>E**,E* < 8}
={xeE||{lix—%)g-g| < €}

Luego, como Vi(¢y,...,¢y,;€) es una vecindad abierta débil de X, obtenemos la continuidad de la
inyeccion candnica J.
Por otro lado, si (E, || - ||g) es reflexivo, entonces tenemos

I (Valo, . b3 €)) =T (Va(lr, . b3 €)) = Wy (L1, -+ 3 ).

También, dado ¢ € E**, existe x € E tal que ¢ = J(X).
Como Wi (61, ,4m;€) es una vecindad abierto débil-x de @, obtenemos la continuidad de la
inversa de la inyeccion candnica. |

Compacidad débil en espacios reflexivos

TEOREMA — Kakutani. Une.v.n. (E, | - ||g) es reflexivo si y sélo si Bg es compacto para la topologia
débil o (E,E¥).

Demostracién Supongamos primero que (E, || - ||g) es reflexivo. Gracias al Teorema de Banach-
Alaoglu, Bg: es compacto débil—x en E** (en la topologia o (E**,E*)).
Ademds como J es una isometria tenemos que

J ' (Bg~) = Bg.

Por la Proposicién 28, tenemos que J ! : (E**,6(E**,E*)) — (E, o (E,E*)) es continua. Luego B, es
compacto en (E, o (E,E*)), es decir, es compacto débil.

Supongamos ahora que By es compacto débil en (E, c(E,E*)). Por la Proposicion 28, tenemos que
J:(E,0(E,E*)) — (E**,0(E*,E*)) es continua. Luego J (Bg) es compacto débil-x, en particular es
cerrado débil-x en o (E**,E*). En consecuencia, por el Lema de Goldstine, tenemos

_ — 6(E* EY)
J(Bg) = J(Bg) — Bp-.

A partir de esto podemos, por homotecia, concluir que J(E) = E**, es decir, E es reflexivo.
|
Veamos ahora algunas consecuencias de este resultado.

CoroLARrRIO 11 Supongamos que (E,|| - ||g) es reflexivo y que K C E es un subconjunto cerrado
(fuerte), convexo y acotado. Entonces K es compacto débil en o(E,E*).

Demostracion K es cerrado fuerte y convexo, entonces K es cerrado débil en o (E, E*).Por otro lado,
dado que K es acotado, existe r > 0 tal que K C Bg(0,r). Por el Teorema de Kakutani, Bg(0,r) es
compacto débil. Luego, necesariamente K es compacto débil. |
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CoroLARIO 12 Supongamos que (E, || -||g) es reflexivo y M C E es un s.e.v. cerrado. Luego, (M, || - [|g)
es reflexivo.

Demostracion Por el Teorema de Kakutani, basta ver que By =BrNM es compacto débil en
o (M, M"). Para esto, notemos primero que la topologia débil (M, M*) es la topologia traza en M
asociada a o(E,E*). Fijemos x € M y € > 0.
» SeaV={xcE||{{i,x—%)g-g| <&Vi=0,...,m} € o(E,E*) con ly,... 0, € E*.
Claramente, cada ¢;|yy € M*, luego tenemos que
VM ={xeM||{liy,x—X)mm| <€, Vi=0,....m} € c(M,M").
Dado que V es un elemento arbitrario de la base de 6(E,E*), concluimos que
o(E,E)|y Co(M,M").
» SeaVM ={xeM||{lj,x—X)ym| <€, Vi=0,...,m} € oc(M,M*), con ly,..., 0y, EM".
Por el Corolario 3, para cada i = 0,...,m, existe ¢; € E* tal que ¢;|5; = ¢;. Por lo tanto,
VM = {xcE||({j,x—X)p-g| <€&Vi=0,...,m}NM € 6(E,E*)|y.
Dado que VM es un elemento arbitrario de la base de o (M, M*), tenemos que
oc(M,M") C o(E,E")|um.

Dado que E es reflexivo, entonces Bg es compacto para la topologia débil o(E,E*). Notemos
también que M es cerrado débil pues M es cerrado fuerte y convexo. Luego, dado que By, = Bg N M,
tenemos que By, es cerrado débil en o(E,E*). Por lo tanto By, es compacto débil en o(E,E*), y en
consecuencia, compacto débil en o(M,M*), |

CoRrOLARIO 13 Supongamos que (E, || - ||g) es un espacio de Banach. Luego E es reflexivo si y sélo si
E* es reflexivo.

Demostracién Supongamos primero que E es reflexivo, y veamos que dado & € E***, existe £ € E*
tal que
(€. @)p g~ = (9. O)p=g, VpeEE™
Definamos ¢(x) := (§,J(x))g+ g+ para todo x € E. Claramente, ¢ : E — R es lineal.
Notemos ademds ¢ € E*, pues es un operador acotado pues:

()] =[G, T (X)) s | < (IS N[ 1 () [+ = [

Finalmente, dado ¢ € E**, existe x € E tal que ¢ = J(x), pues E es reflexivo, y en consecuencia

(&, )Ew = (8, (X)) p+ B = (£, X)p £ = (J(x), O) = B = (@, £)p+ -

Supongamos ahora que E* es reflexivo. Por la parte anterior, tenemos que E** es también refle-
xivo.Como E es un espacio de Banach, tenemos que M := J(E) es un s.e.v. cerrado (fuerte) de E**.
Luego, por el Corolario 12, tenemos que M es un espacio reflexivo.

Sea L : M — E definido por L(y) = x tal que J(x) =y para todo y € M = J(E). No es dificil ver
que L es un operador lineal, biyectivo y acotado (respecto a la norma || - ||g= en M C E**). De hecho es
una isometria:

Er £ || %] | E, Vx € E.

LW = [Ixe = V@)l = lIylle~>  VyeM.
Gracias a la Proposicién 24, L: (M,c(M,M*)) — (E,c(E,E*)) es una funcién continua. Combi-
nando esto con el Teorema de Kakutani, tenemos que L(Bj;) es compacto débil en o(E,E*).

Dado que L(B);) = Bg, usando nuevamente el Teorema de Kakutani, deducimos que E es reflexivo.
[
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Aplicaciéon en Optimizacion

Ahora veremos algunas consecuencias respecto a la existencia de soluciones éptimas de problemas
de optimizacion. Un concepto que juega un rol fundamente en este caso es el se semicontinuidad
inferior.

DEFINICION  Supongamos que (X,.7) es un e.t., diremos que una funcién f : X — R es semicontinua
inferior (s.c.i.) para la topologia .7 si epi(f) = {(x,5) € X xR | f(x) < s} escerradoen (X xR,.7 ®
TR).

Figura 13.1: Ejemplo de una funcién s.c.i.

PrOPOSICION 29 Supongamos que (X,.7) une.t.y f: X — R es una funcién dada. Luego, son
equivalentes:
(1) f es s.c.i. para la topologia 7.
(i) Vy € R, el conjunto I'y(f) := {x € X| f(x) <y} escerradoen .7.
(iil) Vx € X, f(x) <liminff(y) := sup inf f(y)
yox Ac. (x) YEA
Demostracion
» (i) = (ii) Como I')(f) x {y} se puede escribir como la interseccién de epi(f) con X x {7},
deducimos que I'y(f) x {7} es cerrado en X x R, y de aqui que I'y(f) es cerrado.
» (ii) = (iii) Dados x € X'y 7 € (—oo, f(x)), tenemos que A :=E\I'y(f) = {y € X| f(y) > v}
es una vecindad (abierta) de x por (ii). De este modo y < liminf,_,, f(y).
Como lo anterior es valido para todo y < f(x), hacemos Y — f(x) y concluimos el resultado.
» (iii) = (i) Tomemos (x,A) ¢ epi(f), es decir, A < f(x). Consideremos y € R tal que A < y <
f()

Por (iii), usando la definicién del supremo tenemos que existe A € .4 (x) tal que y < 1’n£ fy).
ye

En consecuencia, para todo y € A, tenemos que f(y) > ¥, y por lo tanto, (y,y) ¢ epi(f).

Sigue que A X (—o0,7) y epi(f) son disjuntos, y como A x (—eo,¥) € A ((x,1)) en la topologia

T ® Tr,

concluimos que X\ epi(f) es abierto, y por lo tanto epi(f) es cerrado.
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DEFINICION Supongamos que X C E es un conjunto convexo. Diremos que una funcién f : X — R es
convexa si

fAx+(1=A)y) SAfx)+(1=A)f(y),  VxyeX, A €[0,1].
Observacion Notemos que f : X — R es convexa si y sélo si epi(f) es un convexo de E x R.

PropPOsICION 30 Supongamos que (E, | - ||g) es un e.v.n., X C E es un conjunto convexoy f: X — R
es una funcion convexa. Si f es s.c.i. para la topologia fuerte, entonces f es s.c.i. para la topologia débil
o(E,E").

Demostracion Notemos que epi(f) es un conjunto convexo y cerrado fuerte en el e.v.n. producto
(EXR,||-|[exr). En consecuencia, epi(f) es cerrado débil en o(E x R, (E x R)*). Luego, epi(f) es
cerrado en la topologia producto ¢ (E,E*) ® &, y por lo tanto, s.c.i. en 6(E,E*). [ |

La funcion x — ||x||g es continua en (E, || - ||g) y convexa, luego es s.c.i. en o(E,E*).

TEOREMA — Weierstrass-Hilbert-Tonelli. Supongamos que (E, || - ||g) es un espacio reflexivo y que
A CE es un cerrado (fuerte), convexo y no vacio. Supongamos que f : E — R es una funcién convexa
s.c.i para la topologia fuerte. Si existe xo € A tal que Af(xo) es acotado, donde

Af(xo) :=={x€A| f(x) < f(x0)},

entonces existe X € A tal que f(X) < f(x) para todo x € A.

Demostracién Notemos primero que pra concluir bastard probar que

M {xeAr(x)] f(x) <y} #£0.

y>infa(f)

Si fuese el caso, existirfa X € A¢(xo) tal que f(X) < y para todo y > infs(f). Luego, si y — infs(f)
obtenemos f(X) < infs(f) y por lo tanto, f(X) < f(x) para todo x € A.

Veamos que Af(xg) compacto débil en o(E,E*). No es dificil ver que A(xp) es un conjunto
convexo y no vacio. Ademads

Ar(xo) x {f(x0)} = epi(f) N (A x{f(x0)})-

Por lo tanto, A r(xo) es cerrado fuerte, pues f : E — R es s.c.i para la topologia fuerte. Por otro lado,
como A f(xo) es acotado, usando Corolario 11, deducimos que A f(xo) es compacto débil.
Supongamos ahora por contradiccién que

() {x€Ar(x) | flx) <y}=0,

y>infa (f)

o equivalentemente, para todo x € A ¢(xp), existe y > inf4 (f) tal que f(x) > 7. Esto implica que

Axo) € | {x€E| £() > 7hNAs(x0).
y>infs(f)

Por las Proposicién 29 y Proposicion 30, tenemos que los siguiente conjuntos son abiertos débiles:

{xeE| f(x) >7v},  VyeR
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Dado que A ¢(xo) es compacto débil, existen ¥i,..., ¥, > inf4(f) tales que

f(x) > min y,-}.

i=1,...m

Ap(r0) € U € Agmo) | £x) > 3} = { € As()

i=1

ocurrir, puesto si no obtendriamos

{ = f > min ¥ > fnf f(x).
inf f(x) xeir}fxo)f (x) = min v > inf f (x)
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| 14. Espacios separables y metrizabilidad b

En esta parte estudiaremos la nocién de separabilidad y su relacién con la compacidad secuencial
de las topologias débiles. La relevancia de esto recae en la siguiente observacion

Observacion Si (IB%E*, o(EYE) |@) fuese un espacio topoldgico metrizable, entonces

Teorema de Banach-Alaoglu = Bg- es secuencialmente compacto débil-x

Luego, toda sucesion {¢ ey C E* acotada, tendria una subsucesion débilmente convergente en
o(E*,E). Similarmente, si (E, || - ||g) fuese un espacio reflexivo y (E, O'(E,E*)|E) fuese metrizable,
entonces

Teorema de Kakutani = Bg es secuencialmente compacto débil

Esto implicaria que toda sucesion {x; }reny C E acotada, tendria una subsucesion que converge débil-
mente en ¢ (E,E*).

ProprosiciON 31 Si (E,||-||g) es un e.v.n. separable, entonces (]BT;*, G(E*,E)|@> es un e.v.t. metri-
zable.

Demostracién Primero vamos a construir una norma en E* y a partir de eso una métrica apropiada.
Dado que E es separable, existe F C E numerable y denso (respecto a la topologia fuerte) en E. Luego,
existe una sucesion {x; }reny € Bg densa en Bg.

Definamos N : E* — R via la férmula:

R
N =Y, F|<£axk>E*,E|, Ve e E*.
k=0
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Notemos que por definicion N(0) =0y N(¢) > 0 para todo ¢ € E*. Ademés N(¢) € R, pues

oo 1
N(f)SI;)WHf e [lxl[e < [[¢]|e-

Notemos también que si N(¢) = 0, entonces (¢, x)g+ g = 0 para todo k € N. Luego, por densidad,
para todo x € Bg, tenemos (¢,x)g+ g = 0 con lo cual £ = 0.
Finalmente, es fécil ver que N es una norma en E* pues para todo ¢1,¢,,¢/ € E* y A € R tenemos

moq
Z WK& + 0o, x5 k| <N(l)+N(lr), VmeN
k=0
y
UL | noo]
‘A’I;)WK&)COE*E’ :];)W|<)L£7Xk>E*E” Vm € N.

Definamos ahora la métrica d (¢, ;) := N(¢; — £;). Veamos que la topologia inducida por la métrica
4 coincide con la topologia traza o (E*, E) |5 - en Bg-.
» Sealc Bg yvests (@ para la topologia débil-*, debemos probar que existe r > 0 tal que

{¢€Bg | d(¢,0) <r} CVNBg-.

Usando la base para o(E*,E), existen yo,...,y, € Bg y € > 0 tales que W;(yo,---,Ym:€) C V.
Dado que {x; }ren es densa en Bg, tenemos que para cada i = 0,...,m; existe k; € N tal que

£
[lyi — %k, [[E < T

Notemos que dados £ € Bg- e i € {0,...,m}, tenemos
’<£_éa)’i>E*,E‘ < ‘<£_éayi_xk,~>E*,E‘ + (0= 0,x1, ) g
, 1 A
< 2lyi —xi lg + 28 5 [0 — 4, ) -

2k1+1

Tomando r < £ - 2"% paratodo i =0,...,m, tenemos que si d (¢ ,@ < r entonces

? £ £ &
|(¢—2,yi)E-E| < 54-2]"'“03(6,@ <5ty =¢

d(0,0) <r} C W;(0,- - -, Ym;€) NBg- , y por lo tanto

A partir esto obtenemos {£ € Bg-

o(E"B)l5- C .

Ju— 1
= Sea ahora ¢ € Bg+ y r > 0. Afirmamos que si m € N es tal que o < % entonces

Wi (%0, 3 ) B € {0 € B | d(t,) <7},
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Basta notar que, dado que {x; }xen € Bg, para todo £ € Bg: tenemos

o1 A RE | A
A0 =X el =L+ T splt=lue sl

k=m+1
mooq A =
<) serl—LxdeEl+2 ), ooy
k=0 k=m+1

WA | A 1
= k;)WW—&xQE*,ﬂ T om

| A r
< ,;)W‘w_&ka*’ﬂ + 5

Luego, si ademds £ € W; (xo,...,xn; 5 ), tenemos que d(¢,7) < r. Por lo tanto
J4 C o(EE)[5

Lo que prueba finalmente el resultado.
[

De forma similar se puede probar el siguiente resultado.

ProposICION 32 Si (E,||-||g) esune.v.n. tal que (E*, || -|
es un e.v.t. metrizable.

g+ ) es separable, entonces (IBTE, o(E,E¥) |E)

Demostracion Dado que E* es separable, podemos tomar {/¢; };cn densa en B y definir la norma

Foo 1
N(x) = ZW‘<£k’x>E*7E|’ VxeE.
k=0

Usando los mismos argumentos de la proposicién 31 y la base de vecindades correspondiente, se
concluye.
|

Compacidad secuencial débil-«

TEOREMA — Teorema de Banach-Alaoglu secuencial. Supongamos que (E, || -||g) es un e.v.n.
separable y {/x }xcn es una sucesion acotada en E*. Luego existe una subsucesion {/;; } jcy que converge
débilmente en o(E*,E)

Demostracion Sin pérdida de generalidad, supongamos que ||/;||g+ < 1, para todo k € N. Por el
Teorema de Banach-Alaoglu, sabemos que Bg- es compacta para la topologia débil-x o (E*,E). Gracias

a la Proposicién 31, tenemos (IB%E»« , 6(E*,E)|@> es metrizable y la conclusién se sigue.
[

Veamos ahora algunas consecuencias de este importante resultado.

CoroLARIO 14 Supongamos que (E, || - ||g) es un e.v.n. separable y que K C E* es un conjunto cerrado
débil-x y no vacio. Luego, K tiene un elemento de norma minima: existe £ € K tal que

1|g < ||¢lg-s,  VEEK.
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Demostracion Dado que K es no vacio, existe {/; }reny € K tal que

lim ||6]|g = o0 == inf {||¢]|g- | £ € K}.
k—r+oo

La sucesion {/; }ren es acotada, luego tiene una subsucesion que converge débilmente en 6(E*,E).
Denotemos la subsucesién de la misma forma y sea { € E* su limite débil-x. Como K C E* es un
conjunto cerrado débil-x, tenemos que lek.

Finalmente, como /¢ N EA, tenemos que

o < |[]le: <liminf||f]|e- = o
k——+oo

|
El corolario anterior puede ser aplicado para estudiar la compacidad secuencial débil-x en L.

CoRroLARIO 15 Supongamos que (Q, .7, 1) es un espacio de medida o-finita y que { f; }ren es una
sucesi6n que acotada en (L5 (Q), || - [|1=). Luego existe fe L;;(Q) y una subsucesién {f, } jen tal que

/ka,.g dy — /Qfg du,  VgeLl(Q).

oo

Demostracién Recordemos que (LL(Q), [ 1lp)* = (L

puede calcular como

(Q), ]| |lz=) vy que el producto dualidad se

8oy = [ fedn.  VfELF(Q), g€ LL(@)

Finalmente, dado que (L‘li (Q), |- |lz1) es separable (ayudantia), obtenemos el resultado. [

Compacidad secuencial débil

TeEOREMA — Compacidad secuencial débil. Supongamos que (E, || - ||g) es un espacio reflexivo y
{x }ren es una sucesion acotada en E. Luego existe una subsucesion {xkj} jen que converge débilmente
en o(E,E¥).

Demostracion Supongamos primero que (E*,|| - |g+) es separable. Notemos que {J(xz) }ren €s una
sucesion acotada en E**.

Por el Teorema de Banach-Alaoglu secuencial, existen ¢ € E**y {J(x;) } jen tal que J(xy;) BNy
débilmente en o (E**,E*):

<J(x’<j)7£>E**7E* — (@, L)g E* V¢ e EF.
Dado que E es reflexivo, J(X) = @ para algin £ € E. Por lo tanto tenemos
(e ek = (), O g — (J(E), Ope g = (6D E E-

En otras palabras, x;; — X débilmente en o (E,E*).

Veamos ahora el caso general. Definamos My = ({xx }ren) y M = My (cerradura respecto a la
topologia fuerte). Notemos primero que (M, || - ||g) es un espacio reflexivo (Corolario 12). Ademas,
por construccién {x; }ren es también una sucesion acotada en M. Luego, para concluir basta ver que
(M*,]| - ||m+) es separable (y utilizar el punto precedente).
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Supongamos, sin pérdida de generalidad, que {x; }ren C Bys. Notemos que (M, | - ||g) es un e.v.n.
separable, ya que ({x }xen)q es denso en M. Luego, como (M, || - [|g) es reflexivo, (M**, || - ||+ ) es
separable pues M = M**.

., - 1
Sea { @k }renw € M™* una sucesion densa en M**. Dado k € N, tomemos ¢, € Bg- tal que 3 | ok |l <

(O, ) E - < ||@x||g=. Definamos Ly = ({{x}ren)q. Notemos que Ly es numerable y denso en
L := ({{x}ren). Para concluir, veamos que L es denso en (M*,|| - ||a+)-

Supongamos por contradiccién que esto no es asi. Por el Corolario 7, debe existir ¢ € M**\ {0} tal
que

(@, 0)p~ g =0, VIEL.

Dado € > 0, podemos encontrar m € N tal que ||¢ — @, ||g+~ < € (por densidad) y por lo tanto

1
EH‘Pm”E** < <(Pm7€m>E**.,E* = <(Pm - (Pa€m>E**,E* < H‘Pm_ (PHE**HemHE* <E.

En consecuencia,

@lle= < 10— @mlle + || @mlle-~ < 3.

Dado que € > 0 es arbitrario, concluimos que ¢ = 0 y obtenemos una contradiccién. Luego, L es denso
en M* y por lo tanto (M*, || - ||+ ) es separable. -

El resultado anterior se puede extender a cualquier sucesién que esté contenida en un conjunto
compacto débil.

TEOREMA — Eberlein-Smulian. Supongamos que (E, || - |g) es un e.v.n separable, A C E es dado y
{xx }renw € A es una sucesion.

$i X =A%)
te.

es compacto débil, entonces {x; }xen tiene una subsucesién débilmente convergen-

Demostracion Primero, notemos que X es un conjunto acotado, pues dado que X es compacto débil,
tenemos que

—co < min/(y) <|(4,x)g- g| = méx{(y) < oo, VxeX, L€ E".
yeX yeX

Esto implica que, para cada ¢ € E*, existe ¢, € R tal que sup |(Jy, {)g= g+| < ¢. Luego, por el Teorema
xeX

S
de Banach-Steinhaus tenemos que sup ||x||g = sup ||Jx||g+~ < +oo.

xeX xeX
Dado que X es acotado, asumamos sin perdida de generalidad, X C Bg.

Ahora bien, como (E, || - |g) es separable, (IB%T;*,G(E*,EHE) es metrizable, gracias a la Pro-

posicion 31. En consecuencia, por el Teorema de Banach-Alaoglu, (IB%E*, G(E*,E)|®> es un e.m.
compacto.
Afirmamos que existe conjunto denso numerable en Bg- respecto a la topologia o (E*,E)|BE*.

my
— 1
En efecto, dado k € N, existen E’f, . ,ﬁljnk € Bg+ tal que By C UIBd (Ef.‘, 2k> Luego el conjunto
i=1

U {Elf yeen ,Eﬁ%} es numerable y denso en Bg- para la topologia débil-x.
keN
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Sea {{x}ren un conjunto denso en Bg- para la topologia 6 (E*, E)|5_—. Repitiendo los argumentos
usados para demostrar la Proposicién 32, con la métrica

—+oco

,\ 1
d('x7y):ZW|<£ka-x_y>E*7E‘7 anyexa
k=0

tenemos que (IBTE, G(E,E*)|E) es metrizable.

Finalmente, dado que X es compacto débil y X C Bg, concluimos que X es secuencialmente
compacto. |

Observacién En el Teorema de Eberlein-Smulian no es necesaria asumir que (E, || - ||g) es un e.v.n
separable, pues uno puede hacer el mismo andlisis con M = ({xy }ren) en vez de E y {x; }ren en vez
de A:

= Notemos que M es cerrado débil de E (pues M es convexo).

» Luego, XN M es compacto débil en o(E,E*).

» Recordemos que 6(M,M*) = o(E,E*)|y (Demostracion Corolario 12).

= En consecuencia, XNM es compacto débil o(M,M*).
(E7E*)

———OG(EE
= Dado que {xk}keNG C XN M, tenemos que {xk}keNG( D s compacto débil en o (M, M*).



Abhora estudiaremos la nocién de espacios uniformemente convexos y veremos como se relaciona
con la reflexividad de un espacio. Usando esta nocién probaremos que los espacios de Hilbert y L” con
p € (1,400) son reflexivos.

DEFINICION Diremos que un e.v.n. (E, || - ||g) es uniformemente convexo si para todo € € (0,2] existe
6 > 0 tal que
x+y

1_
2<8

E

Vxy€eBg, [xr—ye>e =

Observacion

» Esta propiedad implica que la esfera unitaria Sg = {x € E | ||x||g = 1}) no puede contener
segmentos.

= (R™ - ]1) y (R",]-]|~) NO son uniformemente convexos, pero si lo son (R",]| - ||,) con p €
(1,400).

» Silanorma || - | proviene de un producto interno, entonces (E, || - ||g) es uniformemente convexo.
Esto se debe a que la identidad del paralelogramo es valida:

2 2

, Vux,y€E.
E

Aty
2

XY
2

1 1
= S+ 5 -

Si ||x||g, [[y||e < 1, con ||x—y||g > €, entonces

2 2 4 2
£ e € 1,
<l1-Z<1-S 4 =(1-=-¢€*),
E 4 4+64 ( 8 )

x+y|?

2

1 1
con lo cual basta tomar § = §82 yaque £ <2 < /8, yconesto 1 — §82 >0.
En particular, todo espacio de Hilbert es uniformemente convexo.
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ProOPOSICION 33 Supongamos que (E, || - ||g) es un espacio uniformemente convexo y que {x¢ },en es
una sucesion que converge débilmente en o(E,E*) a algiin ¥ € E. Luego

limsup ||x||g < ||%]|le = xx — x fuertemente en (E, || - ||g).

n—r+oo
Observacion Recordemos que si x; — X débilmente en o(E,E*) entonces || X||g < liminf ||xk||e- En
n—s oo
particular, esta proposicién dice que si xy — Xy ||x¢||g — ||%||g, entonces x; — ¥ fuertemente.

Demostracion Si x = 0, 1a conclusion es directa, pues tenemos ||xx[|g — 0 == x; — 0 = . Por otro
lado, supongamos que X # 0 y definamos Ay = max{||x||g, ||%||e}, vk = ;—k ey= ﬁ
k X||lE
Claramente A4 > 0y ||yk||e < 1 para todo k € N. Ademds, notemos que A, — ||X||g e yx — ¥. Esto
implica que

Yk+3 [yelle + [17]]E

<l1.

Yk ;_ 4 < limsup

1 =||y||g <liminf
k—r-eo E koo

< limsup
E k—+-o0

Por lo tanto, 4 ||yx+ ¥ — 1, por la convexidad uniforme de (E, || - |g) necesariamente 3 [yx — 3||g — O.
Si no, existirfa € € (0,2] y una subsucesion {y, } jen tales que ||y, — y||g > € para todo j € N. Dado
que (E, | - ||g) es uniformemente convexo, existirfa 6 > 0 tal que %Hykj +7|[g < 1—6 paratodo j € N.
Esto contradice el hecho que %Hyk +7||g — 1. Luego, yx — ¥ y a posteriori, x; — ¥ (fuertemente). W

Veamos ahora la relacidon que existe entre convexidad uniforme de un espacio y la reflexividad de
este.

Observacion La convexidad uniforme es una propiedad geométrica, mientras que la reflexividad
es topoldgica. Por esto, es importante asumir de antemano la completitud del espacio en el siguiente
resultado.

TEOREMA — Milman-Pettis. Si (E, || - ||g) es un espacio de Banach uniformemente convexo, entonces
es reflexivo.

Demostracién Por hipétesis tenemos que para todo € € (0,2], existe § > 0 tal que

m <1-96
E

Vx,y€Bg, |x—ylg>e =

g~ = 1, entonces @g € J (BTE)

Para probar que (E, || - [|g) es reflexivo, basta ver si ¢y € E** con ||@p|

Notemos que si ¢y € J(Bg), es decir, que para todo € > 0, existe x € B, tal que
190 = Il <,

entonces, @y € J(Bg) pues J(Bg) es cerrado fuerte en E**; ya que (E, || - ||g) es un espacio de Banach.
Tomemos € > 0 y sea 6 > 0 dado por la convexidad uniforme de (E,|| - ||g). Sin pérdida de
generalidad, supongamos que € < 2. En particular, podemos tomar ¢y € E* con ||{y||g- < 1 tal que
0 0

**f—zl——.
L) 2

Consideremos V, la vecindad abierta débil-* de ¢y, dada por

(@0, 20)EE > || @0

ko 6
vie {0k ot <3 ).
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Necesariamente debemos tener que J(Bg) NV # 0 pues, gracias al Lema de Goldstine, tenemos

——
o € Bg« = J(BE)

Por lo tanto, existe X € By tal que |(Jx— @0, Lo) g~ E| < g. Para concluir, veamos ahora que x verifica
lpo —Jiel[g < e. (15.1)
Consideremos el conjunto
A={p cE" || —Ji|lg~ > €}

Luego, si X no verifica la desigualdad (15.1), es claro que ¢y € A. Notemos que el conjunto A es un
abierto débil-x de o(E**,E*). En efecto, por una parte tenemos que

A =E"\Bg- (s, €).

Por otra parte, B+ (J¢, €) = T (Bg+ ), donde T¢ (@) = Jx+ €@ paratodo ¢ € E**. Dado (E**, 6(E**,E*))
es un e.v.t., tenemos que T : (E**,c(E**,E*)) — (E**,6(E**,E*)) es continua.

En consecuencia, por el Teorema de Banach-Alaoglu, tenemos que Bg: (Jz, €) es compacto débil-x.
A posteriori, Bg+(Jz, €) es cerrado débil-x, y por lo tanto, A es un abierto débil-x de o (E** | E*).

Supongamos por contradiccion que ¥ es tal que ||y — Jz||g+ > €. Luego, ¢y € A. Notemos que
_ —0c (E** E*
ANV es un abierto débil-x en 6 (E**,E*) que contiene a ¢y € Bg+ = J(Bg) ( )

Nuevamente, gracias al Lema de Goldstine, necesariamente tenemos que J(Bz)NANV # 0. Luego,
existe y € E tal que

- 1)
[F=yle=[Jy—Jellg=>€ 'y [(Jy—@o,lo)E~E| < 5

X
Xy < 1= 4. Pero por otro lado, tenemos
E

Por un lado, tenemos gracias a la convexidad uniforme

o 6
2—96 < 2<(P0,£O>E**,E* < E + <Ji,£0>E**,E* + E -+ <Jy7€O>E**,E* < 1) + Hf‘i‘y”E,

Tty

, lo que es absurdo.

o
pues (@o,lo)g+ g > 1 — 5 En consecuencia, 1 — 6 <
E

15.1 Algunas consecuencias importantes
CoRroLARIO 16 Todo espacio de Hilbert (E, || - ||g) es un espacio reflexivo.
Demostracién Basta notar que todo espacio de Hilbert es un espacio uniformemente convexo. W

CoroLARIO 17 Supongamos que (E,||-]/1) y (E,| - |l2) son espacios de Banach, tales que existe ¢ > 0
que verifica
Ixli <cllxl,  VxeE.

» Si (E,||-||1) es un espacio uniformemente convexo, entonces (E, || - ||2) es reflexivo.
= Si (E,||-]|2) es un espacio uniformemente convexo, entonces (E, || - ||1) es reflexivo.
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Demostracion Por el Corolario 9, tenemos que las normas son equivalentes.

La conclusién viene de recordar que si || - ||; y || - ||2 son dos normas equivalentes en E, entonces
= los duales topoldgicos de E coinciden, es decir, (E, || -|1)* = (E,||-]2)*.

= las normas duales || - [|g: y || - [|g; son equivalentes (no necesariamente iguales).

En particular, tendremos que (E, || - ||;)** = (E,|| - [|2)*™*. [ |

15.1.1 Dudlidad de espacios L?

TEOREMA — Dualidad de espacios L”. Supongamos que (Q, .47, 1) es un espacio de medida y
P,q € (1,400) son tales que %4— é = 1. Luego, (L (), - ||z») es reflexivo y

(L (Q), 1 [lr)™ = (L (), [ llz0)-

Demostracién Consideremos primero el caso p > 2.

Notemos que por la Proposicién ??, (Ly,(Q),]| - ||z») es uniformemente convexo, y por lo tanto es
reflexivo.

Definamos el operador lineal 7 : Lj, (Q) — (L};(€2))* dado por

() (f) ::/Qufdu, v feLL(Q), Vue Li(Q).

Para concluir, probaremos que 7 es un isomorfismo isométrico entre L}, (Q) y (Ly, ())*. Notemos
que por Holder tenemos que |T(u)(f)| < |lullz«| f]lz» para todo u € LY (Q) y f € L}, (R). Luego,
T (u) € (Lj(£))* y ademés ||T(”)”(Lﬁ(9))* < ||u| L+ para todo u € L (Q).

Esta desigualdad, es de hecho una igualdad. En efecto, dado u € L, (Q), definamos f;, = |u[? %1 1{,20}-
(@=1P = |y|9, pues %+é = 1. En particular, f, € L (©) y dado

que % = q% =q(1— é) = g — 1, también tenemos

Tenemos que f, es medible y | f,|? = |u

1.ful

1
b 4 _
b= ( [t du<x>) = Nl = Nl

Ademds,
(@) fodaggeny sy = [l Pyt = [ Jul? da =l

lo que implica que
(T (), fu) _ ullZa

17 g0 > =gy, t e
N T P T R

Por lo tanto T es una isometria, pues || 7 (u)l| 15 (q))- = I|ullzs para todo u € Li(Q).

Claramente, T es lineal e inyectiva pues 7' (u) = 0 si y sélo si u = 0, gracias a que T es una isometria.
Ademds, como (L (Q), | -||z¢) es un espacio de Banach, T (L, (Q)) es un s.e.v. cerrado de (L};(Q))*.

Veamos que T es sobreyectiva. Supongamos por contradiccién que no lo es. Por el Corolario 7,
existe @ € (Ly (Q))**\ {0} tal que

(0. T () @ wp@) =0, VueLi(Q).
Dado que (L (), |- [|z») es reflexivo, existe f € Ly, (Q) \ {0} tal que ¢ = Jy, y en consecuencia

(T(w), fan@yo@ = (0 TW) @)y w@)y =0,  Vu€Ly().
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No es dificil ver que u; := |f|P~2f, es una funcién medible que satisface us € L}, (Q). Con esto
obtenemos una contradiccion, pues tendriamos f = 0 ya que

AN =T (up)s )@y o) = O-

Finalmente consideremos el caso p € (1,2). Notemos que g € (2,4c0) pues 3 =1—1 > 1— % >0,
y por lo tanto 1 > é > 0. Usando la parte anterior, tenemos que (L, (Q), || - ||z¢) es reflexivo y

(L (Q), 1 [le)™ = (L (Q), |- [|r)-

Esto implica que (L}, (), || - ||z») es reflexivo, gracias a la Corolario 3 (Clase 16).
Luego, re-haciendo la demostracién para el caso p > 2 obtenemos que

(Lo (), 1 [lr)™ = (L (), [ o).

Observacion
= Para concluir también podriamos haber usar el hecho que

(L (Q), 1 [la) 2= (LE(Q), [ lzo)™ = (L (), 1+ 1er)™

Esto viene de notar que si (E, || - [|[g) = (F,|| - ||r), entonces (E, || - [|[g)* = (F, || - |lr)*.
» El teorema anterior implica que si (Q,.27, it) es un espacio de medida y p,q € (1,4o0) son tales
que % + % = 1, entonces para todo £ € (L (Q), || - ||z»)* existe un dnico u € L{ (Q) tal que

()@@ :/Qufdu, VfeLy(Q) yademds [uli = [{]l )
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Para terminar este capitulo, analizaremos la compacidad secuencial débil en los espacios L? y la
compacidad débil (en general) en el espacio L'. En particular, discutiremos sobre qué se puede decir de
sucesiones acotadas en L'.

16.1 Caso p € (1,+)
Comenzaremos por la compacidad secuencial débil para el caso p € (1,+eo).

PrOPOSICION 34 Supongamos que (Q,47, 1) es un espacio de medida, p,q € (1,+e0) verifican
% + % =1y que {fi}ren C L}, () es una sucesion acotada. Luego existe f € L}, (Q) y una subsucesién

{fi;}jen tal que
| ugdu— [ Fean.  veeri@). (16.1)

Demostracion Por el Teorema Dualidad de espacios L? , tenemos que (L5 (Q), || [|z») es reflexivo.
Ademas, para todo g € Lﬁ (€2), por la desigualdad de Holder, tenemos que £, € Lﬁ (Q)*, donde

(oo F g sy = [, fedu. Y fELLQ).
Luego, gracias al Teorema de Compacidad secuencial débil, { f; }ren tiene un subsucesién que

converge débilmente en ¢ (LL (Q),L{(Q)) := o (LL(Q), L (2)*).
Si {fi;} jen es la subsucesién convergente y f € LE(Q) su limite, entonces tenemos:

/ka,-g dp = by, f) @@ = Lo Dipior e = /Qfg du,  VgeLi(Q).
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Observacion Si (Q,.7, 1) es un espacio de medida o-finita, lo anterior también se verifica en el
caso p=+4ooyqg=1:
Si {fi}ren C L7 () es una sucesion acotada, existe fe L7 (Q) y una subsucesion {fi; } jen tal que

/ka,g dp — /Qfg du,  VgelLl(Q).

Esto es consecuencia del Teorema de Banach-Alaoglu, para el cual es importante que

= (L3(Q) - lle=) == (L () 11 Ml)™

= (L, (Q),]l-[I11) es separable
(Qué se puede decir en el en el caso p =1y g = +o0?

Principales problemas:
= (L, (Q),]|- [l11) en general NO es reflexivo.
. (LL(Q), Il -1|1) en general NO es isométricamente isomorfo al dual de un e.v.n.

PROPOSICION 35 El espacio (£'(R),]| - ||,1) no es reflexivo.

Demostracién Tomemos {e; }reny C ¢! (R) donde para cada k € N tenemos que ex = {ex ;} jen TRy
1 sik=j,
€k,j = . J VjeN.
' 0 sik#j,

Como ||ex|| = 1 para todo k € N, si £' (R) fuese reflexivo, existirfa una subsucesién convergente
débil. Notemos también que (¢! (R))* = £*(R). Luego, para cada {a; }ren € £°(R) tenemos que

({aj}jen. e =my,0m) =ak,  VkEN.

Con esto, si {e, }jen es la subsucesion que converge débilmente y é € ¢Y(R) su limite, entonces
tendriamos

ag; = ({arken, ex;) () 01 () — ({akbken: @) () 01 (r):

Fijemos j € Ny consideremos {ai}keN € ¢*(R) donde para cada k € N tenemos

aj: 0 Sik<j,
Kl si k>

Dado que k; > j para todo j € N, obtenemos la siguiente contradiccion

j
l_JgTwak/ _]l_l,m <{ak}keNa &) =(R),0' (R —]Lﬂfwzek =

PROPOSICION 36 Supongamos que (Q,<7, 1) es un espacio de medida o-finita. Luego, el e.v.n.
(LL (), ]| - ||z1) no es reflexivo.
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Demostracion Consideremos primero el caso que i es una medida continua:
Ve>0,3A € o talque 0 < u(A) < €.

Luego, para cada k € N, luego, existe A} € & tal que 0 < (A}) < ﬁ
—+oo

Definamos Ay := | JA] y notemos también que
i=k

~+oo
A1 CAr y 0<p(A) <Y ua) <1 Vk € N.
i=k
Supongamos por contradiccién que (LL(Q), Il - |lz1) es reflexivo y consideremos fj := mhk.
Luego, fi es medible y de hecho f € LL(Q) con || fx||,1 = 1. Luego, existe una subsucesién {f;; } jen
que converge débilmente a una cierta funcién f € L}L (Q).

Dado que (Q,.27, 1) es un espacio de medida o-finita, tenemos que (LL(Q))* = L7(Q), y porlo
tanto

/ka,.g dit — /Qfg du,  VgeLI(Q)

Notemos que dados k, j € N, tales que k; > k, tenemos que fi; 14, = fi; pues Ag; C Ag.
Luego, fijando k € N'y evaluando en g = 14, € Lj;(Q) tenemos

| Facdu = tim [ gty du= tim [ fap= tim gl =1,

Por otro lado, usando el TCD tenemos que / f 14, du — 0, pues 14, — O c.t.p. lo cual es una
Q

contradiccion.
Supongamos ahora, que existe € > 0 tal que para todo A € <7 si f1(A) > 0 entonces u(A) > €.
Dado que (Q, <7, 1) es de medida o-finita, existe {Qy }reny C &7 disjuntos tales que

Q=Jx% y u() < +ee
keN

Cada €, contiene a los mds una cantidad finita de subconjuntos medibles, disjuntos y de medida es
positiva. De otra forma, para k € N fijo existiria {A’j‘ }jen € 7 disjuntos tales que

U A]; C QO con ,u(A];) > 0.
jeN

Luego, necesariamente cada ,u(A]]‘.) > €y lo que no llevaria a una contradiccién pues
m m
doo > u() > 1 (UA§> =Y u@)>@m+1e,  VmeN.
j=0 j=0

Por lo tanto Q tiene a lo mds una cantidad numerable de subconjuntos disjuntos de medida positiva. A
partir de esto, es fécil ver que LL (Q) = ¢'(R), y por lo tanto L}l (Q) no es reflexivo. [ |



16.2

122 Capitulo 16. Compacidad secuencial débil en espacios L?

Compacidad débil en L!

Dado que los espacios L' no son reflexivos, en general no bastar4 que una sucesién sea acotada
para que ésta tenga una subsucesién débilmente convergente. Por esta razén se necesitan hipdtesis
adicionales, como la que introduciremos ahora.

DEFINICION  Si (Q,47,) es un espacio de medida, diremos que un subconjunto F C LL(Q) es
equi-integrable si:
1. Para todo € > 0, existe 0 > 0, tal que
/ fldu <€, VA€ o tal que u(A) < 8, Vf € F.
A
2. Paratodo € > 0, existe A € &7 con 1(A) < +oo tal que

/ |f|du <e, VfeF.
Q\A

Antes de continuar, necesitamos presentar el siguiente lema técnico.

LEmMA 4 Supongamos que (E, || - ||g) es un espacio de Banach y que K C E verifica

V&> 0,3 K, C E compacto débil tal que K C K, + Bg/(0, €). (16.2)

Entonces K estd contenido en un conjunto compacto débil.

Demostraciéon Notemos que para todo € > 0, si K. C E es dado por (16.2) y J: E — E* es la
inyeccién candnica, tenemos:

J(K) C J(Ke) + I (B (0,€)) C J(Ke) +Br- (0, €).

El conjunto J(K¢) + Bg+ (0, €) es compacto débil—x en E**.

En efecto:

= Dado que (E**,c(E**,E*)) es un e.v.t., la suma de conjuntos compactos es un conjunto compac-
to.

» Bg-(0,€) es compacto débil- gracias al Teorema de Banach-Alaoglu.

» J(K¢) también loes yaque J : (E,0(E,E*)) — (E**,0(E**,E*)) es continua (Proposicion 28).

Esto implica que J(K )G(E )

Notemos que

es compacto débil-x en E**.

O'(E** E*)

J(K) C J(Ke) +Bg(0,6) CJ(E) +Bg-(0,€), Ve >0,

En consecuencia,
G(E** E*) P

J(K) CJ(E)=J(E),

pues J(E) es cerrado fuerte en E** ya que E es un espacio de Banach.
Finalmente, dado que J~! : (J(E),6(E**,E*)) — (E,c(E,E*)) es continua (Proposicién 28),
obtenemos la conclusién:

KcJ! (J(K)G(E**E*)) . pues J(K) CTE)E ),
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El lema precedente es una herramienta fundamental para demostrar el siguiente resultado de
compacidad débil en L'.

TEOREMA — Dunford-Pettis. Supongamos que (2,.27, 1) es un espacio de medida o-finita y que
F C L}l (Q) es conjunto acotado y equi-integrable. Entonces F estd contenido en un conjunto compacto
débil respecto a & (Llll (Q),Lﬁ(ﬂ)).
Demostracion En vista del Lema 4 y dado que (Lﬁll (Q), || 1|z1) es un espacio de Banach, basta probar
que

Ve >0,3K, C LL (Q) compacto débil tal que F C K, + Bri (o) (0,¢€).

Fijemos € > 0, luego por equi-integrabilidad (condicion (2)), existe un conjunto A € </ medible
con U(A) < oo tal que

€
[ iflauss,  vrer
Q\4 2
Dado que F es acotado en L, (), definimos
cri=sup{|[fllp | f € F} <Aoo
Dados k € Ny f € F fijos, definamos el conjunto medible
El ={xeQ | |f(x)|>k+1}.

Notemos que |f|- 1, > k+ 1,y por lo tanto
k

w(E!) = /11 / |f| or k F.

Por otro lado, sea 8 > 0 dado por la equi-integrabilidad (condicion (1)). Luego, para todo k € N tal

que 5 < 6 tenemos

€
/E,.!f!duﬁg, VfeEF.

En adelante, consideramos k € N fijo tal que & < §.

k+1
Dado f € F, definamos g7 € Llll (), via la férmula:
(k+1)f

Afirmamos que || f — g/||1 < € paratodo f € F. Si esto es cierto, en particular tendremos que

F C{gs}rer + By (q)(0,€).

En efecto, notemos que, debido a la forma que escogimos A y a que g5 = 0 c.t.p. en Q\ A, tenemos
£
1f =gl /Qlf grldu Q\A|f| pt [\ —grldu< o+ | 1f —grldu

Por otro lado, dado que g7 = f- ILA\Ef ctp.enA \E,{, tenemos que
k

~ d:/_— d+/_— d:/.— d:/
Jlrsrldu= [ Ar-sldus [ ggldu= [ grldu= ]

(k+1)f’ J
Tl
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Dado que |f]- IlEf >k+1y ;7 < 8, obtenemos finalmente que
(k+1) f

k+1 €
/AmE,g I~ mf'fl (l—ﬂ) d#S/AﬁEkflf dug/E[|f| du <t

Definamos ahora Fy = {g¢} rer. Dado que F C F; +B)(0,€), para concluir resta ver que existe un
compacto débil K, tal que F; C K.
Definamos el operador T : L;(A) — L}, (Q) via la férmula:

T(u)=u-T4+0- 1oy, Vu € L (A).

El operador, como funcidn, esté bien definido pues p(A) < 4oy

1Tl = [ e 1a+0- Lol du = [ luldp < p(@)uli-,  VueLg(4).
Ahora bien, dado f € F, consideremos hy € Lj;(A) dada por:

(k+1)f
hr= S g A anet

Notemos que |||/~ < k+1y que también g; = f - ILA\E/ + (km)f ]lAﬂE{ +0-To\a =T (hy).
Por lo tanto,

FeQT((kJrl)%).

Dado que (k+ 1)Bj(4) es compacto débil-x (Teorema de Banach-Alaoglu),
SiT: (L;(A),0(L;(A),Ly,(A)) = (LL(R),0(L} (R),L5(Q))) fuese continua, entonces obtene-
mos el resultado tomando
Ke=T ((k+ 1)%) :

Veamos que efectivamente 7 : (L;'j(A), G(LL"(A),LL (A))) — (LL (Q),0 (L1 (Q),Ly (€))) es conti-
nua. En efecto, dado que T es lineal, basta ver la continuidad en 0 € Lj7(A).

Sea Ve A (T(0)) en G(LL (Q),L};(€)). Luego, como T(0) = O, existen fo,...,fm € L;(Q) y
r > 0 tales que Vo(fo, ..., fm;r) C V. Notemos que en este caso tenemos que

Vo(fo,- -y fmsT) = {VELL(Q) | ’/Qvfid,u’ <r, Vi:O,...,m}
En consecuencia,
T Volfor--s fi7 )):{ ueLs(A)| ‘/Q(u-ﬂA—i—O-]lg\A)ﬁdu‘ < vl‘:o,...,m}
Con esto vemos que 7' (Vo(fo,. .-, fm:7)) € 6(L5 (A), Ly, (A)) pues cada f;- T4 € Ljj(A) y
(u, fi- La) Lz(a).L1 () :/A"‘fi']lAd.u:/Q(“']lA +0-1o\4) fidp.

En otras palabras,

T~ (Vo(for--- s fm:r)) = Wo(fo- Las- -, fu- Lasr) € 6(Li(A), Ly, (A)).
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ProOPOSICION 37 Supongamos que (€2,.27, 1) es un espacio de medida o-finitay que { fi bxen C L}L (Q)
es una sucesion acotada y equi-integrable. Luego existe f € LL(Q) y una subsucesion { fkj} jen tal que

/kajg dp — /Qfg du,  VgeLi(Q).

Demostracion Notemos que { fi }xen C L}l (Q) es conjunto acotado y equi-integrable. Luego, estd
contenido en un compacto débil respecto a ¢ (LL (Q),L;’j‘(Q)) ; Teorema de Dunford-Pettis. Finalmente,
la existencia de una subsucesion que converge débilmente estd garantizada por el Teorema de Eberlein-
Smulian. |

Medidas de Radon

Ahora vamos a estudiar brevemente el dual topoldgico de % (X) y veremos su relacién con los
espacios L.

DEeFINICION  Supongamos que X C R” es un subconjunto compacto y no vacio. El dual topoldgico de
(€ (X), || ||), denotado M(X), se llama el espacio de medidas de Radon en X.

Notacion La norma dual la denotaremos

[llmexy = sup (€, 8)mx)ex)]-
llgll=<1

Observacion
» Elespacio (%'(X), || - ||) no es reflexivo (Problema 2, Ayudantia 8).
» El nombre medidas de Radon para M (X) viene del hecho que todo ¢ € M (X) se puede representar
a través de dos medidas definidas sobre los Borelianos de X.

CoroOLARIO 18 Supongamos que X C R” es un subconjunto compacto y no vacio. Si {¢; }reny € M(X)
es una sucesi6n acotada, entonces existen £ € M(X) y {4, } jen tales que

(te;, 9 mx)wx) = L.mxex), Vg€ (X).

Demostracion Consecuencia directa del Teorema de Banach-Alaoglu y la Proposicién 14. |

Relacién con L!

PrROPOSICION 38 Supongamos que X C R” es un conjunto compacto y que (Q, .7, ll) es un espacio
de medida con Q C X. Si {fi hren C L}l (Q) es una sucesion acotada, entonces existen dos medidas
Borelianas finitas, v, : Z(X) — Ry v2 : Z(X) — R, y una subsucesion {f}, } jen tales que

/fkjg dy —>/ng1 —/gdvz, Vg € 7(X).

Q X X

Demostracién Dada f € LL(Q), definamos el operador ¢/ : €' (X) — R via la férmula:
(9= [ fedu,  Vge#(X).

Notemos que /€ M(X), con ||/ |[yx) < || ]|z, para todo f € L, (), pues

(@< [ 1felan<Iflulgle, Vo€ EX).
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Si {fi}ken C LL (Q) es una sucesién acotada, entonces {#/ };cy € M(X) es también acotada.

Luego, por el Corolario 18 y Proposicién 83 (Teorema de representacion de Riesz-Radon) , existen
¢ € M(X), una subsucesion { fi; } jen y dos medidas Borelianas finitas, vi : Z(X) = Ry v : Z(X) = R,
tales que

/ka,-g dp = (%, &) ux) o) = (G mm).ex) = /Xg dv) — /Xg dvy,  Vge?(X).



17.1 Enunciados

17.1.1 Problema 2 - Certamen 2 - 2019

Sea (E, || - ||g) un espacio de Banach real uniformemente convexo y sea C C E un conjunto convexo
cerrado no vacio.
a) Demuestre por contradiccién que para todo r > 0y € > 0 existe 0 > 0 tal que

Xy EBe0, ) con|x—ylg>e — ||

2<1|| ||2+1|| g —&
—|lx = —o0.
2 g = E 2)’E

b) Demuestre para todo x € E existe un dnico elemento en C, que llamaremos la proyeccién de x
sobre C y que denotaremos Pr(x), tal que

|lx — Pc(x)||g = dist(x,C) := inf ||x — ¢||g.
ceC

¢) Seax € E fijoy {ci}reny C E una sucesién que verifica que ¢, € C para todo k € N y es tal que

Jim_ [l —cils = dist(£.C)

Demuestre ¢ — Pc(X) fuertemente en E cuando k — oo,

17.1.2 Problema 2 - Certamen 2 - 2019

Sea (E,|| - ||g) un espacio de Banach real. Sean ¢ : E* — R un funcional lineal y a € R dados.
Suponga que el hiperplano H C E* definido més abajo es cerrado para la topologia o(E*,E):

H:={{cE" |p(l)=0a}.
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a) Pruebe que ¢ : E* — R es continuo para el caso en que en E* se considera la topologia ¢ (E*,E).
INDICACION: Note que dado 7 € E*, los conjuntos de la forma W = W(xo, ..., X,;8) — £ son
vecindades simétricas y abiertas de 0 € E* en la topologia o(E*,E).

b) Usando la parte anterior, pruebe que existe X € E con X # 0 tal que

H= {f cE* | <€7X>E*,E = OC}.

17.1.3 Problema 3 - Certamen 2 - 2019
Sea &7 €'|0, 1] el conjunto de todas las funciones continuas en [0, 1] a valores en R que son derivables
en casi todo punto de [0,1] y cuya derivada pertenece a L. ([0,1]). En particular, si x € &/%[0,1]
entonces

x(t) = x(0) —l—/otx’(s)ds, vt € 10,1].

Sea {x¢ }reny € &/€[0,1] una sucesion tal que {x(¢) }xen es acotado para cada t € [0, 1] y para la
cual existe a € L} ([0, 1]) positiva que verifica

()| < alt), VkeN, c.t.p.t €0,1].

a) Pruebe que existe una subsucesion de {x } ey que converge uniformemente a algin X € %[0, 1].
Por simplicidad, asumamos que la subsucesion encontrada en la parte anterior coincide con la suce-
sién original. Ahora buscamos demostrar que ¥ € &/¢’[0, 1] con x;, — &' débilmente en la topologia
o(LL(]0,1]),L2([0,1])) para alguna subsucesién {x,, }ren-

/

t
b) Paracada k € N, considere la funcion ¢ +— wy(z) := );];((t)) definida c.t.p. en [0, 1]. Pruebe que existe

una subsucesion {wy, }xen y W € Ly ([0, 1]) tal que wy, — w débilmente en o (L33 ([0, 1]), LL, ([0, 1])).
¢) Sea T :Lz([0,1]) — LL([0,1]) el operador definido por

T(w)=aw, Vw € L (10, 1]).

Pruebe que T es continuo si en Ly ([0, 1]) se considera la topologfa débil- o (L3 ([0, 1]), L}, ([0, 1]))
y en L} ([0, 1]) la topologia débil o (LY ([0,1]),L5([0,1])).
d) Pruebe que x, — o débilmente en & (Ly,([0,1]),Li([0,1])) y concluya el resultado pedido.

17.1.4 Problema 2 - Certamen 2 - 2020

En este problema supondremos que (E, || - ||g) es un espacio de Banach real, K C E es un subcon-
junto compacto no vacio de E y I' C E* es un cono convexo cerrado débil-x no vacio de E*.
a) Supongamos que K C E es convexo. El objetivo de esta parte es demostrar que si

V¢ €T, 3x € K (que puede depender de ) tal que (¢,x)g-g >0 H)

entonces
dxo € K tal que <E,X()>E*7E >0, Ve eT. ©

Notemos que la diferencia entre (H) y (C), es que en esta ultima xyp no depende de ¢ € I
Observemos también que (C) es equivalente a decir que AN K # 0, donde

A:={x€E]| ({,x)g-g >0 paratodo ¢ €T}.

En adelante asumiremos por contradicciéon que AN K = 0.
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1) Muestre que existe ¢y € E* tal que

sup(fo,x>E*7E <0< 1’nf<€0,a>E*7E.
xekK acA
INDICACION: Pruebe que A es un conjunto convexo cerrado no vacio.
2) Muestre, razonando por contradiccion y usando el Teorema de Hahn-Banach en E*, que
£y € T'. A partir de esto demuestre que (H) = (C).
b) En esta parte buscamos extender la implicancia (H) = (C) para el caso en que K no es
necesariamente convexo, pero que verifica que Q := [J3 59 AK es convexo y que

Vx,yeK, 0¢x,y]:={z€E|3A€[0,1], z=Ax+ (1 —A)y}.

1) Verifique que 0 ¢ K y pruebe que Q es cerrado.

2) Muestre que existen ¢y € E* y 8 > 0 tales que (¢, x)g+E > &, para todo x € K.
INDICACION: Primero justifique el hecho que si x € K entonces —x ¢ Q. Luego muestre
que para todo x € K existe £ € E*\ {0} tal que

<£7X>E*7E >0 y <€>y>E*,E > 0 Vy €K.

Concluya el resultado pedido usando la compacidad de K.
3) Definamos Ky := QNH donde H = {x e E| ({p,x)g- = 1}. Pruebe que x € K entonces
Ax € Ky para algin A > 0. Ademads, pruebe que

K< |J AK.

1
0<A<}

Concluya a partir de esto que Ky es compacto.
4) Demuestre la implicancia (H) = (C) usando las partes anteriores.
¢) Supongamos ahora que (F, || - ||r) es otro espacio de Banach real. En esta parte consideramos
L CE* y M C F* subconjuntos dados y v : E* — F una funcién fija que verifica

Vy* e M, 3x* € Ltal que (y*,y(x"))p 5 > 0.

Supongamos que adicionalmente tenemos que
i) y(L)es compactoy |Jy~oAM es un convexo cerrado débil-x de F*.
ii) Up>oAW(L) es convexo.
iii) 0+ Ay (x)+(1—A)y(y) cualquiera sean x,y € Ly A € [0,1].
Pruebe que
dxy € L, talque (y*,y(xp))p-Fp >0, Yy eM.

d) Supongamos a,b,c,d € R son tales que a < by ¢ < d. Tomemos E = C([a,b]) y F = C([c,d]),
espacios de funciones continuas a valores en R, ambos dotados de la norma || - || correspon-
diente. Denotemos por P([a,b]) y P([c,d]) alos conjuntos de todas las medidas de probabilidad
(Borelianas) definidas sobre los intervalos [a,b] y [c,d], respectivamente. Notemos que P([a, b))
se puede identificar con un subconjunto de E*, pues dado u € P([a, b)) el funcional

Fro bu(f) = /[ ,
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es lineal continuo en (Cla,b], || - ||«). De forma anédloga P([c,d]) se puede identificar con un
subconjunto de F*.

Dada una funcién continua 7 : [a,b] X [c,d] — R, consideremos B : P([a,b]) X P([c,d]) = R
definido por

B, v) = / /[a,b]x[qd] a(s,)du(s)av(e), e P(jab]), v e P(lc,d).

Esta funcién estan bien definida gracias al Teorema de Fubini. El objetivo de esta parte de
demostrar, usando la parte anterior, que

Cyi= su inf B(u,v)= inf sup B(u,v)=:c". (17.1)
ueP([I;b])VEP([Cvd]) (1) veP([ad])ueP([E,b]) (W, v)

1) Pruebe que P([a,b]) y P([c,d]) son compactos débiles-x en E* y F*, respectivamente.
Pruebe ademds que Uy oA P([c,d]) es un convexo cerrado débil-x en F*.
2) Supongamos k € N fijo y consideremos la funcién y; : P([a,b]) — C([c,d]) dada por

*

w0 = | alsndut) v € Pla,b)), V1 € [c,d).

[ab] k+1’
i) Pruebe que v : (P([a,b]),0(E*,E)) = (C([c,d]), o (F,F*)) es continua en P([a,b]).
ii) Demuestre que yi(P([a,b])) es cerrado fuerte en C([c,d]).
iii) Pruebe, usando el Teorema de Arzeld-Ascoli que i (P([a,b])) es relativamente com-
pacto en C([c,d]). Muestre entonces que Yy (P([a,b])) es compacto en C([c,d])
3) Pruebe que ¢, > ,i% Concluya a partir de esto que la igualdad (17.1) es cierta.

17.1.5 Problema 3 - Certamen 2 - 2020

En este problema supondremos que (E, || - ||[g) es un espacio de Banach real. Diremos que B C C es
una J-frontera para C si para todo x € E, existe un ¢y € B tal que ({y,x)g g = Supycc (¢, X)E* E-
Un conjunto B C Bg- se dice un J-frontera de E si es una J-frontera para el conjunto Bg-

a) Supongamos que E es un espacio de Banach tal que su dual topolégico E* es separable. Sea C un
subconjunto acotado convexo cerrado no vacio de E*. Demostraremos que si B es una J-frontera
para C, entonces C = conv(B).

1) Demuestre que si ¢y € C \ conv(B), entonces existen ¢ € Sg- y @, B € R tales que

(@, O)p+g < < B < (@, o)~ g, VI €B.

2) Pruebe que existe una sucesioén {x; }ren C B tal que J,, — ¢ en 6(E**,E*) y concluya el

resultado
En lo que sigue, consideremos A un subconjunto cerrado débil de o (E,E*).
b) 1) Demuestre si A es 6(E,E*)-compacto, entonces todo funcional lineal continuo ¢ € E*

alcanza su supremo en algtin punto de A.

2) Demuestre que si E** es separable y todo funcional lineal continuo ¢ € E* alcanza su
supremo en A, entonces A es compacto débil en o (E,E*).
INDICACION: Defina el conjunto C = conv(A) y use la parte a) para demostrar que es
compacto débil en o (E,E*).
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17.1.6 Problema 4 - Certamen 2 - 2020

En esta pregunta demostraremos el siguiente resultado: Un espacio de Banach E es reflexivo si
y solo si existe un 6 € (0,1) tal que para toda sucesién {x }ren en Sg (la esfera unitaria de E) que
verifica inf{||u||g | u € conv{xg,x1,x2,...}} > O se tiene que existe ko € N, u € conv{xo,...,x} y
v € conv{xy,+1,...} tales que |lu—v|g < 6.
a) Pruebe que si E es reflexivo, entonces los conjuntos Ky = conv{xy1,...} forman una familia
anidada de conjuntos débiles compactos y concluya la condicién necesaria.
b) Pruebe que para todo s.e.v. cerrado propio Y de un e.v.n. (X, || - ||) y € > 0, existe un elemento en
la esfera unitaria, x € Sy, tal que dist(x,Y) > 1—¢.
¢) Usando la parte anterior pruebe que para 6 € (0, 1), existe un elemento

@ € Sg- \ | Be~ (J: 0)

x€E

y concluya que existe una vecindad de @g en o(E**,E*) convexa V) disjunta de Bg+(0;0).
d) Para demostrar la condicién suficiente, utilice la parte anterior para construir de manera recursiva
una familia de vecindades de @g en o(E**,E*) convexas y una sucesion {x;} C Sg tal que

Ve (Jy, + B (0;0)) =0

Concluya por contradiccion.

17.1.7 Problema 2 - Examen - 2020

En adelante supondremos que (E,|| - ||[g) y (F,|| - ||[r) son espacios de Banach reales.

DEFINICION Diremos que una sucesion {x; }ren C E es de Cauchy débil si para toda vecindad abierta
débil A € o(E,E*) de x = 0 existe ko € N tal que x; — x; € A para todo k, j > k.

a) Demuestre que {x; }xen C E es una sucesion de Cauchy débil si 'y solo si para todo ¢ € E* la
sucesion { (¢, xx)g+ E tken € R es de Cauchy.

b) Supongamos que E* es separable. Pruebe que toda sucesion acotada {x; };eny C E tiene una
subsucesion de Cauchy débil.

¢) Demuestre que si {x; }xeny C E es una sucesion de Cauchy débil, entonces existe ¢ > 0 tal que
||lxk||g < ¢ para todo k € N.

d) Supongamos que E es reflexivo. Pruebe que toda sucesion de Cauchy débil necesariamente
converge débilmente en o (E,E*).

DEFINICION Diremos que un operador T € ZC(E,F) es débilmente compacto si T (E) es compacto
débil en o (F,F*).

e) Supongamos que E o F es reflexivo. Pruebe que todo operador T € .ZC(E,F) es un operador
débilmente compacto.

f) SeanT € ZC(E,F)y S e ZC(F,G),con (G,] -|lg) otro espacio de Banach real. Pruebe que S o
bien T es un operador débilmente compacto, entonces So T es un operador débilmente compacto.

g) Pruebe que si T € ZC(E,F) es un operador débilmente compacto y {x; }ren C E es una sucesion
de Cauchy débil, entonces {T (x;) }xen C F converge débilmente en o (F,F*).

h) Pruebe que si T € .ZC(E,F) es un operador compacto débil entonces im(T**) C Jr(F), donde
Jr : F — F* denota la inyeccion canénica en F.

i) Pruebe que si T € ZC(E,F) es un operador compacto débil entonces T* también lo es.

j) Pruebe que si T € £ C(cp) es un operador débilmente compacto, entonces T operador compacto.
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Problema 2 - Certamen 2 - 2021

Supongamos que (E, || - ||g) es un espacio de Banach. Pruebe, usando el Teorema de Banach-
Alaoglu y el Teorema de Kakutani, que (E, || - ||g) es reflexivo si y s6lo si (E*,E) = o(E*,E**).

Problema 3 - Certamen 2 - 2021

Sean p,q € (1,+o0) tales % + é = 1. Supongamos que A: R? — R es una funcién convexa, continua
y que existen @ > 0y 3 € R tales que

AQu) > afulP + B, V(yu) € R

Fijemos b € L{,(]0,1]) y consideremos el operador T : L ([0,1]) x R — £([0, 1]) definido por
1
T(u,x) (1) = xe' + / A b(s)u(s)ds, Vi e[o,1].
0

Pruebe, usando el Teorema de Weierstrass-Hilbert-Tonelli, que existen iz € L5, ([0,1]) y ¥ € [—1,1]
tales que, si y = T (i1, %), entonces

1 1
/ AG(r), a(e))dr < / AG(),u(®))dr, Ve LE([0,1]), x € [~1,1], y = T (u,x).
0 0
Indicacion: Demuestre que el espacio E = L ([0,1]) x R dotado de la norma
[, ) e = llullr +1xl,  V(u,x) € LG ([0,1]) xR
es reflexivo. Para esto puede serle titil utilizar el Teorema de Kakutani y el Teorema de Tychonoff.

Problema 4 - Certamen 2 - 2021

Supongamos que (E, |- ||g) es un e.v.n. y que N C E* es un s.e.v. de E*. Demuestre usando el
Teorema de Hahn-Banach Geométrico, que

NG(E*vE) — (NL)L

Problema 5 - Certamen 2 - 2021

Supongamos que (E,|| - |[g) y (F,| - ||r) son dos e.v.n. y que S € ZC(F*,E*). Pruebe que S :
(F*,o (F*,F)) — (E*,0 (E*,E)) es continuo si y sélo si existe T € ZC(E,F) tal que S = T*.

Problema 6 - Certamen 2 - 2021

Supongamos que X C R" es un conjunto compacto y no vacio. Demuestre, usando el Lema
Goldstine, que existe una sucesion { fi hxen C € (X) que verifica

Vo € (M(X), |l [lmx)"s 14 €M(X), € >0, Ik € Ntal que [(@,L)yx) mx) —/kadll’ <E.
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17.1.13 Problema 7 - Certamen 2 - 2021

Supongamos que (,.27, 1) es un espacio de medida o-finita y que f : R — R es una funcién
convexa y continua. Consideremos la funcién y : L7 (Q) — RU {+oco} dada por

w(v):= sup {/qu—f(u)du}, W e LI(Q).

uelL} (Q)

1. Demuestre que ¥ es s.c.i. para la topologia débil-+ & (Lj; (Q),L} (Q)).
2. Supongamos que ugy € LL (Q) es tal que existen r > 0 y M € R para los cuales se verifica

| rwau<m, vue By g ().

Demuestre, usando el Teorema de Banach-Alaoglu (o algin corolario), que existe v € Lj; ()
tal que

N e — inf _ .
l//(v) / up-vdu = vein;(g) {l[/(v) / Ugv du}
17.1.14 Problema 5 - Examen - 2021

Supongamos que (E, || - ||g) un espacio de Banach reflexivo, (F,||-||r) esune.v.ny K C E es cerrado
débil. Demuestre que 7' (K) es cerrado fuerte, donde T € -ZC(E,F) es un operador que satisface

im(T*)+b(K) =E*, donde h(K) = {Z €E" | sup(l,x)g g < —i-OO} .
xeK
17.1.15 Problema 6 - Examen - 2021

Supongamos que (E,||-||g) y (F,| - ||r) son dos e.v.n. dados y que para cada x € E existe un
conjunto ®(x) C F no vacio dado. Pruebe que gr(®*) := {(f,¢) € F* xE* | £ € ®*(f)} es cerrado en
la topologia producto o (F*,F) ® o (E*,E), donde

D (f) :={leE" [ {fy)pF = ({,x)pE, VXEE VyeD(x)},  VfEF"

Muestre a partir de esto que ®* (Bg-) es cerrado débil-+ en ¢ (E*,E)

Indicacion: Puede usar (sin demostrar) que si (X, .Zx) es un espacio topolégico compacto, (Y, Zy)
es un espacio topoldgico Hausdorff y my : X x Y — Y es la proyeccién sobre la segunda coordenada
(my(x,y) =y), entonces 7y (A) es cerrado para todo A C X x Y cerrado en 7k ® Fy.

17.2 Soluciones
17.2.1 Problema 1 - Certamen 2 - 2019

a) Supongamos por contradiccién que existen rg > 0y & > 0 tales que para todo 6 > 0 se tiene que

X+y
2

1 1
2 2
> —|xlg+ =g — 8

para algunos x,y € Bg(0,ry) tales que ||x — y||[g > &. Tomando 6 = ,ﬁ%l para k € N, podemos
construir dos sucesiones {x; }xen € {Vx }ren tales que ||xx — yi||g > € con xi, v € Bg(0,79).

2

1, o 1, 0, 1
> — — J—
> o+ 5 ol

k+1

Xk + Vi

. (17.2)




134

Capitulo 17. Problemas de certdmenes

b)

y esto implica que

4

el g + 21 x|l lyel e + 1yellE > 201xl§ + 21|yellg — 1

y por lo tanto

o1 2 Ukl = [llle)® (17.3)
Sin perdida de generalidad podemos asumir que ||x¢||g — a 'y ||yx|lg — b, para algunos a,b > 0.
Por (17.3) se tiene que a = b, y ademds como ||x¢||g + ||[yklle > [|xx — yk|lg > € y entonces
2a > gy esto ultimo implica que a # 0. Por lo tanto podemos asumir que ||xx||g # 0 e ||yk|[g # 0
para todo k € N.

Sean q; = é—i y by = % con oy = max{||xt||g, |[vx||[g}. Notemos que ai,b, € Bg y ox — a.

Oy
Ademas,

1 & &
—billg = — || — >= 5=
”ak kHE Gkak kaE Z o P

Luego existe ky € N suficientemente grande tal que
&
lax—bille = 5, Vk=ko.
a

Ahora bien, como E es uniformemente convexo, tenemos que existe & > 0 tal que

ax + by

D) <1_607 szk()a

E

dividiendo (17.2) por sz tenemos

Tllwellf | Ullyellg 1 <(1-&)>
2 6} 2 o} (k+1)o}

luego haciendo k — 4-c0 obtenemos 1 = % + % < (1—8p)? 1o que es una contradiccion.
Notemos que la funcion ¢ — ||x — c||g es convexa y continua en C, y ademds se tiene que

lirrcl |x —c|lg =+oo o bien C es acotado.
S

(]| —>e0
Luego por el teorema de Weierstrass-Hilbert-Tonelli tenemos que existe ¢ € C tal que
dist(x,C) = ||x—¢||g
Veamos la unicidad. Supongamos que existen ¢1,c, € C tales que ¢; # ¢ y
d =dist(x,C) = ||x—ci||[g = [[x — c2||e
Por la parte a) tenemos que existe § > 0 tal que

2
H c1tc
x— L2

1 1
| S 5l—allp+ 5l —elly - 8 =dist(x,C)* - 8

D112 < 1 L
pero Hx —are HE > dist(x,C)?, lo que es una contradiccién y por lo tanto ¢ = c».
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¢) Notemos que la sucesion {c }ren es acotada, luego como E es reflexivo (pues es uniformemente
convexo) tenemos que, gracias al Teorema de compacidad secuencial débil existe una subsucesion
{ck;}jen y € € C tales que ¢, — ¢. En particular la sucesion X — ¢x; — X — ¢y como

limsup [|¥ — ¢, || = dist(¥,C) < [|x—¢|e
jrtes
Podemos concluir que ¢; — ¢ fuertemente por la Proposicion 33. Mds aun, esto implica que
||x — ¢||g = dist(x,C), luego por la parte b) tenemos que ¢ = Pc(¥). Veamos ahora que la sucesion
completa {cg }ren converge a Pe(¥). Supongamos que no, luego existe una subsucesion {cy; } jen
y € > 0tal que
lex, —Pc(®)|le >€,  VjeN. (17.4)

Pasando a una subsucesién nuevamente (que denotaremos igual por simplicidad) podemos asumir
que {cy, } jen converge débilmente a algtin ¢ € C. Repitiendo el argumento anterior, podemos
probar que ¢, — ¢ = Pc(¥) lo que contradice (17.4). |

17.2.2 Problema 2 - Certamen 2 - 2019

a) Notemos que si ¢ = 0 no hay nada que probar. Supongamos ¢ # 0. Dado que ¢ es lineal tenemos
que @(¢) — @(Ly) = (£ — £y), luego basta ver que ¢ es continua en ¢y = 0, es decir, basta ver
que dado € > 0 existe una vecindad W en o (E*,E) de ¢y = 0 tal que

lp(0)| < &, VieWw.

Tomemos 7 € E*\ H tal que 0 < o — @(£) < €. Como H es cerrado en o(E*,E) existen § >0y
Xo,---,Xn € E tales que

e Wixo, ..., xm;0) = @({) # .

Notemos que si ¢(¢) > ¢, entonces la funcién

h(t) = @(tl+ (1 -1)0) = 19(0) + (1 -1)9(0)

satisface h(1) = @(¢) > ot y h(0) = ¢(¢) < o luego existe t* € (0, 1) tal que h(t*) = «a, es decir,
t*0+ (1 —t*){ € H, sin embargo Wj(xo, ..., Xu; ) es convexo y luego

'+ (1—1")0 € Wy(xo,...,%m;0)

lo que no puede ser. Asi, ¢(¢) < a. Sea W = Wy(xp,...,xn;8) — £ es claro que W = —W y que
W es un abierto en ¢(E*,E) y que contiene a 0 € E*. Notemos que si £ € W, entonces

o(0) = o(0)— () conlc Wy(x,...,xn;0)
y entonces ¢(¢) < a — ¢(f) < €. Ahora bien, como W = —W, tenemos que
lo(0)] < e, VeieW,

luego ¢ es continua en ¢y = 0.
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b) Notemos que, por continuidad, existen § > 0y xo, ..., x, € E tales que si
|(l,xi)grE| <0 Vi=0,....m = |p(l)| <1 (17.5)

Sean ¢;(¢) = (£, x;)g-x parai=0,...,m. Sea ¢ € E* tal que ¢;(¢) =0 paratodo i =0,...,m,
luego ¢;(kl) = k(pl( ) = 0 para todo k € N. Entonces por (17.5) tenemos |@((k+1)¢)| < 1y por
lo tanto |@(4)| < =7 +] para todo k € N. Luego, necesariamente ¢(¢) = 0y entonces por Lema 2

se obtiene que
Qi = < 7Z7Lz'xi>
i=1 E*E
17.2.3 Problema 3 - Certamen 2 - 2019

t
a) Seaz(t) = / o.(s) ds. Notemos que z € € ([0, 1]) y por lo tanto es uniformemente continua en
0

<
I
o2

—_

[0, 1]. Por otro lado, es facil ver que
b (r2) = xe(0)] < [z(2) —2z(m), Vi, €[0,1],

luego dado que z es uniformemente continua en [0, 1] se concluye que {x(¢) }xen es acotada para
todo 7 € [0, 1]. Por Arzeld-Ascoli se obtiene el resultado pedido.

b) Notemos que ||wg||.~ < 1 para todo k € N. Luego por Teorema de Banach-Alaoglu secuencial se
obtiene lo pedido.

¢) Dado que T es lineal, basta probar la continuidad en w = 0. Sea € > 0y zo,...,zm € Ly ([0, 1]).
Tenemos que probar que existe una vecindad A, débil-x en L;([0,1]) de w = 0 tal que

[(zis W) 1= ((0,17),28 (j0,1])| < € Vi=0,...,m, VweA.
Notemos que si z; € L7([0, 1]), entonces az; € L. ([0,1]), luego basta tomar
A=Wy(0zg,...,0zm;€)
d) Por la parte ¢), tenemos que 7' (wy,) — T'(w) en & (L}, ([0,1]),L%([0,1])), es decir,
x,'c_l_ = awg, = T (wy;) = T (W) = aw.
Luego, por un lado tenemos que
xx; (1) — X(2) Vtel0,1]

y por otro lado

xi, (1) =, (0) + /0 5 (s) ds = 5(0) + /0 "wi(s)ds  Vie[0,1]

y por lo tanto x(¢ 0)+ / s) ds, y esto permite concluir que

=a(t)w(t) Vtel0,1] c.tp.
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17.2.4 Problema 2 - Certamen 2 - 2020

a)

b)

1)

2)

Notemos A = ﬂ{x € E | (¢,x)g:- g > 0}, y dado que para cada ¢ € I fijo el conjunto

tel’
{x€E| (¢,x)g- g > 0} es convexo y cerrado entonces A es convexo y cerrado. Ademds, es

no vacio pues 0 € A, luego si ANK = 0, dado que K es convexo, compacto y no vacio, por
Hahn-Banach geométrico (segunda versién), existe £y € E* tal que

sup(ﬁo,x>E*7E < inf(éo,a>E*,E
xeK acA

dado que 0 € A, tenemos que sup, g (Yo, a)g g < 0.

Por otro lado, si inf,ea (4o, a)g- g < 0, existiria a € A tal que (¢y,d)g+ g < 0 pero ta € A
para todo t > 0,

Sup<€0,x>E*7E < t<£0,d>E*7E V>0
xeK

haciendo tender t — +oo se tiene la contradiccidn.

Supongamos ¢y ¢ I'. Dado que I" es un convexo cerrado débil-x no vacio de E*, por el Hahn-
Banach Geométrico, segunda version topologia o (E*,E), tenemos que existe ¥ € E\ {0}
tal que

([0,)?)]5*7]; < inf(@,@E*,E
ter
dado que I es un cono, tenemos que
(Z,X>E*’E >0, veiel

pues
(o, %) <t{t,5), Vt>0,0el
y esto implica
1
;(fo,@ <(,%), Vt>0,£€Tl

haciendo t — o se concluye. En particular, X € A y por lo tanto (¢, %)g+ g > 0 pero

(lo,X)p+ E < }’nﬁ(ﬁ,f) <0 puesOel
e

lo cual es una contradiccion y por lo tanto £y € I'. Luego sea xo € K dado por (H), con esto
tenemos que (¢o,xo) g+ > 0 pero por la parte a)1) tenemos que (¢, xo)g+ g < 0. Por lo tanto,
si (H) es verdadera, pero (C) no lo es, llegamos a una contradiccidon. Luego necesariamente
(H) implica (C).

Claramente, si 0 € K entonces 0 € [0,0] lo que contradice la hipétesis, luego 0 & K. Veamos
que Q es cerrado. Sea {Axx; b reny C Q con A, > 0y x; € K tal que Agx; — y para algin
y € E. Dado que K es compacto y 0 ¢ K existen c¢1,c; > 0 tales que

0 < ¢y < min|jx||g < ||l < mix [[x][g < c2
xeK xeK

y esto implica que

Il _ lvlle

|| < <
[l || c1

VkeN, donde y, = Ax;
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2)

3)

dado que yr — y, {x }ren es acotado, y por lo tanto {A; }ren es acotado. Luego existen
subsucesiones {4, } jen Y {x; } jen que convergen en R™ U {0} y K respectivamente,

lkj—>i y xkj—HE

y esto implica que yi; — AXy por lo tanto y = A< y entonces Q es cerrado.
Six € K y suponemos por contradiccién que —x € Q, tendriamos que —x = Ay, para algin
A >0,y € K. Luego, dado que 0 = x — x, entonces

X x X Ay

0= 17 112 112 142

€ [x,y]

lo que es una contradiccion y por lo tanto —x ¢ Q. Ahora bien por Hahn-Banach geométrico
(segunda version) (dado que Q es convexo, cerrado y no vacio), para todo x € K, existe
¢, € E*\ {0} tal que

(bx,—x)E+ g < Inf ({y,y)E- g < Inf ((y,y)E E
y€Q yek
dado que tQ C Q para todo r > 0, vemos que

) f * > i f * > — *
inf(6e, ) > ME e ))eE 20y (b —x)p g <0

con esto hemos probado la indicacién. Para concluir, definamos para todo x € K el conjunto

U, = {y cE ‘ (bey— 1) o > 0}

donde ¢, € E* viene dado por la indicacién probada. Por continuidad de ¢, tenemos que
U, es abierto para todo x € K y ademds, x € U,, sigue que,

K< JU

xeK

Dado que K es compacto, existen xp,...,x, € K tales que

s

kKc| U,

1

1

m 1
definiendo ¢y = Z&Ci yo= r{n’n §<€xl.,x,->, y recordando que como x € K, existe i =
=1 i=1,...m

1,...,mtal que x€ U,,, tenemos que

m 1
(Co,X)ErE = Z(fx,,x>E*,E > (ly,, X)E* E > §<€xi,X>E*,E > 0.
=1

Sea x € K, luego por la parte b)2) sabemos que (¢, x)g= g > 6 > 0. Sigue que

i _
<€0’ <f0=x>E*,Ex>E*,E =1
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tomando A = m > 0 se concluye que Ax € Ky. Por otra parte, si y € K entonces existe
A > 0y existe x € K tales que y = Ax con (€o,y)g-E = 1y por lo tanto (o, Ax)g+g = 1,

L e e>8 — Ae (0,

= =l ) E > =

1 0,X)E*E 5
y de ahi que

KnC |J AK
0<A<3

Ahora bien, el conjunto |, -1 AK es compacto, pues es la imdgen de la funcién continua
SASS

(t,x) — tx del conjunto [0, %] x K (el cual es compacto). Mds atin, dado que Q es cerrado
y H también (pues ¢y € E*) tenemos que QN H = Kj es cerrado y dado que estd contenido
en un compacto, concluimos que Ky también es compacto.

4) Dado que Q y H son convexos, entonces Ky es convexo y compacto. Supongamos (H)
verdadera, es decir, dado ¢ € I existe x € K tal que (¢,x)g+ g > 0, por la parte c)3) existe
A > 0tal que Ax € K y por lo tanto

<€,)Lx>E»«,E >0

es decir, (H) es vélida para Ky (que es compacto y convexo), luego por la parte a) tenemos
que existe Xy € Ky tal que
<€7X~O>E*7E ZO, vVeiel

por parte ¢)3) existen A € [0, %] y xo € K tal que ) = Aoxo. Notemos que Ay > 0 pues
(€o,%0)E- £ = 1 de donde se sigue
<E,X()>E*7E > O, VeieT.

¢) Bastatomar K = w(L) yI' = U, >0 AM y usar la parte b).
d) 1) Notemos que si u € P([a,b]), entonces

I=u(la,b])= [ 1du,
[a.0]

donde 1 denota la funcién (continua) constante igual a 1. Por otra parte, tenemos que

(N < N flloptla ) = [If ]l VfEE

y por lo tanto || £, ||g= = 1. Luego por el Teorema de representacién de Riesz-Radon, tenemos
que

P(la,b))={(cE" | ({,1)pg =1 Bg-

(la,b]) = { (6D E=1} () E

cerrado débil-x compacto débil-x

y la dltima aseveracién estd garantizada por Teorema de Banach-Alaoglu. Por lo tanto
P([a,b]) es compacto débil-x. El mismo argumento es valido para P([c,d]). Por otra parte

| AP([c.d]) ={¢€E" | (¢, /)£ >0,V fEE, f>0}
A>0

= {(€E | {{,f)g-E >0}

E
J}EO cerrado débil-x y convexo.

De aqui concluimos que (J; (A P([c,d]) es un conjunto convexo, cerrado débil-x de F.
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2) Veamos i). Usemos la definicion, sea u € P([a,b]), notamos que
e o(u)(r) = /[ 0 dn)

define una funcién continua sobre el intervalo [c,d] y por lo tanto ¢, € F. Seae >0y
Vo, ---s Vm € P([c,d]). Fijemos fi € P([a,b]), luego

Woa)(Vo, -, Vs €) ={@ € F [ [({y,, @ — @(f1))px <&, i=0,...,m.}

es una vecindad para la topologia débil o(F,F*) de ¢(ji) (respecto a la topologia de la
traza). Sigue que

(P71 (qu([fl) (VO""7V’”;8)) = {‘LL € P([a’b]) | (P([,L) € W(p(/l)(VOw"vvm;e)}
= {[,L S P([avb]) | |<£Vn(p(.u) - (P(ﬂ)>F*7F| <gi=0,...,m }

uwerteay||[ [ mnau- w0

[y (L w00 )ty

ﬂ(s,t)dV,-(t)) es una funcién

< E, izO,...,m}

_ {u c Pllab) |

<€, i—O,...,m}

donde la dltima igualdad se tiene por el hecho de que ( /
[e.d]

continua en [a, b]. Definiendo o (s) = / 7(s,t)dv;(t) vemos que
[e.d]

(p_l (W(p([:t)(vla SER) Vm;S)) = {‘LL € P([avb]) ’ ’<£#*ﬂa ai>E*,E’ <&, i=0,...,m. }
el cual es un abierto en P([a,b]) para la topologia débil-x o(E*,E). Luego,

¢ : (P(la,b]),0(E",E)) — (C([¢,d])o (F",F))

e

es continua y dado que Yy = @ +

se concluye.

Ahora veamos ii). Dado que y; es continua para la topologia débil-x y P([a, b]) es compacto
débil-+. Tenemos que y, (P([a,b])) es compacto débil en E. En particular, es cerrado débil
en E y por lo tanto cerrado fuerte en E.

Veamos iii). Notemos que para ¢ € [c,d] fijo, tenemos que {y(u)(z) | u € P([a,b])} es
acotado pues

i) ()] < [zl +¢*, V1€ P([a,b])
Ademis, dado u € P([a,b]) tenemos que

lwie(p) () — wi(w) ()| =

/[a (rls,n) = (s2)) (o)

i

dado que 7 es continua, en particular es uniformemente continua, luego dado € > 0, existe
0 > 0 tal que |t} — 12| < 6 entonces |7(s,t;) — 7(s,t2)| < € (6 no depende de u). Por lo
tanto

(Vi) (1) —wi(u)(r2)| <& sl —i| <6
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y entonces { Wi (1) | u € P([a,b])} es equicontinua. Finalmente, por Arzela-Ascoli, yi(P([a,b]))
es relativamente compacto, pero dado que sabemos que Yy (P([a,b])) es cerrado fuerte en
E entonces serd compacto fuerte en E.

3) Por definicién de ¢* tenemos que

"< sup B(u,v), Vv e P(cd).
pep((ab))

Supongamos ¢* > 0, fijemos v € P([c,d]) y k € N, luego existe 1 € P([a,b]) tal que

*

k+1

" <B(u,v)+

y esto pasa si y solo si

kc*
k+1
luego (H) de la parte c) se verifica para Y = y;. Por 2) tenemos que la condicién i) de la

parte ¢) se verifica con L = P([a,b]) y M = P([c,d]). Por otro lado, dado u;, i, € P([a,b]),
A1,A2 > 0 (pero no ambos cero simultaneamente) y o € [0, 1] tenemos que

(hyiln) + (1= DAvi()) () = [ 7ls.0) dl@agu + (1 = @)hopa) ()

[a,b

OSB([J,V)—

= (lv, Wi(1))F F

kc*

k+1

atip + (1 — o)ty
(ar + (1 —a)dy) )

— (Otll + (1 — 06)12)

=(ah+(1-0)r)y <
dado que % € P(|a,b]) tenemos que la condicién ii) de la parte c) se verifica.
Supongamos ahora que 0 = Ay (u1) + (1 — A)yr(W) para algin A € [0,1] y py, iy €
P([a,D]) y entonces

kc*

== t€la,b
e Vielab

/[ | g+ (1= A)p) )
y de aqui se desprende, B(Ap; + (1 —A)up,v) = % para todo v € P([c,d]) y tomando
infimo,

kc*
inf B(A 1-2 =
vell’?[c,d]) (pr+( )2, V) k+1

y por lo tanto ¢* > ,i% Por otro lado, si 0 # Ay (1) + (1 — A1)y () para todo A € [0, 1]
y Ui, U2 € P([a,b]) entonces la condicion iii) de la parte ¢) se verifica, luego existe ty €
P([a,b]) tal que

(v, Wi(Mo))p-r >0,  VveP(cd])
y esto implica que

*

>
> vver(ab)

B(uo,Vv)
de donde

*

cy = sup inf B(u,v)> inf B(up,v)> ke
’ puepP(ap)) VEP(led) T T veP(led) O = k1
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y por lo tanto ¢, > 15“? para todo k € N. Luego haciendo k — +-co obtenemos ¢, > c¢*. pero
como ¢, < ¢* siempre, concluimos que ¢, = c*.
Si ¢* < 0. Basta reemplezar 7 por # = 7w+ |||/ + 1 y repetir el mismo andlisis. En este

caso
E(u,v)://[a‘b}x[gd]ft(s,t) du(s)dv(t) =1 VpeP(ab), Vv e P(e,d)

17.2.5 Problema 3 - Certamen 2 - 2020

a)

1)

2)

Sabemos que C es un conjunto acotado, convexo y cerrado, luego es un cerrado débil y
conv(B) es cerrado débil (B C C).

Por Hahn-Banach geométrico (segunda version), podemos separar de la forma estricta £
y conv(B), es decir, existe ¢ € E** con ||¢||g++ = 1 (inicialmente ¢ € E** pero podemos
tomar @ = ﬁ) y existen o/, € R tales que

<(P7£>E**,E* <a< ﬁ < <(P7€0>E**,E*7 Ve COI]V(B), (17.6)

en particular lo anterior se tiene para todo ¢ € B.

Veamos que existe {x; }ren C B tal que J,, — ¢ en 6(E**,E*). Por Lema de Goldstein,
sabemos que J(Bg) es densa en Bg-+ con respecto a (E**,E*). Ademds, o(E**, E*) es
metrizable en Bg«. Como ¢ € Sg+ C B, entonces existe {x; }reny C B tal que

Jxk3¢ en o(E",E"),

es decir, para todo ¢ € E*, (J,,,{)g~ g — (@,{)g~ g+ y recordemos que (Jy,,{)p~ g+ =
(¢, xx)E+ E- Luego, tomando supremo en los £ en B en la ecuacién (17.6) se sigue que
o > sup(@, {)g= g+ = sup lim (Jy ,0)g= g =sup lim (¢, x;)g+E
(B ’ teB k—tee ’ teB k—tee
Como B C C es una J-frontera para C, entonces para todo x; € E, existe un ¢, € B tal que
(Ui, Xi) B E = SUPycc (€, X1 )E+ E- Se sigue que

o >sup lim (£, x;)g g
(e k=t '

Zsup lim (Kj,xkhg*,]g
jeNk*)er

> limsup (U, X )E* &
k—> o0

= limsup sup (¢, xx)g* E
k—4-o0 LcC

> limsup(o, xx) B E
k—>+oo

=Ilim sup <Jxk €0>Ex* E*
k—-o0

— Hm (J. o) g yos
k_lglw( LoV E~ E

= (@, lo)E+ E*
> B,



17.2 Soluciones 143

lo cual es una contradiccién con que & < 3. Luego, no existe ¢y € C'\ conv(B) y se concluye
el resultado. |
b) 1) Sisuponemos que A es o(E,E*) compacto y ¢ € E* lineal continua, entonces de la de-
finicién de topologia débil en E se tiene que ¢ : (E,c(E,E*)) — R es continuo, luego ¢
alcanza su méximo en A.
2) Supongamos que E** es separable y que cualquier ¢ € E*, £ alcanza su supremo sobre A.
Veamos que A es 6(E,E*)-compacto.

V¢ € E*, { alcanza su maximo en A.
—=V/le E*, 3 xXo EA: <€,X()>E*7E = sup(E,x>E*’E

X€EA
= V/ie E*7 3 JXO € ]<A) : <‘Ix07£>E**,E* = Ssup <JX7£>E**,E*
JreJ(A)
—=Vie E*’ 3 JXO € J(A) : <Jx07£>E**7E* = sup <Jm£>E**7E*
Jeeconv(J(A))
—=Vie E*v 3 Jxo € J(A) : <Jx07£>E**7E* = sup <Jx7€>E**,E*-
‘]’VGGU(E**'E*)

Finalmente, J(A) es una J—frontera para 66(E**’E*). Por la parte a), C = conv(J(A)) =

coETE) Ademds, por hipétesis para todo ¢ € E* y para todo x € A, |{¢,x)| < M. Por
Teorema de Banach-Steinhaus, C es acotado. Luego C es un conjunto débil-x cerrado, (C =
fo(E**"E*)), convexo (C =conv(J(A)) y por lo tanto, o(E**, E*)-compacto. El resultado
sigue de la continuidad de J : (E, o (E,E*)) — (E**,c(E**,E*)) A CJ (C), J7}(C) es
o(E,E*)-compacto, A es 6(E,E*)-cerrado en J~!'(C) con lo que se concluye.

17.2.6 Problema 4 - Certamen 2 - 2020

a) Sea E reflexivo. Sea 6 € (0,1) y sea {x;} C Sg. Claramente, por definicién K, C K; y K son
conjuntos convexos cerrados y acotados (no vacios). Se sigue que K} es una familia de conjuntos
compactos. Luego,

() K« # 0.
neN
Para x € ﬂ K, se tiene que
neN 0
- x € Ky siy solo si existe ng y existe u € conv{xy,...,x,, } tales que ||x —u|| < 5
0
- x € Ky, siy solo si existe v € conv{x,,11,...} tal que [|x —v|| < 5

con lo cual se concluye que |lu—v|| < 6.
b) ¥ C X s.e.v. propio. Sea € > 0. Veamos que existe x € Sy tal que d(x,Y) > 1 — €. En efecto sea

2€X\Y talque 1 > ||2]| > 1 — &. Tomemos z € Z, con ||z|| < 1 y definamos x = ”—ZH, de donde
z

d(zY) _ |l
d(x,Y) = =y 2l >1-e
2l izl

¢) Sea 0 € (0,1). Notemos que
U BE** (Jx; 9)

x€E
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es un s.e.v. propio y cerrado de E**, luego por la parte b), existe g € Sg+ tal que

d <<p9, U Be=(Js: 9)) >1-—¢.

x€E

En particular, ¢y ¢ Bg+(0,0) que es cerrado fuerte, convexo y acotado, con lo cual es cerrado
débil-x. Asi, @g € (Bg+(0,0))¢ es abierto débil-x. Luego, existe una vecindad V; débil-x de ¢q
tal que

Vi[\Be-(0,6) = 0.

d) Usando V; de la parte anterior, sea x; € V| NSg+. Como ¢g & Bg++(Jy, 0) y siguiendo el mismo
argumento de la parte anterior, existe V, C V; vecindad débil-x de @g disjunta de B(J,,,0).
Sea x3 € V2 Sk, como @g & Bg+(Jy,;0) y @g & Br~(Jy,;0), entonces

¢p & By (conv(Jy,,Jy,);0).
Se sigue que existe V3 C V, vecindad convexa de @g tal que
V3 ﬂ]BE** (conv(Jy,,Jx,);0) = 0.

siguiendo de manera inductiva, existe una suceisén de abiertos débil-x convexos {V },en y una
sucesion de puntos {Jy, }nen con las siguientes propiedades:

i) {Vi} es decreciente.

ii) conv(Jy,,Jy,,...) C Vi implica que

inf |l >6
Juconv({Jy })

iii) Para todo n € N se tiene que

conv(Jy,, ,Jens---) SVart Yy Vap ﬂIB%E»«* (conv(Jy,,...,Jy):0) =0.

de donde se tiene que
Jyeconv(Jy,,....Jy)yJy €conv(dy,, ,...)

siy solamente si
u € conv(xy,...,xx) yveE conv(xpig,...),

luego se tiene que
[V = Jo|| = [lu—v]| > 6,

contradiciendo la hipétesis.
Problema 2 - Examen - 2020
Parte 1

a) (=) Seal e E*y¢e >0, luego Vy(¢;€) es una vecindad débil de x = 0. Luego, existe ny € N tal
que x; — X, € Vo(4;€), es decir

|0, xi) e E — (€ Xm) e E| = [ (€, — X ) B E| < E,

con lo cual se tiene que {(/,x¢)g+ g }nen €s de Cauchy.
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b)

c)

d)

(<) SeaA € o(E,E*) una vecindad abierta débil de x = 0. Luego existe ¢1,...,¢, EE*ye>0
tales que Vo (¢1,...,4n;€) C A.
Dado que {(¢;,xx)g* E }neN €s una sucesion de Cauchy para todo i =1,...,m se tiene que
existe n; € N tal que para todo n,m > n;

|(Ci, Xk — Xm)E E| = | (Ui X)) B E — (Cis Xm) B E| < €
sigue que definiendo nop = max{ny,...,n,} se tiene que
]<£,~,xk—xm>E*’E\<£, Vam>ny, Vi=1,...,m.

Se concluye que x; —x,, € Vo(41,...,4n;€) C A para todo n,m > ny.
Si E* es separable, entonces Bg+ es metrizable y por el Teorema de Banach-Alaoglu, toda
sucesion acotada en E** tiene una subsucesion que converge débilmente en o (E**, E*) (topologia
débil-*). Si {x¢ }nen es acotada en E, tenemos que {J, },en es acotada en E** (||x,||g = ||y, || g
para todo k € N) y por lo tanto, existe una subsucesion {x, }ren tal que {Jxkj tren converge
débilmente en o (E**,E*). Asi, para todo ¢ € E* la sucesion {<Jxkj )E+ B+ nen converge en R,
y por lo tanto es de Cauchy. Finalmente, dado que

<Jxk7£>E**,E* = <£,xk>E*,E7 Vn € N.

Se concluye que {(¢,x;,)E E }nen €s de Cauchy.
Sea {x¢ }nen una sucesion de Cauchy débil, definamos @ : E* — R via la férmula

Ok (0) = (€, x)E~ E, V¢ €cE.
Dado que {(¢,xx)E* E }nen es de Cauchy para todo ¢ € E*, tenemos que
= 1i
o(f) Jim o ()

estd bien definido y corresponde a un operador lineal. Mas atn, por el Teorema de Banach-
Steinhaus, ¢ € ZC(E*,R) = E*,y

sup || @ ||g+ < +-oo.

neN

Dado que || @k||g= = ||xx||g para todo n € N, se concluye que {x; } ,ciy es acotada.
Si {x¢ bnen es de Cauchy débil, por la parte c) existe ¢ > 0 tal que ||x¢||g < ¢ para todo n € N.
Usando el mismo argumento de la parte c), tenemos que existe ¢ € E** tal que

,x0)E g — (@, 0)p~g, VL€E"

ahora bien, como E** = E pues E es reflexivo, existe X € E tal que ¢ = Jg, de donde (¢, x4)g+ g —
(¢, %) g. Por lo tanto x; — X en o(E,E*).

Parte 2

€)

Si E es reflexivo, por el Teorema de Kakutani tenemos que @ es compacto débil en o (E,E*).
Dado que T € ZC(E,F) si y solo si T es débil continua, 7' (Bg) es compacto débil en o (F,F*).

Por otro lado, si F fuese reflexivo, entonces dado que T (Bg) es un convexo cerrado fuerte, es

también cerrado débil. Dado que 7' (Bg) es acotado también, se concluye por el Teorema de
Kakutani que T es débil compacto.
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f) Si S es débil compacto, entonces

SoT(Bg) =S(T(ER) C  |IT]l#cSBr).
~—— —

convexo relativamente débil compacto

Si T es débil compacto, entonces

SoT(Bg) C S(T(Bg)),
——

convexo

de donde usando el hecho de que T'(Bg) es débil compacto y que S es débil continua se tiene que

S(T (Bg)) es débil compacto.

g) Notemos que (¢, T (x¢) — T (x))p+F = (T*(£), Xk — Xm)E* E, de donde {T (xx) },en es de Cauchy
débil en F, pues T*(¢) € E* para todo ¢ € F*.
Dado que {x; },cn es también acotada por la parte ), la sucesion {7 (xx) },en €s un conjunto
relativamente compacto débil en F. Por el Teorema de Eberlein-Smulian existe una subsucesién
{xx; ren tal que {7 (x;) ren converge débilmente en o (F,F*) a algin y € F. Dado ¢ € F*, como
{T (x) }xen es de Cauchy débil existe L(¢) € R tal que

kgTw<€7 T(xk)>F*’F = L(g)

Como T'(xt;) — y en o (F,F*) tenemos que
L(¢) = (£,y)¥- F, V(e F.

Abhora bien, si y' fuese otro punto de acumulacién con respecto a la topologia débil o(F,F*)
tendriamos también que
L(¢) = <€,yl>F*7F, V/IEF.

Por lo tanto y' =y, es decir, {T(xx)},en tiene un dnico punto de acumulacién débil, luego
necesariamente {7 (x;) },en converge con respecto a la topologia débil.
h) Recordemos que 7** oJg = Jpo T, luego tenemos que

T (Je(Bg)) = Jr(T (Bg)) € Jr(T (Bg))

Dado que T(Bg) es compacto débil en o(F,F*) y Jg : (F,0(F,F*)) — (F*,0(F*,F")) es
continua, tenemos que Jr(7 (Bg)) es compacto débil-x en F** y por lo tanto

C J¥(T (B)) C Jr (F)

T+ (Je(Bg))
Notemos que en general, si ¥ : (X,.7) — (¥, 0) es una funcién continua entre espacios topol6-
gicos, entonces l//(Xj) C l//(A)G, luego dado que 7** : (E**, 6 (E**,E*)) — (F**, o (F**,F*¥))
es continua se tiene

o(E" E) o(F* F")

T (Je(BE) ) C T**(Je(BE))
Finalmente, usando el Lema de Goldstein, llegamos a
T (Bg+~) C Jp(F)

de donde se obtiene facilmente que 7** (E**) C Jp(F).
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i) Por la parte h) tenemos que im(7**) C Jp(F). Veamos que en este caso T es débil-x-débil
continuo. Basta ver esto en / =0 € F*. Sean ¢y,...,¢,, € E*™* y € > 0, luego

WO(¢1,...,qom;8) = {EEE* | |<(Pi,€>E**,E* <E, i= 1,...,m}

es una vecindad abierta de 7*(0) = 0 € E* en o(E*,E**). Notemos que
(T (Wo(@1,. .., Qm;€)) = {LEF* | T(0) €Wo(@1,...,0m:€)}
={{eF" | (o;, T (0))gp| <€, i=1,....m}
={leF | (T (@), )p~y| <€, i=1,...,m}
Por h) tenemos que existen xp,...,x, € F tales que T**(¢;) = Jp(x;), i = 1,...,m. Lo cual
implica que
(T Wo(@1,- ., oms€)) = {L €F* | |[{(Jp(x:), ) | < €, i=1,...,m}
={{eF" | |[(l,ixi)p-p| <€ i=1,...,m}

Por lo tanto (7*) =1 (Wo(@1, ..., @m; €)) es un abierto débil-x en o(F*, F). Luego, T* : (F*, o (F*,F)) —
(E*,o(E*,E*")) es continua. Finalmente, por el Teorema de Banach-Alaoglu, Bg- es compacta
débil-x en o(F*,F) y por lo tanto 7*(Bg+) es compacto débil en o(E*, E**).

j) Veamos que T'(K) es compacto fuerte en (F, || - ||r). Para ello basta ver que dada una sucesién en
T (K) esta tiene una subsucesién que converge (fuerte) en F.
Sea {x; }nen C K, dado que K es compacto débil, pasando a una subsucesion si fuese necesario,
podemos asumir que x; — X débilmente en o (E,E*) a algin € E (Teorema de Eberlein-Smulian)
Si {T (x;) }nen converge fuertemente, el candidato natural a limite serfa T'(X). Veamos que esto
es asi argumentando por contradiccién. supongamos que ||T(x;) — 7' (X)||r > O para algin & > 0
(para todo n € N). Por el Corolario 3 existe ; € F* tal que ||¢|[p- =1y

(b, T (o = %)) = || T (0 = %) [ > 6.

Dado que T* es compacto débil, por la parte g) podemos asumir que {7*(¢)},cn converge
débilmente a algin / € E*. Luego, tenemos que x; — X — 0y T*({;) — £ — 0. Por lo tanto, por la
propiedad de Dunford Pettis tenemos que

<T*(€k) — Z,xk _)Z>E*,E —0
Pero
(T ()sxx — ek = (b, T (X — %) )b F > 6
y (,x; — %) — 0 pues x; — % — 0. Por lo tanto, {7 (x;)},en debe tener una subsucesion que
converge fuertemente a 7 (¥).

k) Recordemos que co C £y £! 2 (cy)*. Como £! es separable, luego por b) toda sucesién acotada
en ¢y tiene una subsucesion de Cauchy débil.

17.2.8 Problema 2 - Certamen 2 - 2021

» Recordemos que en general tenemos o(E*,E) C o(E*,E*).
Por otro lado, si (E, || - ||g) es reflexivo, entonces E** = J(E) y por lo tanto para todo ¢ € E*
tenemos

Vo(@0y- -y @3 €) = Wo(J (x1), ., T () €), Ve >0, ¢, ..., ¢, € E.

Luego, todo abierto débil es un abierto débil-x y por lo tanto o(E*,E) = o(E*,E**).
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» Supongamos ahora que 6(E*,E) = o(E*,E**). Por el Teorema de Banach-Alaoglu, sabemos
que Bg- es compacto débil-x. Luego, dado que o(E*,E) = o(E*,E**), tenemos que Bg- es
también compacto débil.

En consecuencia, gracias al Teorema de Kakutani, E* es un espacio reflexivo. Finalmente,
como (E, || - ||g) es un espacio de Banach, tenemos que E es también reflexivo.

Problema 3 - Certamen 2 - 2021

Veamos primero que el espacio (E,|| - ||g) es reflexivo. En efecto dado que p € (1 + o), por el
Teorema de Dualidad de espacios L? sabemos que Lk ([0, 1]) es reflexivo y L5 ([0, 1])* = L, ([0,1]).
Luego, por el Teorema de Kakutani tenemos que B, » ((0,1]) €8 compacto débil, y en consecuencia, por

el Teorema de Tychonoff, B, (o 1) X [—1, 1] es compacto en el e.v.t.
(E, o (L4 ([0, 1]), L5 ([0, 1])) @ 6 (R, RY))
Sabemos que (Proposicién 42, apunte & Proposicion 3- Clase 13)
o(E,E") = o(L4,((0,1]),L([0, 1])) © (R, RY)

y por lo tanto B;p (o 1) % [~ 1, 1] es compacto débil en E.
Por otra parte, como o
Bg C By jo,17) X [=1, 1.

y B, es convexo y cerrado fuerte, es en particular cerrado débil (Proposicién 41, apunte & Proposicién
6 - Clase 13). A posteriori, tenemos que Bg, es compacto débil (es un cerrado débil contenido en un
compacto débil) y por el Teorema de Kakutani concluimos que E es reflexivo.

Para usar el Teorema de Weierstrass-Hilbert-Tonelli, definamos el conjunto A = L5,(]0,1]) x
[—1,1], el cual es claramente cerrado (fuerte), convexo y no vacio, y la funcién f : E — R dada por

Flu,x) = /0 AT () (6).u())dr, V() €E.

Veamos que f estd bien definida. Notemos primero que 7T : L5 ([0, 1]) x R — ([0, 1]) es lineal por
propiedades de la integral, y ademds continua, pues por la desigualdad de Holder tenemos

1
!T(M,X)(l)\S\X\eJr/O elb(s)[[u(s)|ds < e(jx[+[[bllal|ullr) < emax{1, [|b]|a} || (u,x) &), Vie[0,1].

Esto implica que 7 — A(T (u,x)(t),u(t)) es una funcién acotada y medible, en particular, integrable y
por lo tanto f(u,x) € R para todo (u,x) € E.

Dado que T es lineal y A es convexa, es fécil ver, usando la linealidad de la integral, que f es
convexa.

Ademds, f es s.c.i para la topologia fuerte, pues, si {(ux,xx) }ren € E converge en norma a (i, X),
tenemos que 7T (uy,x;) — T (i1, X) uniformemente y {(u;) }ren converge en Lk ([0,1]) a i, en particular,
existe una subsucesidn que converge c.t.p a i. En particular,

A(T(,%)(0), (1)) < minA(T (%) (1), (1))

Usando, el lema de Fatou tenemos que

s = | AT (@.9)(0),7(0)dr < liming 01A<T<uk7xk><r>,ak<r>>dr = lfminf £ (xe, ).
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Finalmente, tomando por ejemplo (ug,x0) = (0,0) tenemos que
B+ atllully < f(u,x) < f(uo,x0) = A(0,0)

Luego el conjunto A ¢(u,Xo) es acotado, y por el Teorema de Weierstrass-Hilbert-Tonelli concluimos
el resultado.

Observacion La reflexividad del espacio E = L% ([0,1]) x R también se podria argumentar usando
una norma equivalente

1w, )le = o/ ullZ, + 2 V(ux) € LE([0,1]) xR

y probar que en este caso el espacio es un espacio de Banach uniformemente convexo; en clases
s6lo demostramos la convexidad uniforme de L%, ([0, 1]) para el caso p > 2, el caso p € (1,2) s6lo se
menciond.

Problema 4 - Certamen 2 - 2021

Por un lado sabemos que N C (N+)* (visto en clases).
Notemos primero que (N L)l es cerrado débil-x. En efecto, si M C E es un s.e.v. de E, entonces
M+ es cerrado débil-x pues

M= " {teE | (Lx)pe=0}= (I ({0}).

xeM xeM

Luego, M se escribe como interseccién de conjuntos cerrados débil-x.
En particular, tenemos N°& ™ < (N1)L.
Supongamos por contradiccién que existe £ € (N)*- \NG(E*’E).
Por el Teorema de Hahn-Banach para la topologia débil-x (segunda version), existen x € E\ {0} y
A € R tales que
<€7X>E*,E <A< <£,X>E*7E, M AS NG(E*E). (17.7)

Dado que N es un s.e.v. de E* tenemos que
A < (tl,x)gx =1({,x)E"E, VieR, VL eN.

Luego, necesariamente <€,x>E*,E =0 paratodo ¢ € N, es decir, x € N L
Por otro lado, dado que £ € (N-+)*, tenemos que (/,x)g- g = 0.
Luego, por (17.7) tenemos que A > 0.

o(E*E

Sin embargo, evaluandoen £/ =0 € N ) en (17.7), obtenemos A < 0, lo que es absurdo.

Problema 5 - Certamen 2 - 2021

[<] Si existe T € ZC(E,F) tal que S = T*, entonces S € .ZC(F*,E*). Luego, repitiendo los
argumentos usados para demostrar la Proposicién 43 del apunte (Proposicion 4, Clase 13), pero para la
base de vecindades de la topologia débil-* se obtiene facilmente que el operador S : (F*, o (F*,F)) —
(E*, 0 (E*,E)) es continuo.

[=>] Supongamos ahora que S : (F*, o (F*,F)) — (E*, 0 (E*,E)) es continuo. Dado x € E, sabe-
mos que por definicién

Ji: (E*, 0 (E"E)) — (R, 7&)
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es un operador continuo. Luego,
JyoS: (F*,0(F" F)) = (R, &)

es un operador continuo. Siguiendo los argumentos usados para demostrar el Hahn-Banach Geométri-
co, primera versién topologia 6 (E*,E), existe y € F tal que J, = J, 0 S. En particular, esto implica
que

Jg o S(F*) C Jp(F).

Definamos entonces 7 : E — F via la férmula:
T(x)=Jz'oJ0S,  VxcE.
Supongamos que 7" es un operador acotado, luego tendriamos que
0, T(x))pF = (Jr(T(x)),O)p=p = (Jx0S,0)p g = (S(£),X)E* E, Vx€E, (€ F*.

Esto implicaria que S = T*. Luego, para concluir tenemos que probar que 7' es un operador acotado.
Observemos primero que

IT@)lle = 15" 0 JcoS]lp = [xoS

p = sup [(JyoS,O)p=p<| = sup |(Jy,S(£))g= |, Vx € E.

l[€1]¥ ll€le- <1

En consecuencia

IT)le = sup [(S(€), )kl < sup [IS(€)[e-|lxlle,  Vx€E.

[[€]lp< <1 [l¢][p==<1
Notemos que si S fuese un operador acotado, es decir, S € ZC(F*,E*), entonces

sup |[S(€)
el <1

£ = IS zc@E £

y podriamos concluir que 7 es un operador acotado, es decir, T € ZC(E,F). Esto es efectivamente el
caso, basta adaptar los argumentos vistos en clases para la topologia débil-x.
» Dadoque S: (F*,0 (F*,F)) — (E*,0 (E*,E)) es continuo, usando los mismos argumentos de la
demostracion de la Proposicion 44 del apunte (Proposicién 5, Clase 13), podemos ver que Gr(S)
es cerrado en la topologia producto ¢ (F*,F) ® o (E*,E).
= Similar a lo hecho en la Proposicién 42 del apunte (Proposicién 3, Clase 13), podemos ver
que o (F*F)@ 6 (E*,E) =0 ((F x E)*,F x E). Luego, Gr(S) es cerrado débil-x y a posteriori
cerrado fuerte en el espacio de Banach F* x E*.
= Usando el Teorema del Grafo Cerrado, tenemos que S es un operador acotado

Problema 6 - Certamen 2 - 2021

Por el Lema de Goldstine, sabemos que

o(M(X)".M(

T(© X)) Y _g(X)™ = M(X)".

Luego, para todo ¢ € (M(X), || - [|sx))", u € M(X)\ {0} y &€ > 0 tenemos que

Wo (1:3) NI (€(X) 0
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Luego, existe f € ¢ (X) tal que

‘<<p,u> M(X)* M(X /fdu‘ <f

Sabemos que %' (X) es separable, luego existe { fi treny € €' (X) densa en (€' (X),|| - ||«). En parti-
cular, existe k € N tal que

€
1f = fill < M
(@ huoraaos~ [ | < (@ huoraao)~ [ Fam |+ | 07~ | <5+ 1Al <

Notar que la desigualdad es trivial si g = 0.

17.2.13 Problema 7 - Certamen 2 - 2021

1. Denotemos por
U = {u ELL(Q) | / flu)du < +°<>}.
Q

Si % = () entonces ¥ = —co y su epigrafo seria LL"(Q) x R el cual es cerrado débil-x en la topolo-
glao (LL"(Q),LL (€2)). Lo que implica que  es s.c.i. para la topologfa débil-« & (LL"(Q),LL (Q)).
Supongamos entonces que % # @, luego sigue que

w(v) = sup {/ w— f(u) du}, W e L3(Q).
ucw Q
y por lo tanto

epi(y) = () epi(y).  donde yi () i= | wv—s(u) dp.

uew

Notemos que si / f(u) du > —oo, entonces la funcién
Q

v (L(Q),0 (L3 (Q),L,(Q))) = (R, Tk)

es continua pues el término lineal

Vi / wvdu =J,(v)
Q

es un funcional de evaluacién sobre LZ’(Q), y por lo tanto una funcién continua respecto a la
topologia débil-x o (L (Q),L! (Q)) Luego, y, es suma de una lineal continua débil-x y una
constante. En particular, epl(l[lu) es cerrado débil-x.

Si por otro lado / f(u) du = —oo, entonces epi(y,) = 0 que también es cerrado débil-x. Por

lo tanto, epi(y) es cerrado débil-x, lo que implica que V¥ es s.c.i. para la topologia débil-x
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Observacion Otra forma de argumentar y evitar considerar el caso / f(u) du = —oo, es como
Q

sigue:

Dado (Q,.27, 1) es un espacio de medida o-finita, existe una sucesién de conjuntos medibles

{4 Hren C Q tales que

VEEN, u(Q) <+, QU CQy y (Ju=Q
keN

Dado que
/ uv— f(u) du—>/uv—f(u) du, VMELL(Q),VVGLZ’(Q),
& Q

es facil ver que
y(v) = sup sup {/ uv— f(u) d,u}, Vv e L (Q),
keNuew Qy
y por lo tanto
epily) = () () epi(we),  donde yA()i= [ wo— )
keNuew £

Ahora bien, como f es convexa y continua, existen o, 3 € R tales que f(s) > a.s+ B para todo
s € R (Teorema de Hahn-Banach Geométrico en R?). En particular,

a/gu-ngk+ﬁu(szk)g/g Fu),  VueLl(Q), VkeN.

k

Esto implica que para todo u € % y k € N la funcién
v, (L (Q),0 (Ly(R),L,(R))) — (R, Tk)
es continua, y a posterior, Y es s.c.i. para la topologia débil-+ & (L (Q), Ly, (Q)).
2. Dadov € Ly (Q) tenemos que
y(v)> sup {/ uv— f(u) du | ue By (Q)(uo,r)} > sup {/ uvdp | ue B, (Q)(uo,r)} —M.
Q . ueLl (@) /@ .

Pero

sup {/ uvdu | u GIBELL(Q)(uo,r)} =r sup uvd,ll—i—/ upv du = r||v||Loo+/ upv dL.
ueL} (@) (/€ el 1 <17€ Q Q
Luego,
l;/(v)—/guov du > r|v||= — M, W e L (Q).
Notemos que si Y(v) — [quov djt = oo para todo v € L7 (Q) la conclusion es directa. Suponga-

mos entonces que existe vo € L7 () tal que y(vo) — / ugvo dit < +oo. En particular, tenemos
Q
que

Ay, (Vo) := {V €L Q)| y(v)— /QMOV dp < y(vo) — /Quovo du}
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es acotado y cerrado débil-x; esto ultimo pues ¥ es s.c.i topologia débil-x ¢ (LE(Q),L}L Q) y
el término integral es J,, (v), el cual, por definicién es continuo respecto a la topologia débil-x
c (L;’ (Q), LL (Q)). En particular, el conjunto A, Juy (Vo) €s compacto débil-x gracias al Teorema
de Banach-Alaoglu.

Para concluir, y al igual que con el Teorema de Weierstrass-Hilbert-Tonelli, basta probar que

N {ven@ivor- [wansy} o

y>infpeq) (W—Jy)

Dado que Ay, (vo) es compacto débil-*, argumentando por contradiccion, podemos asegurar
que existen yp,. .., Yy > fnfLﬁ(Q)(W_ Jug) tales que

Y(v) —Jy(v) > min %} :

i=1,...m

Ay (00) U0 €Ay (0] W) ) > 7 = {VGAwJuO(Vo)

Esto implica que para todo v € Ay, (vo) tenemos que rlnin Y < W(v) —Juy (v).
i=1,...,

Sin embargo, esto no puede ocurrir, puesto si no obtendriamos

inf v)—J,,(v) = inf v)—J,,(v)> min ¥ > inf v) —Jyu (V).
veLl(Q) ll/< ) MO( ) vEAy s, (vo) W( ) uO( ) =1, m% veLl (Q) W( ) 0< )
Observacion Para argumentar que Y — J,, es s.c.i topologia débil-x ¢ (LE(Q),LL (Q)) basta

notar que

W(v) —Ju (V) = sup { /Q (u—uo)v— f(u) du}, e L3(Q),

uel} (Q)

y usar los argumentos de la parte (a).

17.2.14 Problema 5 - Examen - 2021

Sea {yx }renw € T(K) una sucesion que converge a y € F, luego existe una sucesion {x }reny C K
tal que y, = T'(x) para todo k € N. Debemos probar que existe ¥ € K tal que y = T'(X).

Veamos que {xy }ren s una sucesion acotada. Recordemos que ||xk||g = ||y, ||g+ para todo k € N.
Luego, para obtener que {x; }xcn es acotada, basta ver que {Jy, (¢)} }ren es acotada en R para todo
¢ € E* fijo y luego aplicar el Teorema de Banach-Steinhaus.

Notemos que dado ¢ € E*, por hipétesis, tenemos que existen f € F* y h € b(K) tales que £ =
T*(f)+h, y por lo tanto

xe g = (T*(f),x)e g+ (hxi)e g < (f, T (x))p-F +sup(h,x)g-g,  VkEN.

xeK

Similarmente, existen [’ € F* y i’ € b(K) tales que —¢ = T*(f") + 1, y por lo tanto

—(xi)e g = (T (f"),xi)e E+ (W x0) e & < (', T (xk))p F + sup(h', x)g- &, Vk € N.

xeK

Dado que T'(xx) — y 'y h,h' € b(K), concluimos

sup "ka(@‘ = Sup‘<£axk>E*-,E‘ < oo,
keN keN
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y por lo tanto, el Teorema de Banach-Steinhaus obtenemos que {x; }ren es acotada.

Luego, por el Teorema de Compacidad secuencial débil, existe una subsucesion (que denotaremos
igual), que converge débilmente a algtin X € E. Dado que x; € K, para todo k € Ny K es cerrado débil,
tenemos que X € K. Dado que T € ZC(E,F), tenemos que T (x;) — T(X), y por lo tanto, dado que
(E,o(E,E*)) es un e.v.t. Hausdorff, tenemos que y = T'(X), pues en particular 7' (x;) — y; el limite de
sucesiones que convergen débilmente es tnico.

Problema 6 - Examen - 2021

Notemos que

gr(q)*) = {(faf) €eF" xE" | <f7y>F*,F > <€ax>E*,E7 Vx e Ea \V/y € q)(x)}

= () {(f,0) €eF XE | {(f,))pF > ({,x)E g}
(x,y)€gr(®)

= () {(f,0) €F xE"[(f,y)p5 > ({,X)p-E}
(x,y)€gr(P)

= () {(f,0) €F XE [ {(f.0),(3))FxE FxE > 0}
(x,y)egr(®)

= [ {(f,0) eF* xE" [ {(Jy, ), (f,0))pnE >0}

(xy)egr(®P)

= m (Jyajx)_l[0a+°°)
(xy)egr(®)

Dado que cada (J,,J,) € F** x E** C (F x E)*™*, tenemos que (Jy,J;) ' [0,+0) es cerrado débil- en
o ((F xE)*,F x E). En consecuencia, gr(®*) es cerrado débil-x en ¢ ((F x E)*,F X E).

Ahora bien, similar a lo hecho en la Proposicién 42 del apunte (Proposicion 3, Clase 13), podemos
ver que o (F*,F)® 0 (E*,E) = o ((F X E)*,F x E). Esto implica que gr(®*) es cerrado en la topologia
producto o (F*,F) @ 6 (E*,E).

Por otro lado, tenemos que

EF* x ®* (EF*) = gr(‘b*) QEF* x E*.

Por el Teorema de Banach-Alaoglu, tenemos que By es un conjunto compacto débil-x en E*, y en
particular cerrado débil-« pues la topologia débil-+ es Hausdorff. Por lo tanto Bg- x E* es cerrado en la
topologfa producto ¢ (F*,F) ® ¢ (E*,E), y en consecuencia Bg- x ®* (By-) es cerrado en la topologia
producto ¢ (F*,F) ® 6 (E*,E).

Luego, dado que (EF* ,o (F*, F)) es un espacio topolégico compacto, usando la indicacién, con-
cluimos que ®* (By-) es cerrado débil-+ en ¢ (E*,E).
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Vamos a comenzar esta parte del curso estudiando la nocién complemento topoldgico, la cual serd
dtil para la secciones venideras.

DEFINICION  Supongamos que (E, || -||g) es une.v.n. y G C E un s.e.v. cerrado. Diremos un s.e.v. L CE
es un complemento topologico de G si L es cerrado y E = GBL.

LEmA 5 Supongamos que (E,| - |[g) es un espacio de Banach y G C E un s.e.v. cerrado. Si G admite
un complemento topolGgico, entonces P € ZC(E).

Demostraciéon La conclusion viene del Teorema del Grafo Cerrado. En efecto, si {x; }xeny C E es tal
que

X —xy Po(x)—y,
entonces, si L C E es un complemento topoldgico de G, tenemos
Pr(xx) = xx — Po(xg) — x—y.
Dado que G y L son cerrados, tenemos
yeG y z:=x—y€L,

y por lo tanto y = Pg(x), puesx =y+z € G+L. [ |

Veamos ahora algunos casos importantes donde podemos asegurar la existencia de un complemento
topologico.

ProposICION 39 Supongamos que (E,|| - ||g) es un e.v.n. y G C E un s.e.v. de dimension finita.
Entonces G admite un complemento topoldgico.
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Demostracion Supongamos G = ({ey,...,e,}) con {ey,...,e,} linealmente independientes. Por el
Corolario 2, para cada k € {1,...,n}, existe ¢, € E* tal que

Ek(ek)ZI y Ek(ei):O ViG{l,...,l’l}\{k}.

n
Sea L = m ker(¢;). Notemos que L es cerrado y ademds tenemos
k=1

I <Z(Xi€i> :Zaiék(ei):ak, Yag,...,a, € R, VkG{l,...,n}. (18.1)
i=1 i=1

Resta ver que E = G@L. Esto viene de notar que
n

» six € GNL,entonces {;(x) =0y existen ..., o, € R tales que x = Z a;e;. Luego, por (18.1),
i=1
tenemos que oy = 0 para cada k € {1,...,n}. Por lo tanto x = 0.
= (enemos
n n
x:z&(x)ei—i—x—z&(x)e,-e G+L, VxcE
i=1 i=1

by (x—

PropPOsICION 40 Supongamos que (E,| - ||g) es un e.v.n. y N C E* un s.e.v. de dimensién finita.
Entonces N admite un complemento topolégico, cuya dimensién (que es finita) coincide con la de N.

pues

(agE

Ei(x)el) = l(x) — lr(x) =0, Vx € E.

I
—_

Demostracion Supongamos que N = ({{1,...,4,}), con {/y,...,¢,} siendo linealmente indepen-
diente. Afirmamos que existen xp,...,x, € E tales que

<€k,xk>E*7E: 1 y <€k,x,‘>E*7E:0 Yie {1,...,7’1}\{/(},
pues la funcién (lineal) v : E — R” dada por
l//(x) = (<€1,X>E*,E,-~-,<£n,x>E*,E), VxeE

es sobreyectiva, pues si no fuese asi, Y(E) C R" y por el Corolario 7 existiria 7 € R"\ {0} tal que

(Y niti,x)g g =
=y

1

ni{l, X g =1 w(x) =0, Vx €E.
=

]

n
Luego Z ni¢; = 0, pero como {/y,...,¢,} es linealmente independiente, necesariamente 17 = 0.
i=1
Veamos que F = ({x|,...,x,}) es un complemento topolégico de N*.
= Notemos que E = N+ 4 F, pues dado x € E tenemos

n
(Ci,X)E pxi+ Y (0i,X)E- EXi.
i=1

(agE

X=X—

Il
—
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n n
Claramente, Z(Z,-,x)E*7Exi € F y por otro lado x — Z([,-,x>E»«,Ex,~ e Nt pues

i=1 i=1

n

(le,x =Y (b, x)E gxi)Er E = (U, 0)Er E — (o) B (G i) Er g =0, Vhke{l...

i=1

= Ademads, para todo ¢y, ..., &, € R tenemos que

n
Y ox)p g =0, Vke{l,...,n}.
i=1

Notemos que si x € F ()N, entonces (¢4, x)g- g =0 paratodok=1,....ny

X = i oGX;.
i=1

En consecuencia, F YN+ = {0} y por lo tanto E = N*@©F.

n

(18.2)

Finalmente, dim(F) = n pues {xi,...,x,} es linealmente independiente. En efecto, si Z oix; =0 con

i=1
oy,...,0, € R, entonces por (18.2) tenemos que oy = 0 paratodo k € {1...,n}.






Ahora pasaremos a estudiar la nocién de operador compacto entre e.v.n. y presentaremos algunas
de sus propiedades mds importantes.

DEFINICION Diremos que un operador T € ZC(E,F) entre dos e.v.n. (E,||-[[g) y (F,| - |l¢) es un
operador compacto si toda sucesién acotada {x; }rery € E tiene una subsucesion tal que {7 (xx;) } jen ©
F converge fuertemente.

Denotaremos por .# (E,F) a la coleccién de todos los operadores compactos de E en F.

Observacion Notemos que T € 7 (E,F) siy s6losi T (IBTE) es subconjunto compacto (fuerte) del
evan. (F,||-|g).

Notacion  Si E = F escribiremos simplemente ZC(E) y # (E) en vez de ZC(E,E) y # (E,E),
respectivamente.

Ejemplo Dada k : [0,1] x [0,1] — R Lipschitz continua, el operador T : €([0,1]) — ([0, 1]) es
compacto:

T = [ Ky wree(o1), vee 1]

En efecto:
= Claramente T es lineal, por linealidad de la integral.
» T(f) € %([0,1]), de hecho es Lipschitz continua

T()x1) =T () )] < /01 [1(er,y) = KO VI ()| dy < Liclxi = x| fllew, V1,32 € [0,1].

= T es un operador acotado pues ||7'(f)||e < |/&||s|| f]|- para todo f € €([0,1]).
] T(Bcg([o’l])) relativamente compacto gracias al Teorema de Arzela-Ascoli:



19.1

162 Capitulo 19. Operadores compactos

* T(B(o,1))) es equi-continuo pues

IT(f)(x1) =T(f)(x2)| < Liex1 —x2f,  Vxi,x2 € [0, 1], Vf € Begjo,1))-

* Para todo x € [0, 1] el conjunto {7 (f)(x) | B((o,1)) } es acotado en R pues

T < MKlleey VIS0 <1

Observacion  El resultado es igual de vdlido si k : [0,1] x [0,1] — R continua (por continuidad
uniforme).

Propiedades bdsicas
Veamos primero algunas propiedades algebraicas de operadores compactos.

PrRoOPOsICION 41 Supongamos que (E, ||-||g) y (F,]|| - |lr) son dos e.v.n. Luego, .# (E,F) es un s.e.v.
de ZC(E,F). Si ademds, (F,||-||r) es un espacio de Banach, entonces .# (E,F) es un s.e.v. cerrado de

Demostracion Veamos primero que # (E,F) es un s.e.v. de ZC(E,F). Recordemos que (F, || - ||r)
es un e.v.t., luego las funciones suma y multiplicacién por escalar son continuas

fam(%y) :=x+y ¥y fmu(A,y) := Ax, Vx,y € E, VA € R.

n SiT (E) es compacto, entonces AT (IBTE) = fmult ({l} xT (IBT;)) también es compacto.
Por lo tanto,
AT € #(E,F), VT € #(E,F), VAR

» Si Ty, T, € # (E,F), entonces también tenemos que 71 + 1> € # (E,F).
En efecto, observemos que

13 (Be) + 7> (B) € Ti (Be) + 7> (Be) = fun (Ti (Br) < 72 (Br) ).

Esto implica que 7} (Bg) + 7> (Bg) estd contenido en un compacto de F, y por lo tanto es
compacto.
Veamos ahora que % (E, F) es cerrado. Tomemos {7} }xeny € 7 (E,F) tal que Ty — T en ZC(E,F).

Si <T (IBT;) , dF) fuese un e.m. completo y totalmente acotado, entonces seria un e.m. compacto, donde

dF(X,y) = H'x—yHF7 vay €F.

En consecuencia, T (Bg) serfa compacto (fuerte) en (F, | - [|g), y por lo tanto, tendriamos que T €

2 (E,F). Dado que (F,|| - ||r) es un espacio de Banach, es directo que (T (E),dp) es un e.m.
completo.

Veamos ahora que es un e.m. totalmente acotado. Sea € > 0 y tomemos k € N tal que
€

| Tk = T||.2c < 3
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Dado que 7T; (E) es compacto fuerte en F, existen yy,...,y,, € F tales que

m

Ty (]BE) - UIB%F(y,-, %)
i=1

e R &
Fijemos y € T (Bg), y tomemos x € B, tal que |[y — 7'(x)||r < 3 Notemos que también existe

€
ie{l,...,m} tal que ||T;(x) — yi||r < 3 En consecuencia

€ €
ly =yille < Iy =T )lle + 17 00) = Te()llp + 1 Te(x) = yille < 5 +IT ~Tellzc + 5 <&

m
Luego, y € U By (yi, €), y a partir de esto podemos concluir que <T (E«:) ,dF> es totalmente acotado

i=1
pues

m

(BF()’H ) UB yu

Cs

Ve>0,3yi,...,ym €F, talesque T (Bg) C
1

Veamos ahora algunos resultados sobre la composicién de operadores compactos.

PrOPOSICION 42 Supongamos que (E, || - ||g), (F,||-|l¥) y (G,] - ||¢) son e.v.n.
» SiT € ZC(E,F)ySe #(F,G),entonces SoT € % (E,G).
» SiTe ¥ (E,F)ySe ZC(F,G),entonces SoT € % (E,G).

Demostracion o
» Dado que 7 € ZC(E,F), existe r > 0 tal que 7 (Bg) C Bg (0, r). Esto implica que

SoT (Bg) = S(T (Bg)) C rS(Br) C rS(Br).

Si § € % (F,G) entonces rS(Bp) es compacto, y por lo tanto So T (Bg) también lo es. Por lo
tanto So 7T es un operador compacto.
= Por otro lado, notemos que

SoT (B) = S(T (B5)) C S(T (B)).

SiT € 2 (E,F), entonces T (Bg) es compacto, y luego S(T (Bg)) también es compacto, pues

S e ZC(F,G). A posteriori, So T (IBT;) también es un conjunto compacto, y por lo tanto, So T €
 (E,G).
[

Operadores de rango finito

DEFINICION Diremos que un operador T € ZC(E,F) es de rango finito si im(7) es un s.e.v. de
dimension finita de F.

Observacion Todo operador T € .ZC(E,F) de rango finito es también compacto.
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Si (E, |- |lg) es un espacio de Hilbert y M C E es un s.e.v. de dimension finita, entonces
Py : E — E es un operado de rango finito, donde Py, denota la proyeccion sobre M, es decir, el operador
caracterizado por ser Unica solucién de

(x —Py(x),z— Py(x)) =0, Vx€E, Vze M.

LEMA 6 Si (E, || -||g) es un espacio de Hilbert y M C E es un s.e.v. cerrado, entonces Py € ZC(E).
Demostracién Dado que M es un conjunto cerrado, convexo y no vacio, Py es Lipschitz continua.
Ademas, la proyeccién sobre M estd caracterizada por ser tnica solucién de

(x—Py(x),z— Py(x)) =0, VzeM. (19.1)

Luego, Py es lineal pues
s Dadosx € Ey A € R, multiplicando (19.1) por A y reemplazando Az por z vemos que APy (x)
es solucién de
(Ax—APy(x),z—APy(x)) =0, VzeM.
Esto implica que APy (x) = Py(Ax) (por unicidad de la proyeccién).
= Dados xj,x; € E, evaluando (19.1) en x = x; y en z — Py(x2) en vez de z obtenemos

(x1 =Py (x1),2— Py(x2) — Pu(x1)) =0, VzeM.
Similarmente, evaluando (19.1) en x = x, y en z — Py (x1) en vez de z obtenemos
(x2 — Py(x2),2— Py (x1) — Py(x2)) =0,  VzeM.
Sumando ambas igualdades llegamos a
(x1+x2— (Py(x1) +Pu(x2)),2— (Pu(x1) + Pu(x2))) =0, VzeM.

Esto implica que Py (x; +x2) = Py(x1) + Py(x2) (nuevamente, gracias a la unicidad de la
proyeccion).
|

PrOPOSICION 43 Supongamos que (E,||-||g) es un e.v.n. y que (F,|| - ||[r) es un espacio de Ba-
nach. Si {Ti}xen € ZC(E,F) es una sucesion de operadores de rango finito tal que 7y — T en
(ZLCE,F),| - |.2c) paraalgin T € ZC(E,F), entonces T € % (E,F).

Demostracién Basta recordar que todo operador de rango finito es también compacto y usar la

Proposicién 41. |

Como veremos a continuacion, el converso de la proposicién anterior es verdadero si (F, || - |r) es
un espacio de Hilbert.

PropPOsICION 44 Supongamos que (E, || - ||g) esune.v.n. y que (F, || -||r) es un espacio de Hilbert. Si
T € ¢ (E,F), entonces existe una sucesion {T; }reny € £ C(E,F) de operadores de rango finito tal que
T, —T.

Demostracién Sea € > 0, como T (E) es compacto en F, existen yy,...,y,, € F tales que

7 @) € UBr(n5).
i=1
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Definamos M = ({y1,...,ym}). Notemos que M es un s.e.v. de dimension finita de F. Consideremos

el operador T; : E — F dado por T = Pyyo T, donde Py : F — F es la proyeccién sobre M. Dado que

Py € ZLC(F), tenemos que T € ZC(E,F). Claramente T es de rango finito, pues im(7;) C M.
Fijemos x € B, luego existe y; € E tal que T (x) € Bg(y;, 5), y con esto tenemos

17 (x) = T ()l = 1Prr (T (x)) = T (x)l[p < [|Par (T (%)) = yille + llyi = T (%) [

En consecuencia, dado que Py, es Lipschitz continua de médulo k = 1 e y; € M, tenemos

1Te(x) =T () lp < |Pu (T (x)) = P (i) l[e + [lyi = T () [le < 2[lyi = T (%) [p <.

Dado que x € B, es arbitrario, obtenemos que || Tz — T || ¢ < € |

Operadores de Hilbert-Schmidt

DEFINICION Supongamos que (E,|| - ||g) es un espacio de Hilbert de dimensién infinita y separable.
Diremos que un operador T € ZC(E) es un operador de Hilbert-Schmidt si la serie

+oo )
Y 17 (el
k=0

converge, donde {ey }rery s una base ortonormal completa de E.

Observacion La definicién no depende de la base ortonormal completa de E:
Si {ex tren ¥ {ék }ren son bases ortonormales completas de E entonces

||Te,HE—Z| (e)) ekr—z\e],r*ek zm e)E,  VieN.

Luego, por el Teorema de Fubini tenemos que

foo foo 400 400
ZHT ej HE—ZZI (T*(&),ep))> =Y. Y (T*(&),e ZHT Ol
j=0k= k=0 j=0

Dado que E es un espacio de Hilbert, T** = T y por lo tanto, usando lo anterior con 7* en vez de T,
tenemos

Z 1T (e) & = Z 17 (&)l = Z 1T (26) I

ProposICION 45 Supongamos que (E, || - ||g) es un espacio de Hilbert de dimension infinita y separable.
SiT € ZC(E) es un operador de Hilbert-Schmidt, entonces T € % (E).

Demostracion Sea {e }ren una base ortonormal completa de E y definamos E; = ({eo, ..., e }) para
todo k € N. Denotemos por P, : E — E a la proyeccion sobre E;. Luego, P, € % (E) pues es de rango

finito y ademads
k
Pi(x) =Y (x,e))e;, Vx € E.
j=0
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Definamos T; = T o P,. Notemos que, gracias a la Proposicion 42, tenemos que T; € J# (E) pues
P, € # (E). De hecho, Ty es de rango finito pues

k
Z. x,e;)T(e;) € ({T(eo),...,T(ex)}), Vx € E.

Para concluir basta ver que Ty — T en .ZC(E) y usar la Proposicién 41. Notemos que, por la
desigualdad de Cauchy-Schwarz, para cada x € Ey k,m € N fijos con m > k tenemos

2
175 () = Tic() | < ( Y [xelliT(e)) HE) Z [(x.e5)f? Z 1T (el < 1l Z 1T (el

Jj=k+1 Jj=k+1 Jj=k+1 Jj=k+1

Ademds, dado que T € ZC(E) y Pn(x) — x puntualmente en E, también tenemos

T(x)= T( lim Pm(x)> = lim T (P,(x)) = lim T,(x), Vx € E.

m——+oo m——+oo m—s—+oo

En consecuencia

~+oo
IT() ~ T@)lE < Ixle Y I1T(e))lle,  ¥xeE.
j=k+1
Esto implica que
~+o0
IT =Tl < X TR, VkeN.
Jj=k+1

A posteriori tenemos entonces que 7, — T en .ZC(E) pues T es un operador de Hilbert-Schmidt. H

Teorema de Schauder

TEOREMA — Schauder. Supongamos 7' € ZC(E,F), con (E,|| - ||g) y (F,| - ||[r) siendo e.v.n. dados.
SiT € 2 (E,F) entonces T* € J# (F*,E*). Si ademas (F, || - ||r) es un espacio de Banach, entonces

TeX(EF) < T"c(F E)

Demostracién Dado que T* € ZC(F*,E*) tenemos que probar que T*(Bg+) es compacto (fuerte)
en E*. Bastard probar que {7T*(¢)}ren C E* tiene una subsucesion convergente, cualquiera sea
{0 }ken C Bp-. Ademds, dado que E* es un espacio de Banach, basta ver que {T*({,)} jen es de
Cauchy para alguna subsucesién. Primero notemos que

1T (k) = T (€m)

g = sup [(T"(lx—Lln),x)EE| = sup | (b — b, T (x))¥ F|, Vk,m € N.

lp< xeBg

Sea Y = T (Bg), luego sigue que

1T () =T () ler = sup [{(Ck = L, y)w ¥ = sup [(b — L, V)w ¥, Vhk,meN.
yeT (Bg) yeyY

Consideremos para cada k € N la funcion ¢ : Y — R dada por ¢ (y) = (¢, y)¥+ . paratodoy € Y.
Luego, podemos reescribir la igualdad anterior como

1T (k) = T" ()l = |0 = Pull,  VK,meN.
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Entonces, para concluir basta probar que {¢x; } jen es de Cauchy en (¢'(Y), || - [|) para alguna subsu-

cesion. Notemos que Y = T'(Bg) es un compacto de F, pues T € J# (E,F). Por lo tanto, (Y,dy) es un
e.m. compacto.
Para obtener el resultado buscado usaremos entonces el Teorema de Arzeld-Ascoli con la sucesién
{ o} ren-
= Notemos que @(y) = (/,y)r-F es continua en Y (pues es continua en F), luego {@ }reny C
€ (Y).
» Dadoy €Y fijo, tenemos que {@k(y) | kK € N} es un conjunto acotado de R pues

|| = [, y)ew| < [l llylle < lIylle,  VEeEN.

» Ademds, { ¢ }ren es una sucesion equi-continua, ya que tenemos

loc(v1) — @c(2)| < llyi = y2lle, Yy, €Y,VkeN.

Luego, por el Teorema de Arzeld-Ascoli, existe una subsucesion { ¢y, } jen que converge unifor-
memente. En particular, {¢y, }jen es de Cauchy en ¢'(Y), y en consecuencia {T*(¢;)} jen es de
Cauchy en E*. Dado que (E*, || - ||g-) es un espacio de Banach, {T*(;)} jen converge y por lo tanto
T* € A (F* E).

Supongamos ahora que (F, || - ||g) es un espacio de Banach y que7™* € % (F*,E*), luego usando la
implicancia ya demostrada tenemos

Notemos que JpoT = T** o Jg, donde Jg y Jr denotan las inyecciones canénicas de E y F, respectiva-
mente. En efecto, dados x € E y sea £ € F* tenemos

(T (JE(x)), O)p= pe = (JE(X), T (€))pr k= = (T"(£), )+ £ = ((, T (X)) F = (Jr(T (%)), €)= p+.
En Consecuencia, tenemos
Je(T(Bg)) = T** (Je(Bg)) C T (Bg~) C T** (Bg-).

Este dltimo conjunto es compacto en F**, lo que implica que J¢(7 (Bg)) también es compacto en F**.

Veamos finalmente que 7 € # (E,F). Sea {x; }ren C Bg, luego {Jr(T (x¢)) }ren € Jr(T(Bg))
tiene una subsucesion convergente.
Si {Jr(T (xt;))} jen denota la subsucesion convergente, notemos que

17 (at;) = T (o) e = Ve (T () = I (T () le, Vij €N
Esto implica que {7 (xz;) } jen es de Cauchy, y dado que (F, || - ||r) es un espacio de Banach, concluimos.

Alternativa de Fredholm

ProPOsICION 46 Supongamos que (E,||-||g) es un e.vn. y T € J#(E). Luego, ker(I —T) es de
dimension finita.
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Demostracion Sea Eg =ker(/ —T) ={x € E | x—T(x) =0}, este es un s.e.v. cerrado de (E, || - ||g).
Ademds, x € Eg si y solo si x € ker(I — T'), lo cual equivale a que x = T'(x). Por lo tanto, tenemos

xeT(By,) CT(Bg) CT(Bs),  VaeBr,.

En otras palabras,

B, C 7 (Bg).

Dado que T € # (E), concluimos que By, es compacta en (Eo, || - |g). Luego, por el Teorema de Riesz,
concluimos que Ej es de dimensién finita. |

PrROPOSICION 47 Supongamos que (E, || ||g) esune.v.n. y T € # (E). Luego, im(/ — T') es cerrado.

Demostracion Tomemos una sucesion {x;}xey C E y f € E tal que x; — T (x;) — f. Dado que
xx — T (x) € im(I — T) para todo k € N, tenemos que probar que f € im(/ — T'). Por la Proposicién
46, sabemos que ker(/ —T') es un s.e.v. de dimension finita. Para cada k € N, denotemos por y; a la
proyeccion de x; sobre ker(I — T'), es decir, y; € ker(I —T) tal que

Ik — v |l = dist(xg, ker(I —T)), VkeN.
Definamos fj := x; — T (x¢) para cada k € N, y notemos que
Ji=xk—TOx)=xx—T () —0=xx —T(xx) — vk — T (k) = (xx —yx) — T (2% — yx), Vk € N.
Notemos que si {7 (xx; — y&;) } jen convergiese a algiin £ € E, para alguna subsucesion, tendrfamos que
X — Yk, = fi; + T (o, —yi;) = [+
Asi, a posteriori tendriamos
f=f4+L=T(f+0)=I-T)(f+¢) €im{—T).

Para concluir que im(I — T') es un s.e.v. cerrado de E, basta entonces ver que {x; — Vi }xen €8
acotada, pues, dado que T € # (E), esto implicaria que {7 (x;y — y) }xen tiene una subsucesion
convergente. Por contradiccidn, supongamos que existe una subsucesion que no es acotada, es decir, tal
que [|xz; — yx;|[g — +oo. Definamos

Xk — Yk

= Vk € N.
[k — Yi|lE

Notemos que zx; — T (z;) — 0 pues

(xkj _Yk,-) - T(xkj _ykj) - xkj - T(xkj)
ka_,' _yk_,'HE ka_,‘ _yk_jHE’

a;—T(z;) = VjeN.
Dado que ||z, ||l = 1y T € # (E), tenemos que {7 (z;,)} jen tiene una subsucesién convergente. Sin
pérdida de generalidad entonces podemos asumir que {7 (z;) } jen converge a algitin z € E. Dado que
2k, — T(zk;) = 0y T(z,;) — z entonces también tenemos que zi, — z. Luego, z—T'(z) =0, es decir,
z€ker(/—T)y en particular dist(z;, ker(/ = T)) — 0.

Por otro lado,

yHE e P eyl ylle) e

. Xk — Yk
dist(zg, ker(/—T inf
( ( )) y€eker(I-T) ka _kaE

VkeN.
yeker(I-T) H ka—kaE ’
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Dado que yi + y||xx — k|l € ker(/ —T') siy sélo si y € ker(I — T'), obtenemos una contradiccién

pues
. dist(xg, ker(I—T
dist(zx, ker(I—T)) = (Hik _yiHE ) =1.

CoroLARIO 19 Supongamos que (E, |- ||g) esune.van. y T € # (E). Luego,
im(I —T) =ker(I — T*)*.
Demostracion Recordemos que por la Proposicién 6 tenemos que
m{—7) = (im(I - T)")".
Ademads, por la Proposicion 9 tenemos que
(im(I —T)4)*t =ker((I—T)*)*.
Por otra parte, no es dificil ver que (I —T)* =1 —T" pues
(I-T)(£)y=Llo(I-T)=0—LoT=0-T"(£)=(I-T7")(¢), Ve e E".
En consecuencia, gracias a la Proposicién 47, tenemos

im(I—T)=im(I —T) = (im(I = T)*)* =ker((I - T)*)* = ker(I — T*)*.

PrROPOSICION 48 Supongamos que (E, || -||g) esune.v.n.y T € Z (E). Luego,
kerI-T)={0} <= im(I-T)=E.

Demostracion (=) Supongamos por contradiccion que im(/ —7') C E.
Definamos Eg = im(/ — T') C E, por la Proposicién 47, tenemos Eg es un s.e.v. cerrado en E.
Luego, T (Ey) C E¢ pues Ey C E y también T'|g, € # (Eo). Usando este razonamiento podemos
construir una familia de s.e.v. de E via la férmula

Eer =(—T)(E), VkeN.

Por induccién para todo k € N, E;; es cerrado pues (Ey, || |g) esune.vn. y T|g, € # (Ey).
Usando el mismo argumento que antes tenemos que 7(Ey) CE; y Ei g = Ep — T(E;) C Ey.
Notemos que si E;,; = E; para algiin k € N'\ {0}, entonces para todo x € E existiria y € E tal que

(I =Ty () = (1= T)(x).

Dado que por hipétesis I — T es inyectivo, entonces (I — T )*(y) = (I — T )*~!(x). Usando este proce-
dimiento k — 1 veces tendriamos que (I — T')(y) = x, es decir, x € im(/ — T'). Dado que esto es valido
para todo x € E, tendriamos que im(/ — T') = E. Por lo tanto

Eir1 C Eyg, Vk € N.
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Usando el Lema de Riesz con M = E;,| y E = E;, que existe x; € E; tal que

. 1
||kaE =1y dlSt(xk,Ek+1) > 5, Vk € N.

Notemos que dados k,m € N, con m > 1 tenemos

T(xk) - T()Ck+m) = (Xk - T(xk)) + (xk+r11 - T(xk+rn)) +x; — Xk+m
—_—— —~—
€U-T)(Ex)=Ers1  €(I=T)(Epsm)=Eirm+1CEx11 EE/1m CEi 11
Sigue que,

T (xx) = T (Xrm) € Exp1 + 21
En consecuencia, existe algtin yz;; € Egy tal que

. 1
T (xx) = T (Xaqem) |E = ||[Yas1 +xx||g > dist(xg, Egpr) > 3

Por lo tanto {7 (x;) }xen no puede tener subsucesiones convergentes.

Ahora bien, dado que ||x¢||g =1y T € .# (E), obtenemos una contradiccién. Luego, necesariamente
im(/—-T) =E.

(<=) Supongamos ahora que im(/ — T) = E, veamos que ker(/ — T') = {0}. Por la Corolario
19, sabemos que ker(I — T*) C (ker(I — T*)*)* = im(I — T)* = {0}. También por el Teorema de
Schauder sabemos que 7* € J# (E*). Usando la implicancia ya probada con T* en vez de T, tenemos
que im(/ — T*) = E*. Luego, por la Proposicién 9 tenemos que

ker(I —T) =im((I - T)*)* =im(I - T*)* = (E*)* = {0}.

Por lo tanto ker(I — T') = {0}. |
PrOPOSICION 49 Supongamos que (E, || - ||g) es un espacio de Banachy T € % (E). Luego,

dim(ker(I —T)) = dim(ker(I — T™)).

Demostracion Notemos primero que ker(I — 7)) es un s.e.v. de E de dimension finita (Proposicion
46). Por lo tanto, ker(I — T') admite un complemento topoldgico (Proposicién 39). En particular, si Per
denota la proyeccion sobre ker(I — T'), tenemos que Fyer € -ZC(E) pues E es un espacio de Banach
(Lema 5). Mds atin, dado que P, s un operador de rango finito, también tenemos P € % (E).

Por otro lado, por el Teorema de Schauder, tenemos que 7* € J# (E). Entonces, gracias a la
Proposicion 46 también tenemos que ker(I — 7*) es s.e.v. de dimension finita. Recordemos que,
gracias al Corolario 19 tenemos im(/ — T') = ker(I — T*)*. En consecuencia, por el Proposicién 40,
im(/ — T') admite un complemento topoldgico de dimension finita. Mds aiin, si F' denota al complemento
topoldgico de im(/ — T'), entonces dim(F) = dim(ker(/ —T™)).

Veamos ahora que

dim(ker(I —T)) > dim(ker(/ —T7)).

Supongamos por contradiccidn que
dim(ker(/ — T)) < dim(ker(/ — T*)) = dim(F).

En particular, existe un operador lineal continuo A : ker(I — T') — F inyectivo pero no sobreyectivo.
Notemos que el operador S := T + A o A, es compacto, pues:
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s AoPB € ¥ (E) yaque Per € # (E) (Proposicion 2 - Clase 23).
» % (E)esuns.e.v.de £C(E) (Proposicion 1 - Clase 23).
Afirmamos que el operador 7 — S es inyectivo. En efecto, si x € E es tal que x — S(x) = 0, necesariamente
x—T(x) = A(Per(x)). Sin embargo, dado que im(I/ —T)NF ={0},x—T (x) € im(I—T) y A(Ber(x)) €
F, tenemos que
x—T(x) = A(Per(x)) = 0.

En particular, x € ker(I —T) y Ber(x) = 0, pues A es inyectiva. Sigue que x = Per(x) = 0.
Por otro lado, dado que ker(I —S) = {0} y dado que S € # (E), por la Proposicién 48, tenemos
que im(/ — S) = E. Esto implica en particular que para cualquier f € F C E, existe x € E tal que

x—Tx)—APx))=x—S(x)=f.
Nuevamente, dado im(/ —T)NF = {0}, x—T(x) €eim(I—T) y f + A(Pe(x)) € F, tenemos que
f+A(Per(x)) =0.

Esto a su vez implica que f € im(A), y por lo tanto A seria sobreyectivo.
Para terminar basta notar que, usando el argumento anterior con 7* en vez de T, tenemos que

dim(ker(/ —T)) > dim(ker(/ — T%)) > dim(ker(/ — T7)).
Recordemos que para todo A € ZC(E) tenemos que Jg 0A = A** o Jg, es decir, el diagrama conmuta

E%E

JE JE

E** > E**

*%

En particular, si A(x) = 0, entonces A** o Jg(x) = Jg(A(x)) = 0, y por lo tanto,
Je(ker(A)) C ker(A™), VAe ZC(E).
Tomando A = I — T, tenemos entonces que
Je(ker(I—T)) Cker(I—T"").

En consecuencia

dim(ker(I —T)) < dim(ker(I — T*")),
y por lo tanto

dim(ker(I —T)) = dim(ker(I — T™)).

|

Los resultados que hemos visto hasta ahora los podemos resumir en el siguiente teorema.

TEOREMA — Alternativa de Fredholm. Supongamos que (E, || - ||g) es un e.v.n. dado. Si T € % (E)
y A € R\ {0}, entonces
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1. ker(AI —T) es de dimension finita.
2. im(AI —T) es cerrado con im(AI — T) = ker(AI — T*)*.
3. ker(AI—T)={0} siysélosiim(A/—T)=E.
Ademds, si (E, || - |g) es un espacio de Banach entonces también tenemos
4. dim(ker(Al —T)) = dim(ker(Al —T%)).
Demostracién Notemos que

ker (I— iT) =ker(AI—T)

y que 1T € ¢ (E) para todo A € R\ {0} donde

L) g
A A

Luego, (1), (2), (3) y (4) son consecuencia de Proposicién 46, Proposicién 47, Proposicion 48 y
Proposicion 49, respectivamente. |

Observacion El Teorema de Alternativa de Fredholm dice que, dados A € R\ {0} y f € E, la
ecuacion

Ax—T(x)=f
tiene solucién si y solo si f € ker(Al —T*)*.

Por otro lado, si A — T es inyectiva, entonces la ecuacion tiene solucién y ésta serd dnica. En caso
contrario, T'(x) = Ax tiene d = dim(ker(A/ — T')) soluciones linealmente independientes.
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Abhora presentaremos las nociones de espectro y valores propios de un operador acotado definido
sobre un e.v.n. y también presentaremos algunas de sus principales caracteristicas.

Definiciones bdsicas

DEFINICION Supongamos que (E, |- ||g) esune.vn. y T € ZC(E) es un operador dado. Definimos:
= el conjunto resolvente de 7 como p(T) := {A € R | (AI —T) es biyectivaen E}.
» el espectro de 7 como o(7) =R\ p(T).
= los valores propios de 7 como » P(T) :={A € R | ker(AI—T) # {0} }.
Si A € ¥P(T), al conjunto E, := ker(Al — T) lo llamaremos el espacio propio asociado al valor
propio A. Six € E; \ {0}, diremos que x es un vector propio de T asociado a A.

Observacion ¥ P(T) C o(T) y la inclusién puede ser estricta en dimensién infinita.
Por ejemplo, en ¢7(IR) consideremos el operador shift a la derecha

Sr(x) = (0,x0,x1,%2,...),  Vx= {xt}ren € £(R).

Notemos que S, no es biyectivo, luego 0/ — S, tampoco lo es. Entonces 0 & p(S,), ie. 0 € 6(S,). Sin
embargo, S, es inyectivo, luego ker(0I — S,) = {0}, es decir 0 ¢ ¥ P(T). Por lo tanto 0 € o(S,) \
VP(S,).

ProPOSICION 50 Supongamos que (E, || - ||g) es un espacio de Banach y T € £ C(E) es un operador.
Luego o(T') es un subconjunto acotado de R con

A< ITllgc, VA eo(T).

Demostracion Probaremos la contrareciproca. Tomemos A € R tal que ||T|| #¢ < |A|. Debemos
probar que (7 — A) es invertible (ie. A € p(T')). Dicho de otra forma, dado f € E (arbitrario) tenemos
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que probar que existe un dnico x € E solucién de

T(x)—Ax=f (20.1)
Notemos que (20.1) se puede re-escribir como
T _
A(x) := (x; f_ X
Notemos también que, dado que ||T'||.#c < |A], el operador A : E — E es contractante:

1 T
A= A0} = 1T - TO)e < £ sl vy

Luego, gracias al Teorema de Punto Fijo de Banach, A tiene un unico punto fijo. En consecuencia,
(20.1) tiene una tnica solucién cualquiera sea f € E, es decir, A € p(T). Esto implica que si A €
o(T) =R\ p(T), entonces necesariamente |A| < ||T|| #c. |

Dado p € [1,+<0), consideremos nuevamente en 7 (R) el operador shift a la derecha
Sr(x) = (0,x0,x1,X2,...), Vx = {x¢ bren € £P(R).

Recordemos que ||S;||.#c = 1, por ende o(S,) C [—1,1]. De hecho se tiene que o(S,) =[—1,1] (en
particular 6(S,) es compacto). En efecto, supongamos que existe A € p(S,) =R\ o(S,) con |A| < 1.
Sabemos que A # 0 pues 0 € o (S;).

Sigue que

Axo sik=0
AI—S, = , donde z; =
( ){* fken) = {2k ren 2%k {Axk e sk

Por definicion, si A € p(S,) entonces (Al — S,) seria sobreyectivo. Luego paraz = (1,0,0,...,0,...) €
¢P(R) existirfa una sucesion x € £ (R) tal que (A —S,)(x) = z.

X0 = +
Axp =1 A
0 — =  x=k, VkeN
Axg —x—1 =0 e
X = "1

» Si|A|=1lentoncesx=A(1,...,1,...) € P(R).
» Si|A| < 1 entonces |xx| — 4o y esto implica que x & ¢7(R).
Por lo tanto A & p(T) y entonces A € o(T). Por tanto o(T) = [—1,1].

ProOPOSICION 51 Supongamos que (E, || - ||g) es un espacio de Banachy T € -ZC(E) es un operador
dado. Luego o(T') es un subconjunto compacto de R.

Demostracion Gracias a la Proposicion 50, sabemos que o (T') es acotado en R, luego basta ver que
o(T) es cerrado. Veamos que p(7) \R = o(T) es abierto en R.
Tomemos Ay € p(T) y f € E fijos. Debemos demostrar existe € > 0 tal que la ecuacién

T(x)—Ax=f (20.2)

tiene una tnica solucién para todo A € (Ag — €,4 + €). Tomemos A € R y notemos que la ecuacién
(20.2) se puede re-escribir como

T(x)—Aox=f+(A—2)x.
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Dado que T — Aol es invertible (pues A9 € p(T)), (20.2) es equivalente a la ecuacion:
x= (T =)™ (f + (A = Ao)x) =: Az (x).

Luego, para concluir bastara probar que el operador A : E — E tiene un tnico punto fijo. Recordemos
que por el Teorema de la Aplicacién Abierta (Corolario 8), (T —Aol)~! € ZC(E). Observemos también
que para todo x,y € E tenemos que

142 (x) = A )l = 1T = 200) " (f + (A = A0)x) = (T — A00) ' (f + (A = A0)y) |k
= [I(T =AD" (A = 2A0) (x— )|k
<IUT = 2oD) M zelA = Aol llx =&
Luego, si [A — 49| < € con )
2T —20) iz
obtenemos que ||Ay || zc < % y por lo tanto A, es contractante. Gracias al Teorema de Punto Fijo de
Banach, A, tiene un tnico punto fijo. En consecuencia, dado que € > 0 es independiente de A, tenemos

que p(T) es abierto en R. Por lo tanto o(T) =R\ p(T) es cerrado en R, y a posteriori, 6(T) es
compacto en R. |

€

Espectro de un operador compacto
Veamos ahora algunas propiedades del espectro de un operador compacto.

PROPOSICION 52 Supongamos que (E, || - ||g) es un e.v.n. de dimensién infinita. Si T € % (E), entonces
0e€o(T).

Demostracion Supongamos 0 ¢ ¢ (T'), luego 0 € p(T) y por lo tanto T —OA = T es invertible. Por

otro lado T o T~! = I y entonces I € .# (E) gracias a la Proposicién 42. Esto implica que I(Bg) = Bg
es compacto en E. Luego, gracias al Teorema de Riesz, E es necesariamente un e.v.n. de dimension
finita. Dado que estamos asumiendo que (E, || - ||g) e.v.n. es de dimensién infinita, obtenemos una
contradiccién. Por lo tanto 0 € o(T'). n

PrOPOSICION 53 Supongamos que (E, || - ||g) es une.v.n.. Si T € J# (E) entonces

o(T)\{0} = 7P(T)\{0}.

Demostracion Recordemos que # P(T) C o(T') (por definicién). Para concluir, basta ver que o(7) \
{0} C¥P(T).SeaA € 6(T) con A # 0. Supongamos que A ¢ ¥ P(T), es decir,

ker(AI —T) ={0}.

Por Teorema de la alternativa de Fredholm, tenemos que im(A/ —T) = E, y luego T — A1 es sobreyec-
tivo. Dado que T — A1 es inyectivo (pues A & ¥ P(T)), tenemos que T — A es biyectiva y por lo tanto
A € p(T). Esto es absurdo, pues A € 6(T).

Por lo tanto A € #'P(T), y luego o(T) \ {0} C ¥ P(T). [

PropPosICION 54 Supongamos que (E,||-||g) esune.vn. y T € ZC(E) es un operador dado. Si
T e X (E)y {Md}en € o(T)\ {0} es una sucesiéon convergente tal que A; # A; para todo i # j,

entonces lim A; = 0.
k—>oo
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Demostracion Dado que T € # (E), por la Proposicién 53 tenemos que 6(7) \ {0} = »P(T) \ {0}.
Sigue que A, € ¥ P(T) para todo k € Ny por lo tanto existen vectores propios ¢; € E\ {0} tales que

T(ek) :lkek, VkeN.

Notemos que para cada k € N se tiene que {ey, ..., e} es linealmente independiente.

En efecto, razonemos por induccion. El caso base es directo pues {ep} es linealmente independiente.
Asumamos ahora que {e,...,e;} es linealmente independiente. Veamos que {ep, ..., ek } también lo
es. Supongamos por contradiccién que no, es decir, existen oy, ..., 0 € R, tales que

k
Ckt1 = Z a;e;.
i=0

Sigue que
k k
Z(lk—kl alel Zkk-‘rlalel Z olie; = 2'k-‘rl Zalel Zal l Ak-‘rlek-‘rl Zaiei
i=0 i=0
y por lo tanto
k

Z(lk+1 — )L,')Otiei =0.

i=0
Esto implica que (A4 —A;)o; =0 paratodoi=1,... ,k pues {ej,...,e;} es linealmente independiente.
Dado que A; # A; para todo i # j, necesariamente ¢; = 0 para todo i = 1,..., k. Esto a su vez implica
que e;11 = 0, lo que es una contradiccion.

Definamos E; = ({ep, ..., er}), entonces tenemos que

E; CEpyq, VkeN.

Usando el Lema de Riesz podemos construir una sucesion {x; }reny C E tal que xo = eg
1
xp €Ep, talque ||x||[g =1y dist(xg, Er 1) > X Vk € N\ {0}.

Sea A = klfm A y supongamos por contradiccion que A # 0. Veamos que la sucesion {7 (xx) bren
—o0

no puede tener subsucesiones convergentes. Con esto obtendremos una contradiccion con el hecho que
T e (E).
Notemos primero que dado n € N'\ {0} tenemos que

—1

T )L I (Z OC,e,) = iOCiT(ei) — iOCi)Lnel Z OCl )L 7L e, = Z OC, ), ﬁ,k)e, cE,._.
i=0 i=0

Por lo tanto (T — A,1)(E,) C E,_1, y en particular, dado k,m € N con m > 1 tenemos

(T - A'k+m1) (xk+m)

2 € (T - 2/k—O-mI) (Ek-‘rm) C Erim—1
k+m

(T — N ) (xx)

P € (T —Md)(Ex) CEr—1 CEppni.
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Por otro lado, también tenemos que

T(xeem)  TOk) T (gm) = AemXirm T () — A

= — + Xpom — Xk
Abcm A Mcym A o
T — Xl T — NI
_ ( k+m )(xk+m) . ( k )(xk) + X — Xk
)Lk-i-m kk
Abhora bien, dado que x; € E; C Et,,,—1, obtenemos que
T (xp T (xp
( +m) - ( ) € Xg+m + Ek+m71 .
Mcem A
En consecuencia T ) T .
Xk+m Xk .
— > dist E,.nm1)>=.
H lk-&-m )‘k . = dis (xk+m7 n+m 1) =5

Por lo tanto la sucesién {%kT(xk)} N no puede tener subsucesiones convergentes. Dado que que
' ke

A — A # 0 entonces {T (x¢) }reny tampoco puede tener subsucesiones convergentes. Sin embargo, esto
contradice el hecho que ||xx||g =1y T € 2 (E). Por lo tanto A = 0. [ |

TEOREMA Supongamos que (E, || - ||g) es un espacio de Banach y T € ZC(E) es un operador dado. Si
T € % (E), entonces una de las siguientes afirmaciones es cierta:

1. o(T) ={0}.

2. o(T)\ {0} es un conjunto finito y no vacio.

3. o(T)\ {0} es una sucesién que converge a A = 0.

Demostracién Dado m € N, definamos C, = 6(T)N{A € R | |A| > ;1 }. Notemos que C,, es
compacto, pues 6(7) loes yaque (E, || -||g) es un espacio de Banach.

Afirmamos que C,, es finito o bien vacio. En efecto, si no fuese el caso, existiria una sucesién
{ A tken C Gy tal que A; # A para todo i # j. Dado que C,, es compacto, podemos asumir que {A }ren
es convergente. Luego, por la Proposicién 53, tenemos que A; — 0. Sin embargo, dado C,, es cerrado,
obtenemos una contradiccidn.

Finalmente, notando que

o(T)\{0} = J Cu

meN

tenemos que (7)) \ {0} es numerable. |






Abhora estudiaremos el espectro de una clase particular de operadores, llamados autoadjuntos, los
cuales estdn definido en espacios de Hilbert. Como veremos mas adelante, esta clase de operadores
corresponde a la extension de la nocién de matriz simétrica a operadores en espacios de Hilbert.

En adelante serd importante recordar que si (E, || - ||g) es un espacio de Hilbert, usando la identifi-
cacién (E,| - ||g)* = (E, || - ||g), hemos asumido que

T:-E—E y T*:E—E.

DEFINICION  Supongamos que (E, || - |[|[g) es un espacio de Hilbert. Diremos que T € ZC(E) es
autoadjunto si 7 = T*:

(T(y),x) = (y,T(x)), Vx,y€E.
Ejemplos
- Supongamos que (E, | -[[g) = (R", || |2). $i T € LC(R") estd dada por
T (x) = Mx, xeRY

donde M es una matriz de n X n, entonces T es autoadjunto si y s6lo si M es una matriz simétrica,
pues
T*(y)=M"y, VyeR"

= Consideremos el operador T : L2 ([0, 1]) — L2,(]0, 1]) dado por
T(N@=1f@) ¥ €LL((0,1]), etp.r €[0,1].
T es autoadjunto pues para todo f,g € L2 ([0, 1]) tenemos

1

1) = [ e0r (0= [ s = [ g0 = (16,5
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Observacion En R” sabemos que toda matriz simétrica tiene valores propios asociados. En dimensién
infinita, este no es necesariamente el caso.
Tomemos el ejemplo anterior, es decir, consideremos el operador T : L2 ([0,1]) — L2 ([0, 1]) dado
por
T(f)(t)=1f(t)  VfeLy([0,1]), ctp.r€[0,1].
En este caso, ¥ P(T) = 0, pues de lo contrario si A € # P(T) entonces existirfa f € L2,([0,1])\ {0} tal
que

tf(t)=T(f)(t) =Af(1), ctp.r€[0,1].

Por otra parte, en este caso si tenemos que ¢ (T') # 0, pues si la ecuacién
Af(t)—tf(r) =1, ct.p.r€[0,1]

tuviese solucién, esta serfa de la forma f(t) = y--, perosiA =00 A = 1 tenemos que f ¢ L% ([0,1]).

PrOPOSICION 55 Supongamos que (E, || ||g) es un espacio de Hilbert y que 7 € -ZC(E) es autoadjunto,

entonces:
1. paratodo A € R tenemos que im(Al —T) = ker (Al —T)*.
2. los espacios propios asociados a valores propios distintos son ortogonales.

Demostracioén
1. Usando el hecho que ker(A*) = im(A)* (Proposicién 7) y (M*)+ = M, (Lema 3), tenemos

im(AL—T) = ((im(AI — T))*)* =ker((AI —T)*)*

Ademds, dado que (Al —T)* = Al —T* = Al —T pues T es autoadjunto, obtenemos lo buscado.
2. Fijemos A,u € ¥ P(T) con u # A. Notemos que para x € E; :=ker(AI—-T)eyc E, =
ker(7T — ul) tenemos

Ax,y) = (Ax,y) = (T (x),y) = (x,T(y)) = (x, uy) = p(x,y).

En consecuencia (it — A )(x,y) = 0 para u # A. Por lo tanto (x,y) =0y entonces E; LE.
|

PROPOSICION 56 Supongamos que (E, || -||g) es un espacio de Hilbert y que T € -ZC(E) es autoadjunto.
Luego o(T) C [m,M], donde

m:= inf (T(x),x) y M := sup (T(x),x).

[lxlle=1 [lxl|le=1

Demostracion Consideremos d(A) = inf{|A —¢| | t € [m,M]} (distancia en R al intervalo [m,M]).
Probaremos primero que

IAx—T()|g > dA)|x]lg,  VxeE. 21.1)

En efecto, notemos que (21.1) es trivial si x = 0. Por otro lado, para x € E\ {0} y A € R tenemos

(Ax=T(x),%) = Alxllg = (T().2) = (A = (T(©),0) lrlls, donde &= 7.

Notando que #, := (T (%), %) € [m,M] obtenemos (21.1) pues

1Ax =T ()[g el > [(Ax =T (x),x)] = |2 =1l |x][§ > d(2)]lx].
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Ahora bien, observemos que si A ¢ [m,M], entonces d(A) > 0y por lo tanto ker(Al — T') = {0}. Luego,
tenemos que si A ¢ [m,M], entonces Al — T es inyectivo.

Veamos el resultado probando la contrareciproca, es decir, si A ¢ [m,M] entonces A & &(T). Esto
tltimo es equivalente a probar que A € p(T), es decir, a que A/ — T sea biyectivo.Luego, para concluir
resta ver que A/ — T es sobreyectivo.

Por la Proposicion 55 tenemos que

im(Al —T) =ker(Al —T)*.

Dado que A & [m, M], tenemos ker(A1 —T) = {0}, y por lo tanto im(Al — T) = {0}* = E. Notemos
que si probamos que im(Al — T') es cerrado, entonces tendremos que Al — T es sobreyectivo.

Tomemos una sucesion {yi }xeny C im(Al —T) tal que yx — y. Por definicidn, existe {x; }reny C E
tal que yr = Ax; — T (x¢). Usando (21.1) tenemos que para todo k, j € N lo siguiente es valido:

e =yille = 1A =T) () = (A =T) () [[e = (A = T) (0 = x)) [le = d(A)[|xk = x;]|E

Dado que {y }xen converge, ésta es de Cauchy, y por lo tanto {x; } ;e también es de Cauchy. Por lo
tanto, como E es un espacio de Hilbert, existe x € E tal que x; — x. Notemos que

yie= (A =T)(xc) = (A —T)(x)

y dado que y; — y, concluimos que y = (A1 — T')(x). En particular, tenemos que y € im(AIl —T') y por
lo tanto im(AI — T') es cerrado.

En sintesis, A & [m, M|, entonces Al — T es biyectivo, y por lo tanto A € p(T'), es decir, A ¢ o(T).

|

Consideremos nuevamente el operador 7 : L2([0,1]) — L2 ([0, 1]) dado por

T(f)(r)=tf(r)  VfeLl([0,1]), ctp.t€[0,1].

Es facil ver que

1
m TU.0)= [ 172w 20

= inf
I1£1,2=1
y que

M= sup (T(f),f>—/ltf2(t)dt§1.
I£ll,2=1 0

Ademds, m = 0 pues basta tomar fi (1) = \/(k+1)(1 —¢)k parat € [0,1] y k € N. Luego tenemos

k+1

1
= 1 2 - 1 - .
=1y [ efnd=1-175

De forma similar, vemos que M = 1 tomando f;(f) = \/(k+ 1)¢* parat € [0,1] y k € N, pues
tenemos | el
_|._
=1 tfE(t)dt = ——.
=1y [ ernd =125
Por lo tanto o(7') C [0, 1].

PrROPOSICION 57 Supongamos que (E, || -||g) es un espacio de Hilbert y que T € -ZC(E) es autoadjunto.
Luego m,M € o(T).
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Demostracién Veamos que m = | 1an (T'(x),x) € o(T). La demostracién para M = sup (T (x),x)
=1 [xlle=1
es andloga.
Consideremos el operador lineal A =T —ml € ZC(E) y el operador bilineal B : E x E — R dado
por
B(x,y) = (A(x),y)  Vxy€E.

Observemos que A es autoadjunto pues A* = (T —ml)* = T* —ml* = T —ml = A. En particular, esto
implica que B(x,y) = (A(x),y) = (x,A(y)) = (A(y),x) = B(y,x) para todo x,y € E. Ademds, B(x,x) >0
para todo x € E pues B(0,0) =0y si x # 0 tenemos

B(x.x) = (T(x) — mx.x) = (T(x),3) —ml,x) = (< T X —m) 2 > 0.

Il [lxe
En particular, B verifica la desigualdad de Cauchy-Schwarz:
B(x,y)* < B(x,x)B(y,y)  Vxy€E.
En efecto, dado que B(x+ty,x+1y) > 0 para todo x,y € E y para todo ¢ € R, tenemos que el polinomio
p(t) = B(x,x) — 2tB(x,y) +1>B(y,y) > 0.
La conclusién viene de notar que el discriminante del polinomio satisface
A= 4B(x,y)? —4B(x,x)B(y,y) < 0.

A partir de lo anterior podemos concluir el resultado. Notemos que por definicion para todo k € N
podemos encontrar x;, € E tal que

1
[xlle=1 "y <T(Xk)axk>§m+m-

Dado que A =T —ml, lo anterior implica que
1
0 < B(xp,xx) = (A(xk),xx) = (T (xx) — mxg, x) = (T (xg),x%) —m < s

Ademas, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz tenemos
1A Ga) [ = (AGor),A())* = B, A(xx)? < B, xe) BIA (i), A (%))
Luego, dado que B(A(x;),A(x)) = (A%(xz),A(xx)), sigue que

1A Coe) [ < A G, 00 1A Cor) [ llA () 1 < (A o) 3 ALz l1A Goe) [ < ”MECHA(M)H%-

k
Por lo tanto ||A(x;) ||z — Oy a posteriori A(x;) — 0.
Sim & o(T), tendriamos que A seria invertible. Por el Teorema de la Aplicacion Abierta (Corolario
8), tenemos que A~! € ZC(E). Esto implica que x; = A~ ' 0 A(x;) — 0. Sin embargo, esto no es posible,
pues ||x¢|| = 1 para todo k € N, lo que es una contradiccion. Luego, necesariamente m € o(T). [ |
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PrROPOSICION 58 Supongamos que (E, || -||g) es un espacio de Hilbert y que 7 € -ZC(E) es autoadjunto.
Luego
ITll.zc = sup [T (x),x)|.

[lxlle=1
Demostracion Sea A = sup [(T(x),x)|. Claramente A < ||T'||.#c pues (T (x),x)| < ||T||.zc|x||%
[lxlle=1
para todo x € E. Veamos ahora la otra desigualdad. Consideremos el operador bilineal B: E X E — R
dado por
B(x,y)=(T(x),y)  Vx,y€E.

Notemos que, dado que T es autoadjunto, tenemos que
|B(x,x) £2tB(x,y) +1*B(y,y)| = |B(x£1y,x£1y)| < A||x+1y||%, Vx,y €E, Vt € R.
Por lo tanto
41|B(x,y)| < |B(x,x) +21B(x,y) +1*B(y,y) | +|B(x,x) = 2B(x,y) +1*B(y,y)| < A([x+ 1yl + [x—1y[[§).

Dado que
e+ 21l + [l = oyl = 2(Ixl[E + 22 1y ][R),

tenemos que
0 < £2A|yllg —2t|B(x,y)| -+ A|x[|-

El discriminante del polinomio (en ¢) satisface
A= 4|B(x,y)* — 4A%|[y|g]lx][& <.
Esto implica que |B(x,y)| < A||x||g||y||, para todo x,y € E. La conclusion viene de observar que

IT@)IIE = (T(x),T(x)) = Bx,T(x)) = |B(x, T(x))| < A|xllelT()]e,  Vx€E.

Observacion La Proposicion 58 implica que ||T'|| ¢c = max{|m|,|M|}.
En efecto, basta notar que

inf (T (x),x)

[xlle=1

sup (T (x),x)

[xlle=1

)

sup (T (x),x)| = méx{ } = max{|m|,|M|}.

[xlle=1

Para ver esto, definamos
Sg = {r€E||xle=1,(T(x),x) >0} 'y Sg:={xeE]|xllg=1,(T(x),x) <0}
Usando la convencién que inf(@) = 4oo0 y sup(@) = —oo, tenemos que
sup |(T(x).x)] = méx{ sup —((x),%), sup (T'(x),x) ¢ = mix{ — inf (T(x),x), sup (T (x),) .
xlle=1 XESE xeSE x€Sy x€SE

Si Sy # 0 entonces

0> inf (T'(x),x) = inf (T(x),x)=—
xeSg xlle=1

inf (T (x),x)

= |m|.
Ixlle=1 i
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Similarmente, si SE # () entonces

0 < sup(T(x),x) = sup (T (x),x) =

XESy [lxfe=1

sup (T (x),x)

[xlle=1

= |M|.

CoroLARIO 20 Supongamos que (E, || - ||g) es un espacio de Hilbert y que 7' € ZC(E) es autoadjunto.
Si o(T) = {0}, entonces T = 0.

Demostracion Recordemos que por la Proposicion 57 tenemos que m,M € ¢ (T), donde

m= 1inf (T(x),x) y M= sup (T(x),x).

[lxlle=1 [lx|le=1

Notemos también que, por la Proposicién 58, tenemos

ITll.zc = sup [T (x),x)| = max{|ml, |M|}.

[[x[[e=1

Esto implica que si 6(T') = {0}, entonces necesariamente 7 = 0. [ |

PROPOSICION 59 Supongamos que (E, || -||g) es un espacio de Hilbert y que 7 € -ZC(E) es autoadjunto.
SiT € #(E) entonces ¥ P(T) # 0y ||T|.oc =max{|A|| A € ¥ P(T)}.

Demostracion Notemos primero que si T = 0 entonces ||T||zc =0y »P(T) = {0}, con lo que
la igualdad se verifica. Recordemos que o(7) C [m,M] (Proposicién 56). Ademés, m,M € o(T)
(Proposicion 57). Luego, dado que

max |7L| max{|m|,|M|}.
Aeo(T)

También, por la observacion anterior y Proposicién 58, tenemos que

T = max |A]|.
I7lzc = max 1]

Ahora bien, como T # 0, necesariamente existe A € o(T) \ {0} y luego

T gc = ix |l
IT|| 2c ;Leé??)’im}”

Finalmente, dado que T € .# (E), tenemos que ¥ P(T)\ {0} = o(T)\ {0} y por lo tanto

T = i Al= A A
ITlze m?)f{o}' = Aew \{0}’ = Aer%)(( AL
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En esta seccion presentaremos el llamado teorema de descomposicion espectral para operadores
autoadjuntos y compactos en un espacio de Hilbert. Este resultado es una extensién a espacios de
Hilbert del siguiente hecho.

Observacion Si A es una matriz simétrica, entonces A es diagonalizable con respecto a una cierta
base ortonormal de R”. Esto es A = PDP”, con D una matriz diagonal y P = le1,...,e,) donde e; son
vectores propios de A. En particular, si todos los valores propios de A son distintos, tenemos que

n n
R" = @ker(liln —A) y Ax= Z l,-(xTei)ei, Vx € R
i=1

i=1

Notemos también que x — (x¢;)e; es la proyeccion sobre el espacio propio ker(2;1, —A).

22.1 Caso operador de rango finito
Veamos primero un caso sencillo, donde el operado T es de rango finito.

TEOREMA — Descomposicion espectral (rango finito). Supongamos que (E, || - ||g) es un espacio
de Hilbert y T € .Z2C(E) es autoadjunto y de rango finito. Luego, existen 4y,...,4, € R (distintos)
tales que V' P(T) = {A1,..., A}

Ademids, si P; : E — E; es la proyeccion sobre el espacio propio E; = ker(A,/ — T), entonces

T= i?t,»P,-.
i=1

Demostracion Supongamos que T # 0, si no el resultado es directo, pues ¥ P(T) = {0}. Dado que
im(T') es de dimensién finita, es particular es cerrado, y por lo tanto E = im(7) @im(7)*. Luego
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tenemos 7; = T |y(r) € LC(im(T)), pues T (im(T)) C im(7T). Recordemos que ker(T*) = im(T)*,
pero como T es autoadjunto, tenemos que ker(7) = im(7T)*. En particular, 7; es un operador lineal
entre espacios de dimensidn finita, autoadjunto y biyectivo. Luego, puede ser representado por una
matriz simétrica e invertible, cuyos valores propios son no nulos. En particular, ' P(T) es un conjuntos
finito y tenemos:
im(T) = @ ker(AI—-T).
Ae¥ P(T)\{0}

Observacion Notemos que este resultado dice en particular tenemos que

E=im(T)®im(T)" =im(T) ®ker(T) = € ker(AI-T).
A€V P(T)

Caso operador de rango infinito

Antes de ver el teorema de descomposicion espectral donde la dimensién infinita juega un rol
preponderante, debemos estudiar primero algunas propiedades de los valores propios de operadores
compactos y autoadjuntos, cuyo rango no es finito.

PrROPOSICION 60 Supongamos que (E, || - ||g) es un espacio de Hilbert y que T € .7 (E) es compacto
(de rango infinito) y autoadjunto. Luego:
1. Los espacios propios E; = ker(Al — T') asociados a valores propios no nulos son espacios
vectoriales de dimension finita.
2. ¥P(T) es un conjunto infinito numerable y acotado, cuyo dnico punto de acumulacién es A = 0.

Demostracion
1. Consecuencia directa del Teorema de Alternativa de Fredholm.
2. Dado que T es de rango infinito (es decir, no es de rango finito), 7' # 0. En consecuencia, como
T es autoadjunto, 6(T') # {0} (Corolario 20). Ademas, dado que T € ¥ (E), ¥ P(T)\ {0} =
o(T)\ {0} (Proposicién 53). Luego, por el Teorema 20.2, #'P(T) \ {0} es un conjunto:
= no vacio finito, o bien,
= una sucesion que converge a cero (de términos diferentes).
Supongamos por contradiccion que ¥’ P(T)\ {0} = {A,...,A4,} con A; # A; para todo i # j.

Definamos
G:Ell@Elz@“'@Eln y F:GJ‘.

Luego G es de dimension finita, y por lo tanto E = F P G.
Notemos que, x € Ey, si y s6lo si T(x) = Ayx para todo i = 1,...,n y por lo tanto 7(G) C G.
Ademas,

n k
F=G" = (E, DEL D .- DEs) =(EL.
i=1

Dado que T es autoadjunto, tenemos que Eil =ker(A4 — T)* =im(A — T) (Proposicién 55). A partir
de esto podemos deducir que T (F) C F. En efecto, fijemos i = 1,...,n y notemos que para todo x € E
tenemos que A;x — T'(x) € im(A41 —T) C E)t Luego, si x € F entonces

T(x) € Aix+Ej;, CF+Ej, CEy.
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Dado que F' es cerrado, tenemos que (F,|| - ||g) es un espacio de Hilbert. Luego el operador
Ty :=T|r € £C(F) es autoadjunto y ademds compacto (pues F es un s.e.v. cerrado en E). Ademds
Tr # 0, pues de otra forma T serfa de rango finito ya que tendriamos que im(7) C Gy G es de
dimension finita. Luego ¥ P(Tr) \ {0} # 0, pues gracias a la Proposicién 59 tenemos que

| Tr|| #c = max{|A| | A € ¥ P(TF)}.

Tomemos A € ¥ P(Tr) \ {0}, luego existe u € F con u # 0 tal que Tru = Au. En particular, Tu = Au,
y por lo tanto A € ¥’ P(T) \ {0}. Esto implica que existe algiin k € {1,...,n} tal que A = A; y por ende
u € E;, C G.En consecuencia, u € FNGy u # 0, lo que no puede ser pues F NG = {0}. [ |

TEOREMA — Descomposicion espectral. Supongamos que (E, || - ||g) es un espacio de Hilbert y
que T € % (E) es compacto (de rango infinito) y autoadjunto. Si P), : E — E; denota a la proyeccion
ortogonal sobre E; , entonces
T= Y AP,
A€V P(T)\{0}
donde la igualdad se entiende de la siguiente forma: para todo € > 0 existe A C ¥’ P(T) \ {0} finito tal
que

- Y Ap,

A€k

<&, VK C ¥ P(T) finito tal que A C K.
ZC

Demostracion Para probar el resultado es suficiente demostrar que si K C #'P(T) \ {0} es finito,

entonces
T — AP max Al
( Z l) || T AeYP(T ‘ ’

A€EK

En efecto, por la Proposicién 60 tenemos que A = 0 es el tnico punto de acumulacién de ¥ P(T).
Luego, dado € > 0, el conjunto A de valores propios de T que verifican |A| > € es finito. Sigue que
para cualquiera K C ¥’ P(T) \ {0} finito que contenga a A tenemos

- Y Ap,

A€EK

< max ]M< mix |A| <e.
AeVP(T) A€V P(T)\A

ZC

Tomemos K C # P(T) \ {0} finito y definamos,

GK:®EA y FK:sz ﬂEi‘
AeK A€k

Repitiendo el argumento de la Proposicién 60, tenemos que Tk := T |, € £ (Fk) es autoadjunto y no
nulo. Ademads, por la Proposicion 59, Tk tiene algiin valor propio no nulo pues

iz =, méx [2].
Notemos también que ¥ P(Tx) C 7 P(T) \ K pues E = Fx @ Gg. Mas atin, tenemos que ¥ P(Tx) =

¥ P(T)\K pues si A € ¥P(T)\ K dado que los espacios propios asociados a valores propios distintos
son ortogonales entre si (Proposicion 55), tenemos que

E, C Gy = Fx.
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Por lo tanto A € # P(Tk). Luego, tenemos que

T, = max |A].
ITilec =, mix I

Si P, denota la proyeccién sobre Gk, tenemos que x — Pg, (x) € Gy = Fk para todo x € E, y por
lo tanto

T (x = Poy () lg = 1 Tk (x — Pox ()|lg < 1Tk ||l zc [x = Poy (x)[[g,  Yx€E.
En consecuencia

I7 (e~ PoDlle < _mix  [A]Jx—Po,(9)g.  VreE.

Notemos también que x — x — Pg, (x) corresponde a la proyeccion ortogonal sobre Fx. Luego
tenemos
2 2 2
Ix[IE = llx = Po, ()l + 1P (0) g = ¥ — Poy (x)lg,  Vx€E.

Esto implica que

I7 (e~ Po (e = (T =T o) (g <, _mix WAl VeeE.

Luego, tenemos que
|T =T oPg|l#c < max [A].
A€V P(T)\K

Por otro lado, si P), denota la proyeccién sobre E; , entonces

Poy=Y P, yToPg =Y ToP,.
Aek Aek

Ahora bien, por definicién de Py, tenemos que 7 o P (x) = AP, (x) para todo x € E. A partir de esto

obtenemos que
zc H ( € A)
G A, K

oz

CoroLARIO 21 Supongamos que (E, || - ||g) es un espacio de Hilbert y que T € % (E) es compacto
(de rango infinito) y autoadjunto. Luego,

=||(T—-ToP oo < max  |A].
I(T=ToPs)lzc <, mix [A

ZC

T=Y WPy,
k=0

donde {4 }rew = #'P(T)\ {0} es una sucesion estrictamente decreciente a ceroy P, : E — E;, denota
a la proyeccion ortogonal sobre E;, = ker(A4J —T). Ademds, tenemos que

im(T) = < U Elk>.
keN
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Demostracion Gracias al Teorema de descomposicién espectral es facil ver que para todo € > 0

existe ko € N tal que
T — <eg, Vn > k.
¥c

n
APy,
=0

Notemos que si x € Ej , entonces Ayx = T'(x) € im(7'). Luego la inclusién 2 es directa. Finalmente, la
conclusién viene de notar que

T()= ¥ APy (x) € < U E;Lk>, Vx € E.
k=0

keN
|

Observacion

» El Teorema de descomposicion espectral implica que im(7") admite una base ortonormal completa

(base de Hilbert) tal que
T(x)= Z?Lk(x,ek>ek, Vx € E,
k=0

donde {e }ren es una familia vectores propios asociados a los valores propios no nulos de T
(contando multiplicidad dj, = dim(A4J —T'))

= Si T es autoadjunto, entonces tenemos que

E=ker(T)®im(T)= @ ker(AI-T).
A€VP(T)
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Para terminar este capitulo haremos un discusién sobre cémo adaptar las definiciones y resultados
que hemos estudiado de teoria espectral al caso de espacios vectoriales complejos.

En general, la mayor parte de los resultados que hemos probado se pueden extender al caso complejo
directamente y con obvias modificaciones.

Operadores compactos

Lo primero que debemos discutir es sobre algunas propiedades del operador adjunto.
Si (E, || - ||) es un espacio de Hilbert complejo, usando la identificacién (E, || - [|[g)* = (E, || - ||g),
asumiremos que 7*: E — E. En particular,

(T°(y),x) = »T(x)),  VxyeE.
Observacion Notemos que (AS+T)* = AS*+ T* paratodo T,S € ZC(E)y A € C:
(AS+T)"(v),x) = (0, (AS+T)(x)) = (1, AS()) + (0, T (x)) = 2, S(x)) + (T (y),x), Vx,y€E.
Por lo tanto
(AS+T)*(y),x) = 248" (9),2) +(T*(3),x) = (AS* (1) + T*(v),x) = ((AS" +T*)(v),x), Vx,y€E.

Por otra parte, la definiciéon de operador compacto sigue siendo la misma, y todos los resultados
vistos en este caso siguen siendo validos. La principal modificacién estd en el enunciado del Teorema
de la alternativa de Fredholm.

TEOREMA — Alternativa de Fredholm. Supongamos que (E, || - ||g) es un e.v.n. complejo dado. Si
T € #(E)yA e C\{0}, entonces
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1. ker(AI —T) es de dimension finita.
2. im(AJ —T) es cerrado con im(Al — T) = ker(Al — T*)*.
3. ker(AI—T)={0} siysélosiim(A/—T)=E.
Ademds, si (E, || - |g) es un espacio de Banach complejo entonces también tenemos
4. dim(ker(Al —T)) = dim(ker(AI — T*)).

Demostraciéon Mismos argumentos que para el caso real, pero notando que

A-T) =A1-T*, VAeC.

Espectro y valores propios

Las definiciones del Espectro y de los valores propios de un operador deben ser adaptadas de la
siguiente forma.

DEeFINICION Supongamos que (E,||-||g) es un e.v.n. complejoy T € £ C(E) es un operador dado.
Definimos:

= ¢l conjunto resolvente de 7 como p(T) :={A € C| (Al —T) es biyectivaen E}.

= el espectro de 7 como o(7T) =C\ p(T).

= los valores propios de 7 como ¥ P(T) :={A € C | ker(AI—T) # {0} }.
SiA € ¥P(T), al conjunto E) :=ker(AI —T) lo llamaremos el espacio propio asociado al valor propio

A

PropPosICION 61 Si (E, || -||g) es un espacio de Hilbert complejoy T € -2 C(E) es un operador dado,
entonces

p(T)=p(T) ={i|Aep(T)} y o(T)=o(T):={A|Aca(T)}.

Demostracién Notemos que si A € p(T), entonces [(Al — T)~'|*(AI — T*) = I pues para todo
x,y € E tenemos

(AI=T)"T" AL =T")(y),x) = (A =T)* (), (A =T) "' (x)) = (3 (AL =T) (AT =T) ™" (x)) = {y,).
De forma similar, (A1 — T*)[(AI — T)~']* = I pues para todo x,y € E tenemos
(AI=T) AL =T)"'T().x) = (A =T) '] ), (AL = T)(x)) = {, (AL = T) " (AL = T) (x)) {v,x).

En particular, tenemos que p(7)* C p(T*). Por otro lado, lo anterior aplicado a T* en vez de T
implica que p(T*)* C p(T**) y en consecuencia p(T*) C p(T**)*
Ahora bien, como (E, || - ||[g) es un espacio de Hilbert complejo, tenemos que 7** = T pues

(T (),0) = 1T () = (T*(x),y) = 6, T()) =(T(y),x),  VxyekE.

Sigue que p(T**)* = p(T)*, y por lo tanto, p(7T)* = p(T*). Dado que (7)) = C\ p(T), obtenemos
finalmente que o (7*) = o(T)*. |

Observacion En general 'P(T) y ¥ P(T*) no estdn relacionado.
» Dado que im(Al —T) = ker((Al — T)*)* = ker(A — T*)* sélo podemos afirmar que:

A€ VP(T*) <= im(AI-T)#E.



23.3 Operador Autoadjunto 193

» Podriamos tener que ¥’ P(T) =0y ¥ P(T*) # 0.
Por ejemplo, en ¢7(R), con p € (1,+00), consideremos el operador shift a la derecha

Sr(x) = (O,XO,)C],XQ,. . .), Vx = {xk}keN S gp((c)

En este caso tenemos que # P(S,) = 0 pues (A — S,) es inyectivo para todo A € C.
En efecto, el caso A = 0 es directo pues S, es inyectivo. Por otro lado, si A € C\ {0}, entonces
la ecuacion

(A= Sp) ({xibren) = (A = Sr) ({yi fren),

es equivalente a

Axo = Ayo

== =w, VkeNlN.
AXpp1 =Xk = AYkg1 — Y, VkEN} =k

Por otro lado, S es el operador shift a la izquierda en £7(IR), con g € (1,4-o0) tal que % + é =1

Sl(x) = ()C],XQ,. . .), Vx = {xk}keN S Eq((C)

Claramente, S; no es inyectivo, y por lo tanto 0 € ¥ P(S)).

23.3 Operador Autoadjunto

Al igual que con operadores compactos, la definicién de operador autoadjuntos no cambia, y todos
los resultados visto para este caso siguen siendo validos, pues los valores propios de un operador
autoadjunto son reales. La tnica salvedad que hay que tener en consideracion es una extension de la
Proposicién 55 al caso complejo.

ProOPOSICION 62 Supongamos que (E, || -||g) es un espacio de Hilbert y que T € .ZC(E) es autoadjunto,
entonces:

1. YP(T)CR.

2. para todo A € C tenemos que im(Al —T) = ker (A1 — T)L.

3. los espacios propios asociados a valores propios distintos son ortogonales.
Demostraciéon Sélo necesitamos probar el primer punto, las demostraciones de los otros puntos son

idénticas al caso real.
Sea A € ¥ P(T), luego existe x € E\ {0} tal que T'(x) = Ax. Dado que T es autoadjunto tenemos

(. T(x)) = (T (x),x) = (Ax,x) = A (x,x) = A |lx]

Por otro lado (x,T (x)) = (T (x),x) = A||x||% = A||x||3. Ahora bien, como x # 0 concluimos que A = 4
y por lo tanto A € R. [ |






24.1 Enunciados

24.1.1 Problema 1 - Certamen 3 - 2019
Sea (E, || - ||g) un espacio de Hilbert complejo de dimensién infinita cuyo producto interno es (-, -).
Suponga que {e }ren C E es una familia ortonormal en E y que { i }xeny € C es una sucesion acotada.
Considere el operador S : E — E definido via la férmula:

S(x):= Z My (x, ex)ex, Vx € E.
k=0
1. Pruebe que estd bien definido y que S € £ % (E).
2. Pruebe que S es operador compacto si y sélo si p; — 0.

3. Pruebe que S es operador autoadjunto si y sélo si t; € R para todo k € N.

24.1.2 Problema 2 - Certamen 3 - 2019

Sea E = C(]0, 1]) dotado de la norma usual (|| - [|[g = || - ||) y sea T € £ % (E) el operador dado por
1 X
[ uwia. sixe 1)
Twx) =4 "° VucE

u(0) six=0,

1. Pruebe que 7 estd bien definido y que ||T|| ¢¢c(g) = 1.
2. Pruebe que #P(T) = (0,1] y que E; = {u € E | 3c € R tal que u(x) = ex'/*~1, ¥x € 0,1]} .
Indicacién: Estudie las soluciones de la EDO

Axi (x) + (XA —Du(x) =0, x€(0,1].
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3. Pruebe que o(T') = [0, 1], determine si T es un operador compacto y de una férmula explicita

para (T — A1)~ para A € p(T).
Indicacién: Verifique que si A € R\ {0}, entonces dado f € E, las soluciones de la EDO

—Axy'(x) = xf(x), x€(0,1]

son de la forma

i
y(x) :=x/* <C+/x lyll//lf(y)dy> , Vx € (0,1].

24.1.3 Problema 3 - Certamen 3 - 2019

Sea (E,|| - ||g) un espacio de Banach sobre un cuerpo K (con K=CoK=R)yseaT € L% (E)

un operador dado. El radio espectral de 7', denotado por r(7'), viene dado por la férmula:

r(T) = lim {/||IT"|¢cq), donde "' =TkoT, VkeN conT!'=T.

Parte I
1. Muestre que r(T) estd bien definido (el limite existe) y que

r(T) = gggxk/ 1T ey < Tl 2w

Indicacién: Dado € > 0 justifique la existencia de ko € N tal que

YT e < ot T vom +e.

€ N tales que k = p(k)ko + q(k) con

)
y @ cuando k — oo,

Use el hecho que para todo k € N, existen p(k),q(k
)

q(k) < ko. Le puede ser util estudiar los limites de Z (k

2. Pruebe que |A| < r(T) paratodo A € o(T).
Indicacién: Dado A € K tal que (T') < |A|, estudie en el espacio de Banach (L C(E), || - | #c(g))
la convergencia de la serie
= (AI-T)_, 0
Z T T , dondeT" =1
Parte 11
En adelante supondremos que (E, || - ||g) un espacio de Hilbert complejo y que 7 es un operador

normal, es decir, T oT* = T* o T. Note que todo operador autoadjunto es normal.
3. Muestre que ker(A/ —t) = ker (Al — T*) paratodo A € C, y que si A, € ¥ P(T) son distintos,

entonces E; LE, ie. los espacios propios asociados a valores propios distintos son ortogonales.
Indicacion: Pruebe que ||A(x)||g = ||[A*(x)||g paratodo x € Ey A € ZC(E) un operador normal.
Pruebe que r(T) = || T #c()-

Indicacién: Pruebe que ||T* o T|| »cm) = || 7|13 ‘zc(r) (N0 se necesita que 7' sea normal). Luego
estudie primero el caso en que T es autoadjunto y luego el caso general en que T es solo normal.
Le puede ser titil usar lo probado en indicacién de la parte anterior.
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24.1.4 Problema 2 - Certamen 3 - 2020
Sean E = L2,([0,1]) dotado de la norma usual y T € .#% (E) el operador dado por

T(u)(x) = /Ole_x_y|u(y)dy, Vx € [0,1], u € E.

1. Pruebe que T estd bien definido y que es un operador compacto autoadjunto y [|T|| ¢y < 1.
2. Seanu € C([0,1]) y f = T (u). Demuestre que f € C>([0,1]) y que

f1(x) = f(x) = =2u(x), Vx€[0,1] con f(0)=f'(0)y f(1)=—f'(1).
3. Inversamente, sea f € C>([0,1]) que verifica £(0) = f'(0) y f(1) = —f'(1). Sea

1
u= —E(f”—f)-

Pruebe que f =T (u).

Indicacién: Sea i = f — T (u), pruebe que 1 € C2([0,1]) y que 2’ = hen [0,1].
4. Demuestre que im(7") es denso en E y deducir que 0 ¢ ¥’ P(T). ;Se tiene que 0 € 6(7')?
5. Demuestre que si u € C([0,1]) y si f = T'(u), entonces

Tz = ([ [F0F+ 1 @R ax+17R +17O)R).

Deducir que para todo u € E se tiene que

1
(T (u),u)210,1) = EHT(M)II%:-
6. Muestre que (7)) C [0, 1].
7. Sea A € (0,1] y definamos a; = 1/%. Demuestre que
rLeo(T) <+= (1—aj)sin(a;)+2a;cos(a;)=0

Deducir que (7)) = {0} U{A4 }xen, donde A satisface para cada k € N la condicion

2
—2<7Lk<72
1+ (5 +nn) 1+ (nm)

Indicacién: Verifique que la ecuacion tan(x) = x22xl tiene exactamente una solucién en (nn:, nw+ %) .

24.1.5 Problema 3 - Certamen 3 - 2020

Supongamos que X C R"” e Y C R¢ son dos conjuntos compactos.
1. Sea p: Y — M(X) un operador tal que a cada elemento y € Y, le asigna una medida de Radon
Uy en M(X). Supongamos que u satisface la propiedad
Vf e C(X), lafunciony € Y — /fd/,Ly € R es continua. (P)

a) Si|u|:= Su‘[?H,UyHM(X), pruebe que || < +oo.
ye
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b) Demuestre que la ecuacién

Tf0)i= [ i, VfECX).VyeY (24.1)

define un operador 7, € ZC(C(X),C(Y)). Ademds, pruebe que |7 || #c = |u|.
2. Pruebe que para todo operador T € ZC(C(X),C(Y)), existe un operador u : Y — M(X) que
satisface la Propiedad (P) y que ademds T = T7},.
3. Sea u : Y — M(X) un operador que satisface (P). Demuestre, utilizando el el Teorema de
Arzela-Ascoli, que el operador 7}, definido en (24.1) es compacto si y solo si it es un operador
continuo visto como una funcién de Y en M(X) = C(X)*.

4. Supongamos ahora que T € % (C(X),C(Y)) es dado.

a) Pruebe, usando el Teorema de Radon-Nikodym, que existe una funciéon Kk : Y x X - Ry
una medida de Radon positiva m en X, tal que

Tf(y):/xrcyfdm VfeCX), Yy ey,

tal que Ky := Kk(y,-) € L} (X) para todo y € Y fijo y la funcién y — k; es continua.

Indicacion: Puede utilizar el siguiente resultado: Si H es un subconjunto de medidas de
Radon finitas y ademas es relativamente compacto, entonces existe una medida de Radon
positiva y finita A que es absolutamente continua con respecto a toda medida u € H, i.e.,

VueHVAe AX) A(A)=0 = pu(Ad)=0.
b) Demuestre que si k es la funcién dada por el apartado anterior, entonces

ITlcc =sup [ [ss]dm.
yeY /X

Indicacion: Pruebe que para A, una medida de Radon positiva sobre un espacio métrico
compacto X, y ¥ € L!(1), la ecuacién

V() = [ fwdr vrec)

define una medida de Radon acotada en X, y que ||V||px) = J |w|dA. Para ello, demuestre
que para € > 0, existe una funcién g € C(X) tal que

[ Iwlle —signo () < e

y que g puede ser elegido tal que ||g|| < 1. Finalmente, estime [ |y|dA —v(g).
5. Considere un escalar o € (0, 1). Muestre que el operador 7' de C([0, 1]) a C([0, 1]) definido por

1@ = [ o e

es compacto y calcule la norma de este operador.
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24.1.6 Problema 2 - Certamen 3 - 2021

Supongamos que (E, || - ||g) un espacio de Hilbert y que T € .ZC(E) es un operador normal, es
decir, ToT*=T*oT.
1. Pruebe que ||T(x)||g = ||T*(x)||g para todo x € E.
2. Muestre que 7' P(T) =VP(T*),y que E; LE, paratodo A,u € #'P(T) distintos (4 # u).
3. Pruebe que si A € o(T'), entonces existe una sucesion {x; }ren € E con ||x¢||g = 1 para todo
k € N tal que Ax; — T (xx) — 0.
Indicacién: Pruebe si la conclusién no es cierta, entonces existe & > 0 tal que

[Ax=TW)[le > elxle y [Ax=T"()[e > afxllg,  ¥xeE.

4. Pruebe que o(T) C [0,+c0) bajo la condicion que T sea semi-definido positivo, es decir, si
satisface
(T (x),x) >0, Vx € E.

24.1.7 Problema 3 - Certamen 3 - 2021

Supongamos que p € [1,4+00) y {4 }ren C R es una sucesion acotada. Consideremos el operador
T : ¢P(R) — ¢P(R) dado por la formula

T ({xitken) = {Mxitien,  V{xtren € P (R).

1. Demuestre que T estd bien definido y que es un operador acotado.

2. Demuestre que T es compacto si y sélo si A — 0.

3. Si p =2, demuestre que T es un operador de Hilbert-Schmidt si y s6lo si {A; }ren € £2(R).

4. Supongamos que A — 0. Si S, es el operador Shift a la derecha en ¢ (R), encuentre #' P(T o S,.).

24.1.8 Problema 4 - Certamen 3 - 2021

Supongamos que X C R” es un conjunto compacto y no vacio. Dada k € ¢ (X x X), pruebe que
para todo p,q € (1,+o0), el operador T : L (X) — L (X) dado por

TN = [ KESG) dy. V€ LL(X), Ve X

estd bien definido y es un operador compacto.
Indicacién: Puede considerar primero el caso k es Lipschitz continua, y luego extender el resultado
al caso general usando el Teorema de Stone-Weierstrass.

24.1.9 Problema 5 - Certamen 3 - 2021

Supongamos que (E,|| - |g) es un espacio de Banach reflexivo y 7' € .ZC(E) es un operador dado.
Pruebe que p(T*) =p(T)y o(T*) = o(T).

24.1.10 Problema 6 - Certamen 3 - 2021

Supongamos que (E, || - ||g) es un espacio de Banach y T € .ZC(E) es un operador dado. Para cada
A € R, definimos el operador resolvente R : E — E como el dnico operador que verifica

Ryo(Al—T)(x)=(AI—T)oR)(x) =x, Vx € E.
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1. Demuestre que si |A| > ||T|| ¢, entonces R estd bien definido, y que R, € ZC(E) con

1
IRl zc < o
(A= IT].2c
2. Supongamos que {A; }ren € p(7') es una sucesion convergente a A € R. Pruebe que si {R), }ren
acotada en ZC(E), entonces A € p(T) y Ry, — Ry
Indicacién: Pruebe que para todo A, € R\ [—||T||.#c, || T || #c] se tiene que

24.1.11 Problema 7 - Examen - 2021

I) Supongamos que (E, || - ||g) un espacio de Hilbert y que T € .ZC(E) un operador dado.
1. Pruebe que T € % (E) si y s6lo si para toda sucesion {x; }xeny C E que converge débilmente
a 0 tenemos que {7 (xx) }ren convergen fuertemente a 0.
2. Pruebe que para todo F # {0} s.e.v. cerrado de E existe ¥ € F con ||X||g = 1 tal que

(T(x),%) = S IRUCE

II) Supongamos que (E, || - ||g) un espacio de Hilbert de dimensién infinita y que T € ZC(E) es un
operador auto-adjunto, compacto y semi-definido positivo, es decir, satisface

(T (x),x) >0, Vx € E.

Sabemos que en este caso ¥ P(T') \ {0} es una sucesion {A; }ren C (0, ||T||c] decreciente a cero,
donde cada valor propio aparece una cantidad de veces igual a la dimensidn del espacio propio
correspondiente. Sabemos también que existe una base ortonormal completa {e; }reny C E de
im(7) tal que

T(ek) = lkek, Vk € N.

El objetivo de este problema es demostrar la siguiente férmula:

T
A= min  max L)z’w, Vk e N, (%)
weti xewh\{oy  [|x[g

donde ¥} denota la coleccién de s.e.v. de E de dimensién k € N.
1. Sea Wy = {0} y para cada k € N\ {0} denotemos por Wy = ({eo,...,ex—1}). Pruebe que

xewi\ {0y Xl

2. Dado k € N, muestre que si W € ¥ entonces W-N W1 # {0} y que

(T (x),x)

5 > M, v.erkJrl\{o}.
I*l&

Deducir a partir de esto la férmula en (3) y que el minimo se alcanza en W = W,.
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24.2 Soluciones

24.2.1 Problema 1 - Certamen 3 - 2019

1. Sea Eo = ({ex }ren), luego (Eo, || - ||g) es un espacio de Hilbert separable con {e; } ey una base
de Ey. Notemos que E = E @Eé y que

N
Zuk<x,ek>ek20 VxEEé
k=0

y esto dltimo implica que S(x) = 0 (la serie converge) para todo x € Eé. Por otro lado, si x € Eo,

entonces
N 2
[l = Y (xe)”.
k=0
Luego, sigue que
N 2 N N
Y v ede]| = ¥ Il loed? < (suprukF) Y (v e’
k=0 E k=0 keN k=0

Haciendo N — o, tenemos que [|S(x) || < (supyen |1]?) |[x]|§ y por lo tanto S € ZC(E).

2. Notemos que S(ex) = ey para todo k € Ny por lo tanto L es un valor propio de S. Luego si
S es compacto, por la Proposicién 54, necesariamente L, — 0. Reciprocamente, supongamos
que i — 0. Definamos Sy (x) = Y& i (x, ex)ex. Notemos que Sy es de rango finito y que para
todo x € E, tenemos

N+n

IS () =Syl < Y bl (xen)?
k=N+1

N+n
<| sup ) Y (xe)

k>N+1 k=N+1

< ( sup \uﬁ) /1%
k>N-+1

y esto implica que [|Sy — Sy+all 2cm) < (supg=n1 [Me*) = 0 cuando N — oo, si e — 0.
Por lo tanto Sy — S en -ZC(E). Ahora bien, como Sy es de rango finito, es compacto, y en
consecuencia S es compacto (Proposicién 41).

3. Sabemos que si S es autoadjunto, entonces ¥ P(S) C R (Proposicién 55) y por lo visto antes,
cada w, € ¥ P(S), de ahi que p; € R para todo k € N. Por otra parte, supongamos que cada
Ux € R. Por definicién tenemos que S* satisface,

(S(x),y) = (x,8°(v))  VxyeE.
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Fijemos N € N, luego sigue que
N
Z )C ek ya ek

)’, ek X €1<

yaek

i
- L

= (x, Z fi(y,ex)ex) pues (y,er) € R
(=0

= (x,Sk(y)) pues  €R

Por lo tanto Sy es autoadjunto para todo N € N. Luego, haciendo N — oo se concluye.

24.2.2 Problema 2 - Certamen 3 - 2019

1. Veamos primero que x — 7' (u)(x) es una funcién continua en [0, 1]. Es facil ver que por dlgebra
de funciones continuas y continuidad de la integral, esto es cierto para x € [0, 1]. Luego, basta
ver la continuidad en x = 0. Sea u € E, para todo € > 0, existe 0 > 0 tal que

u(y) —u(0)| <& siye[0,9].
Esto dltimo implica que

[ ) uon

/!M —u(0)| dy

_fex
x
=€ six € [0,0]

T (u)(x) = T (u)(0)| =

Por lo tanto x — T (u)(x) es continua y en particular 7 : E — E (estd bien definido). Notemos que
T es claramente lineal, luego basta ver que el operador es continuo con ||T || ¢¢(g) = 1. Primero
|T (u)(x)| < ||ul|- para todo x € [0,1] y por lo tanto ||T'|| ¢y < 1. Ademds, tomando u = 1
tenemos

IT(u)(x)] =1 VxeE

y por lo tanto || 7'{| ¢cE) = 1
2. Supongamos A € R es un valor propio de T'y que u € E es un vector propio asociado. Luego,
necesariamente u es continuamente diferenciable en [0, 1] con

1

X

/ u(y) dy = Au(x) Vxe|0,1]
0
con u(0) = Au(0) o equivalentemente, u es solucion de

u(y) = Au(x) +xAu' (x) Vxel0,1]
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y esto ultimo, pasa si y sélo si
Ax (x)+ (A —Du(x) =0  Vxe[0,1] (24.2)

Si A =0, entonces necesariamente u(x) = 0 para todo x € [0, 1]. Por lo tanto, si A = 0 entonces
u=0enEyporende A & ¥ P(T) pues T es inyectiva en E. Notemos que las soluciones de la
EDO (24.2) tienen la forma

v,l(x):cx%_1 Vxe[0,1],ceR

(basta derivar y verificar). Luego v, es continua en x = 0 si y s6lo si 0 < % — 1 y esto dltimo
equivale a que 0 < % y se deduce que A € [0,1]. Porlo tanto vy € EsiysélosiA € [0,1]y
v, # 0. Tenemos que ¥ P(T) = (0,1] y E; es como en el enunciado.

3. Recordemos que (0,1] = ¥ P(T) C o(T) C [-1,1], pues ||T|| #¢cx) = 1. Notemos que T no
puede ser sobreyectiva en E pues x — T (u)(x) es necesariamente una funcién continuamente
diferenciable. Luego 0 € o(T'), y por lo tanto

0,1] € o(T) C [~1,1].

Veamos que AI — T es sobreyectivo para A <00 A > 1. En particular, como ' P(T) = (0, 1], esto
implicard que p(T) = (—o0,0) U (1,+e0) y 6(T) = [0,1]. Dado f € E, estudiemos la ecuacién
paraA A0y A # 1.

T(u)—Au=f  enl0,1]

Esta ecuacion se puede reescribir como

{/oyu(y) dy—2xu(x) = xf(x) si xe[0,1] (24.3)
(1—2)u(0) = 10

X
Notemos que y(x) = / u(y) dy es solucién de la EDO
0

V) —A/(x) = xf(x)  x€(0,1]

Luego usando la indicacién tenemos que

v = (4 [ armay)  vae @]

y por lo tanto

o ! ()
u(x) = 7 (c+/x lyl/lf(y)dy>_k Vxe(0,1]
1 1 l 1—1 . . . .
Notemos que / = ﬁ(l —x 7*)escontinnaenx=0siA <00A > 1.Esto implica
x Y -
que la integral en la definicién de u converge cuando x — 0. Dado que x'/*~! — 4eosix — 0
parael caso A < 0o A > 1, entonces para que u sea continua en x = 0, necesariamente

|
¢ = —/0 mf(Y)dy
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y por lo tanto

xi b fx)
—7/ }Wf()’) dy — e 244)

con u(0) = ﬁ #(0)

es solucion de (24.3), lo que implica que ¢(T) = [0,1], y que (T — A1)~ (f) viene dado por u(x)
encontrado en (24.4). De aqui concluimos que T no puede ser compacto, pues de lo contrario
o(T) seria a lo mds un conjunto numerable. [ |

24.2.3 Problema 3 - Certamen 3 - 2019
Parte I

1. Seai(T) = 1?11{1 \/IT*| #c(x)» luego como
(S
1T 2c® < ITl'cwy  VhkeN

tenemos que

0 <i(T) < lminf {/||T*]| gy < limsup /(| T*|| 2oy < T[] e
k—foo k—+oo

Luego para concluir, basta ver que

timsup /| 7] e < i(T)-

k—>+o0

Sea k € Ny usemos la indicacion, es decir, existen p(k),q(k) € N tal que k = p(k)ko + g(k) con
q(k) < ko. Notemos que

p(k) 1 q(k)
Py 2y BBy,
K kY Tk
Ademas,
IT*)| 2cmy = | TPORTO | g

= ||T7®k o 70|

Kk k
<7700 oy 1T S
k
< T I T 1 e
y por lo tanto |]Tk||l/k < |]Tk°||zc HT”ZC () Por lo tanto,
k l/k k %
limsup |7 S T °||>2‘;C(E) <i(T)+e,

k—>+o0

como € > 0 es arbitrario se concluye.
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2. Sea A € Ktal que r(T) < |A| y consideramos la suma parcial

MTklelkH |
g e _,;)<7L’<T_M+1T =1- )LN-HT

Notemos que

1 N+1 — 1 HTN+1 Hi‘
AN+ zom AT C(E)
y entonces
_1 N+1 N+1
’ U™ _ T e cw (1) _
AN ZC(E) Al A
— 0en ZC(E) y por lo tanto
N O(AI-T)
TR T
k;) 2kt
o0 Tk
en otras palabras, si definimos § = Z T entonces tenemos que
k=0

(AI—=T)oS=So(Al-T) =1,

porlotanto A € p(T),y asi |A| < r(T) paratodo A € o(T).
Parte 11
1. Probemos la indicacién:

IAG) IR = (A(x), A(x))E = (A"A(x),x)E = (AA"(x),.x)E = (x,A"A(x))E

y como [[A*(x)[|§ = (A*(x),A*(x))E entonces ||A(x)|[g = [|A*(x)||g. Luego si A = AI — T, enton-
ces A* = Al —T* y por lo tanto A(x) = 0 si y s6lo si A*(x) = 0, es decir,

ker(Al —T) =ker(Al —T*).

Ahora bien, sean A, € ¥ P(T) con A # u. Sean x € ker(Al —T) e y € ker(Al — T*) no nulos.
Sigue que

A y) = (Ax,y) = (T (x),y) = (T (%))

Ademas,

T (x)) =(T*(v),%) = (5, T7 () = (x, Ay) = 1{x,y),
donde la tltima igualdad se tiene porque ker(AI —T) = ker(Al —T*) y por lo tanto (x,y) = O si

A# U
2. Sabemos que || T{| zcm) = 17| zc() pues

ITC)e= sup [ T(x))|= sup [(T"(),0)| < IT" | 2cllxlE
Iylle<1 Iyle<1

IT"Wlle = sup (T7(v),x)| = sup [, T(x))] < Tl zcwllyle

[xe<1 [xle<1

(24.5)
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y por lo tanto
IT* o Tl 2c@) < 1Tl 2cmIT | 2cm = 1T e

Notemos que (24.5) implica que

1Al zc@) = sup sup [(A(x),y)].
It y]e<1

Luego tenemos que

IT* 0T | ey > sup [(T*oT(x),x)|= sup [T)IE=IT]Z%cm,

Ixlle<1 [xlle<1
y asi,
2
IT*oT || zcE) = 1Tz
Ahora si suponemos que T es autoadjunto, es decir 7 = T*, entonces ||T2|| ¢c(r) = HT||3$C y
por lo tanto || T%|| ey = 1T %, g) ¥ cOmo ya se vio que el limite existe entonces es pos1ble
afirmar,

(1) = kgrwaTz"ll Sew =T Lzcwm
Ahora si suponemos que 7' es normal, es decir, S = T* o T es autoadjunto, entonces
18%| 2cE) = ||S||3%C(E) = HTH}C(E)
Notemos que > =T*oToT*oT =T*oT*oT?,
IS*@)[e = T* o T* o T*(x)|[e = |T" o T°(x)|l& = | T*(x) [e-

Por lo tanto,
4k
r(T)= lim |T H c) = 1Tl e

24.2.4 Problema 2 - Certamen 3 - 2020

1. Veamos que T estd bien definido, es decir, si u € L2 ([0, 1]), entonces T (u) € L2 ([0, 1]). Notemos
primero que (x,y) — e~ ¥ >lu(y) es medible en [0, 1] x [0, 1] si u € L% ([0, 1]). Luego por Teorema

de Fubini, la funcién
1
X — / e P lu(y) d
0

es medible en [0, 1]. Por otra parte, dado que para todo x € [0, 1],

1
[ ) o] < s <

y por lo tanto ||T'(u)||,2 < ||u||;2 para todo u € L2 ([0, 1]), entonces T () € L2,([0, 1]) para todo
u € L3 ([0,1]) y ademds ||T|| »c(gy < 1. Ahora bien, T es autoadjunto, pues por el Teorema de
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Fubini, tenemos que para todo u,v € L2 ([0, 1]);

1
(Tw).v) = [ 7)) dx
= /01 /01 e P u(y)v(x) dydx
= /01 /01 e P (x)u(y) dxdy

= [Tt av
= (7))

= <M7T<V)>‘

Veamos que T es compacto. Primero notemos que dado u € L2,([0, 1]) tenemos que 7 (u) es una
funcién uniformemente continua en [0, 1]. En efecto, sea € > 0, luego existe § > 0 tal que

e M gl < ¢ YV x1,x2 € [0,1] con |x; — x| < 6.

pues la funcién (x,y) — eI es continua en [0, 1] x [0,1] y por tanto, uniformemente continua
en [0, 1] x [0, 1]. Sigue que

IT(u)(v1) ~ T () (x2)| < ellullpy <ellull Ve L0, 1)). (24.6)

Ademds, como |T'(u)(x)| < [[ul| 2, (0,17 tenemos que si {uy }ren es una sucesién acotada, entonces
{T (ux)(x) }ren es acotada para todo x € [0, 1]. Mds atn, por (24.6) tenemos que {7 (ux) }ren €8
equicontinua. Luego por Arzeld-Ascoli, existe una subsucesion {uy; } jen tal que {7 ()} jen
converge uniformemente a alguna funcién continua ¢. Dado que ¢([0,1]) C L2 ([0,1]) y tenemos
que

IT ) = @l < 1T () — 9l

entonces {7 (uy;)} jen converge en L, ([0,1]) a @ y por lo tanto T es compacto.
2. Seau € €([0,1]) y f(x) =T (u)(x) para todo x € [0, 1] notemos que

X 1
1) = [ ety dy+ [ ety dy
0 X
X 1
= e_x/ eu(y) dy+ex/ e u(y) dy,
0 x

luego por el Teorema Fundamental del Célculo, y dlgebra de funciones diferenciables tenemos
que f € ¢1([0,1]) con
1

fllx)=—e* /Oxeyu(y) dy+u(x) —I-ex/ e Yu(y) dy—u(x)

X

X 1
=—e" / eu(y) dy+e / e u(y) dy
0 X

= £ =2¢ [ euty) dy
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Repitiendo el argumento anterior vemos que f € ¢%([0,1]) con
7@ = £ +2¢7 [ uly) dy—2u(x) = fx) - 2u
0
por otro lado, es ficil ver que f(0) = f'(0) y que
1
)=t [ euty) dy = (1),

3. Sea u = —1(f" — f'), dado que f € €2([0,1]), tenemos que u € ¥([0,1]), y por la parte 2)
tenemos que 7' (u) € €%([0,1]). Sigue que h = f — T (u) € €*([0, 1]). Por la parte 2) tenemos
que

1
@) -1 =-2=2(3("-) ="~ 1
y esto implica que,
W =f"—(Tw)"=f-T(u)=h

Ademas,

h(0) = f(0) =T (u)(0) = f'(0) — T (u)'(0) = '(0)

h(1) = f(1) =T ()(1) = —f'(1) = (=T ()'(1)) = =H'(1)
la ecuacion 4 = h tiene una solucién de la forma h(x) = ae* 4+ be™ y por lo tanto

h(0) = H'(0) at+b=a—b a=0 _
h(1)=—H(1) 7 aetbe'=—aetbe! T b=0 h=0

y por lo tanto T'(u) = f.

4. Vimos que para cada u € L2 ([0, 1]), tenemos que T (u) € ([0, 1]), por la parte 2), ademds por
la parte 3) tenemos que € ([0,1]) C im(T) (funciones €>([0,1]) a soporte compacto). Dado
que 62[0,1] es denso en €([0,1]) y ([0, 1]) es denso en L2 ([0, 1]), se concluye la primera
afirmacién. Por otro lado, tenemos que dado que im(7) = E,

ker(T) = im(T*)* =im(T)* = {0}
y por lo tanto T es inyectivo y asi 0 ¢ ¥'P(T'). Dado que T es compacto y E es de dimensién
infinita, tenemos que 0 € o (7).
5. Sabemos que si f = T (u), entonces f” — f = —2u. Sigue que

1
@) = (=307 = 1) = =3 0"+ =5 [

pero
1
(g = [ @@ ax
x=1 1
= f(x)f (x)‘xzo - /0 |f'(x)|* dx (integrando por partes)
1
= FS ()= 1O £ 0) = [ 1f P dr
1
—— (P O+ [ 17w ax)
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g)

y por lo tanto

=5 ([ V@R axt [ 1FWE ar 0F + 70

entonces

(T > 3171 = T, Yuew(o,1)

2
Luego por densidad (¢(|0, 1])L = 12,(]0,1])) se concluye el resultado pedido.
Dado que T es compacto y 0 ¢ #'P(T), tenemos que ¢(7T) = {0} U P(T). Por otro lado, si
A € ¥P(T), entonces A € R pues T es autoadjunto. Ademds, si A € ¥ P(T) existeu € E\ {0}
tal que T'(u) = Au, pero (T (u),u) > %H”Hiz > 0y se sigue que

(T (u),u) = (Au,u) = Alul| 7.
Por lo tanto A > 0. Ademds, como 6(T') C [—||T ||z, +||T|z2] = [-1, 1] concluimos que o (T) C
[0,1].
Dado que o(T) = {0} U ¥ P(T), tenemos que si A € o(T) \ {0}, entonces A € ¥ P(T). Esto
implica que existe u € L2,([0,1]) \ {0} tal que T (1) = Au. Dado que T'(u) € €([0,1]), necesaria-
mente u € ¢([0,1]) y por lo tanto T (u) € €>([0,1]) y es solucién de la ecuacién f” — f = —2u
con f(0) = f(0) y f(1) = —f'(1), de ahi que

T(w) —Tu)=—2u=— 2

IT(u)

Luego T (u) es solucién de

{ s (TA) (24.7)
£(0)= <,f>=—<>

Esta EDO tiene una tnica solucion de la forma f(x) = Asen (ayx) 4 2a; cos (a) x). Imponiendo
las condiciones de borde se tiene

B = f(0) = f'(0) = Aay
Alsen(ay) +ay cos(ay)] = (1) = —f'(1) = —Aay cos(ay ) +Adj sen(ay,)

si A =0 entonces T(u) = f =0y por lo tanto u = 0 lo que es una contradiccién y por ende
A # 0, entonces
(1—aj3)sen(ay) +2aj cos(ay ) = 0.

Para la otra implica, basta definir u(x) = sen(a, x) + a, cos(ayx) y ver que u es un vector propio
asociado a A (pues por construccién es solucién de (24.9)). Finalmente, dado que T es compacto,
sabemos que ¥ P(T) es un conjunto numerable (podria ser vacio o finito). Por la primera parte,
sabemos que A € ¥ P(T) siy sélo si

(1 —aj)sen(ay)+2ay cos(ay) =0

Notemos que si a, = 1 entonces cos(a; ) =0y asi a; = J 4k para algin k € N lo que es una
contradiccion y si cos(ay ) = 0 entonces a; = 1, contradiccion. Por lo tanto

2ay,

ay —
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Es decir, A € ¥ P(T) si y s6lo si tan(ay ) = =% Usando la indicacién, vemos que para cada

.
az—1

k € N existe un tinico a;, que verifica la ecuacion (24.8) y es tal que nw < ay, <nmw+m/2,

T
nn’<a,1k<n7t+§<:>mr< L 5

2-1, 2
<— nz7r2 < 1 k < (n”+f)
k

2 2
— n2n2+1<l—< (mr+f) +1
k

24.2.5 Problema 3 - Certamen 3 - 2020

1. a

b)

Sea |u| = sup||ty[[p(x) = sup sup . Sea f € ¥(X) sabemos que u satisface la

yeY yeY fe? (X)

[ ran,
I71=1

Propiedad (P) y por lo tanto la funcién y — [ f dp, es continua. Como Y es un espacio
métrico compacto entonces el conjunto { [ f duy : y €Y, ||f|lx) = 1} es acotado. Como
%' (X) es un espacio métrico completo, entonces por el Teorema de Banach-Steinhaus,

ul=sup sup | [ fdpy| < oo
yeY fe(X)
I£1I=1
Definamos
Y= Tuf ) = [ £6) dia @)
Veamos que 7}, es lineal continuo y mds atin, ||7 || = |u|. Primero notemos que 7}, estd

bien definido. Esto se debe a que para cada f € ¢(X) y caday € Y, u, € M(X) = ¢ (X)*,
luego

Tuf(y) = Wy, Flexy 2 x)

estd bien definido. Mas atn, 7, f € € (Y) ya que u satisface la Propiedad (P). Ademas,
T, es lineal, esto es directo de la definicion de 7}, y de la linealidad de la integral. Ahora
veamos que 7}, es continua, para esto, notemos que

HTufH%(Y) = sup ‘Tuf<y)|
yeY



24.2 Soluciones 211

con lo cual se tiene que,
1Tull zcwxrey =  sup 1 Tuflley)
£ llzx)=1

= sup sup|Tpf(y)
I fllzx)=1yeY

=sup sup |if]
YeY || fllgx)=1

= sup ||ty [lm(x) (pues u, es una medida de Radon)
yeY

%(Y)

= |ul.

2. SeaT: €(X) = ¢ (Y)ysea fe€(X)eye Y. Queremos probar que existe , € (¢'(X))* =
M (X) tal que satisface la Propiedad (P). Para ello definamos

y (f) = (Tf)(y),

luego u, : € (X) — K. Veamos que [, es lineal continua. Primero notemos que la linealidad de
Uy viene directo de la linealidad de T'. Para la continuidad, notemos que

1 =1Tf()|
<|T fllz v
<|T|lzcllf

con esto, i, € (¢ (X))*, es decir, p, es una medida de Radon. Veamos ahora que u, satisface
la Propiedad (P). Sea f € ¢(X), por definicion p, f = T f(y), pero Tf € €(Y) y por lo tanto
vy Uy f es continua.

3. Para demostrar el resultado, usaremos la indicacidn. El Teorema de Arzeld-Ascoli, dice que una
familia .# C %'(X) es relativamente compacto si y s6lo si .# es equicontinua. Luego,

#(x) puesT es lineal continuo

T, es compacto <= T (B¢(x)) € ¢'(Y) es relativamente compacto

<= Tu(Be(x)) € €¢(Y) es equicontinua

)(36>0)(Vf €Beyx)) d(vY) <& = [Tuf(y) —Tuf(Y) <&
— (Ve>0)(36>0)(VfeByx) dyy) <8 = |uf—uyfl<e
= (Ve>0)(36>0)d(yy) <6 = [y —byllmx) <&

— (Ve>0

<= U es uniformemente continua en Y

donde la dltima equivalencia se tiene por le hecho de que Y es un espacio métrico compacto e
Y+ U, continua.

4. a) Supongamos que T es compacto y veamos que existe K que satisface las hipétesis del
enunciado. Como 7 es compacto entonces de la parte 2) tenemos que existe it : Y — M(X)
tal que u satisface la Propiedad (P) y T = T}, ademads, de la parte 3) tenemos que y — [, €s
continua. Como y — i, es continua y Y es compacto entonces (YY) C M(X) es compacto.
Ademads, como X es compacto, toda medida de Radon sobre X es finita. Con esto, para todo
y €Y, u, es medida de Radon finita. Luego, utilizando la indicacién obtenemos que,

dmeM(X),VyeY, VA e #(X) tal que si m(A) =0 entonces u,(A) =0
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b)

donde #(X) denota los Borealianos en X. En otras palabras, m es media de Radon positiva
y finita que es absolutamente continua con respecto a U, para todo y € Y. Luego, por
Radon-Nikodym, para todo y € Y, existe K, € L},(X) tal que

VA€ BX), u(A)= /Ky dm
A
y extendiendo por densidad de funciones simples,
VyeY, 3K eLL(X),VfeC(X) w(f)= /ny dm.

Definamos K (y,x) = K, (x). Asi, para todo f € ¢ (X) y paratodoy €Y,

THO) = [ F@K () ).

Debemos ver que para todo y € Y, la funcién K, : x — K(y,x) estd en L}, (X) pero esto
viene directo de la definicién de K, como derivada de Radon-Nikodym. Veamos ahora que
la funcién y — K, estaen ¢ (Y,L},(X)). Sean y,y’ € Y

1K~ Kyllos = [ 1Ky~ Kyl dm

= ||y — .uy'HM(X)

donde la ultima igualdad se tiene por la indicacién de la parte 2 (que se probarda mas
adelante). La continuidad se concluye de la continuidad de y — U, (parte 3)).

Para la otra implicancia, supongamos que K es una funcién que satisface las propiedades
del enunciado, T € ZC(¢(X),%4(Y)), (Tf)(y) = [ f(x)K(y,x) dm(x). Veamos que T es

compacto, para ello utilizaremos el Teorema de Arzeld-Ascoli. Sea f € B (x)

(TH) = (THE) < /X K(Y,x) = K (y,x)||f| dm(x)
< llee[ Ky = K[|

luego K, es continua sobre un compacto Y, K, es equicontinua y por lo tanto T(%) es
equicontinuo y por el Teorema de Arzeld-Ascoli, T es compacto.

Demostremos la indicacién. Sea A una medida de Radon positiva sobre X, donde X es un
espacio métrico compacto. Sea y € L) (X),

V(= [fyar vree)

Notemos que Y dA es la derivada de Randon-Nikodym y por lo tanto v estd bien definida,
es decir, es una medida de Radon. Ademds,

vl < [Ifivlar <y

oo [ 112 =l ¥l o

y por lo tanto [|[V|[yx) < || l;/HLJl (x)- Ademds X es compacto y por lo tanto v es acotada.
Basta demostrar que [|V|[(x) > ||‘V”Li(x)- Sea € > 0, notemos que para todo f € €' (X),

vI(r) = [ flwlda
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y por ende para f = signo(y) tenemos que

[rawi= [ sivldx.

Ahora, veamos que f € L! (X)

vl

[ Isigno(w)lav = [ Isigno(w)llw| da = [ wda <+
y por lo tanto f € Lj,,(X). Por densidad de ¢'(X) en L, (X), existe g € ¢'(X) tal que

Isigno(y) =gl () <€

y sin perdida de generalidad, podemos suponer que |[g||#(x) < 1. Esto equivale a que
J|signo(y) —g| dA < €. Luego,

Vo)~ [ 1vlar|=| [ v an~ [ sgotwv iz
< [ 1g-signo(w)l|y| a2
< €

y por lo tanto |v(g) — [ |y| dA| < € con ||g|| < 1y asi,

vie)> [Ivldr—¢ con gl <1

y entonces
1v(@)lu) > [ lwldr—e

y se concluye que ||V(g)ly(x) = [|W¥| dA. Finalmente el resultado sigue del hecho que
como 7' es compacto entonces para todo y € Y, T f(y) = u,(f). Utilizando la indicacién
con (i, como Vy Yy = K,,

T . 2zccx).covy) = sup llkyllmex)
yeY

=sup [ |K(y,x)| dm
yeY

Consideremos X =Y = [0, 1] (e.m. compacto) y el operador T : C(X) — C(Y) definido por

T10) = [ KOs dy

con K(y,x) = |x—y|~%y m la medida de Lebesgue.
Veamos que K satisface la Propiedad (P) en 4a) En efecto,

1 -1
[ 1K) dx= [ =y dx < 4
0 0
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yaque 0 < a < 1,y porlo tanto Ky = K (y,-) € L, (0, 1]). Veamos que la funcién y — K (y, x)
para todo y € [0, 1] es continua. Sean y;,y, € [0,1] con y; < y»

1
1K = Koallr = [ b=~ = e =yal ] dx
1

= 41 iy (yllfa _yéfa_i_ (1 _yz)lfa - (1 _y1)17a+21+a(y2 —}71)17‘1)

con esto limy, y, [|Ky, — Ky, ||;1 = 0y por lo tanto y — K, es continua y por 4a) T es
compacto. Finalmente,

1
IT||2c= sup [ |K(y,x)|dx
y€[0,1]/0

I
= sup [ |x—y| %dx

ye[0,1]/0
1-x
y 1 11—
= sup +——(1-y) )
y€[0,1] (1— o l—a
20{
= =172

24.2.6 Problema 2 - Certamen 3 - 2021
1. Dado x € E tenemos

IT ()l = (T (x), T (x))E = (T* o T(x),x)g = (T oT*(x),x)g = (T"*(x), T* ())& = |T" () .-
2. Basta notar que si T es normal, entonces A/ — T es normal también pues tenemos que
A =T)o(AI=T) = (AI—=T)o(AM —T*) = (A2I—AT*)— (AT =T oT*) = (A2l —AT*)— (AT —T*oT)
y luego
AI=T)o(AI—=T)* = (A —AT)—(AT* =T*oT)=Alo(Al=T)=T*o (Al —AT) = (Al =T*)o (Al —AT)
y por otro lado
AM=T)o(AM-T)" =Al—=T")o (Al —AT)= (Al —T) o (AI-T).
Luego, por la parte (a) tenemos que
Ax—T(x)e = IAx—T"()|e,  VxeE.

Esto implica que ker(Al —T) = ker(Al — T*), y por lo tanto ¥ P(T) = ¥ P(T*).
Ahora bien, sean A, 1 € ¥'P(T) con A # u. Sean x € ker(AI —T) e y € ker(ul —T') no nulos.
Sigue que

Ax,y) = (Ax,y) = (T (x),y) = ¢, T(x)) = (T"(y),x) = (x, T*(y)) = {x, uy) = u(x,y),

donde la dltima igualdad se tiene porque ker(ul — T) = ker(ul — T*) y por lo tanto (x,y) = 0.
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3. Supongamos que para toda sucesion {x; }xreny € E con ||x¢||g = 1 para todo k € N no se tiene
que Ax; — T'(xx) — 0. Esto implica que existe o > 0 tal que ||Ax — T (x)||g > o para todo x € E
con ||x||g = 1. Por la parte (a), tenemos que ||Ax —T*(x)||g > «, para todo x € E con ||x||g = 1.
Luego, reemplazando x por mx, obtenemos la indicacién.

En particular, tenemos que Al — T y AI — T* son inyectivos. Esto también implica que

im(AI —T) =ker(Al - T*)* = {0}* =E.

Pero im(AI — T) es cerrado, pues para cada {yi txeny C im(AI —T') existe {x; }ren C E tal que
i = Axg — T(x;). Luego, usando la indicacion tenemos que si {yi}xen converge, entonces
{xx }ren es de Cauchy en E pues

e =yille =l (Axx =T () = (Ao =T ()l = | (A (o =x;) = T (s =) [ > &l — [, Vk,jeN.

Dado que E es un espacio de Hilbert, {x; };cy converge, y por lo tanto existe x € E tal que
i =Axg —T(x) = Ax—T(x) €im(AI—T).
Esto implica que Al — T es biyectivo, es decir, A € p(T), lo que no puede ser.

4. Sead € 6(T)y {xx }xeny C E con ||x¢||g = 1 para todo k € N una sucesion tal que Ax; — T (xy) —
0; la que existe gracias a la parte (c). Notemos que para

ty = (lxk — T(xk),xk> =A- <T(xk),xk)
tenemos que #;, — 0. Luego, dado que T es positivo tenemos
h <t + <T(xk),xk> =2

Luego, dado que #; — 0, tenemos que A > 0.

24.2.7 Problema 3 - Certamen 3 - 2021

1. Notemos que T es un operador lineal, ademaés estd bien definido y es acotado pues:

[{Aexx b renller < {4k} kenll e[ {2k Fen |l er -

2. Veamos primero que T es compacto. Supongamos que { A }ren converge a cero. Para m € N fijo
consideremos el operador T,, : ¢7(R) — ¢P(R) dado por la férmula

lkxk sik < m,

Vix e P(R).
0 sik > m, b (R)

Ton({xx }ren) = {2z fren, donde z; = {

Claramente T;, es un operador de rango finito, y por lo tanto, es compacto. Por otro lado, 7, = T
en ((ZC(PP(R)), || - ||.zc) pues para todo {x; }ren € P (R) tenemos

—+oo

IT ({2 ken) = Tn({teem) 15 = Y, [AlPll? < sup [P {x brenllf-
k=m+1 k>m+1

Esto implica que

|IT = Tullzc < sup Al
k>m—+1
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Dado que {A; }ren converge a cero, tenemos que sup |A¢| — 0, y por lo tanto 7,, — T. Final-
k>m—+1

mente, dado que (¢7(R), || - ||¢») es un espacio de Banach, concluimos que T € ¢ (¢ (R)).

Supongamos ahora que 7' es compacto. Para cada m € N, denotemos por e” = {e]' }icn la

sucesion dada por

1 sik=
en=4 ST (24.10)
0 sik#m.

Es claro que para todo m € N tenemos que ¢ € /P(R) y también A,,e™ = T (™). Dado ™ # 0,
tenemos que cada A,, € ' P(T) con ™ € E; =ker(A,,[ —T). Ahora bien, como T € % (¢’(R))
tenemos que ¥ P(T)\ {0} = o(T)\ {0}, y por Teorema visto en clases, tenemos que ¥ P(T) \
{0} es un conjunto finito o bien es una sucesién que converge a cero.
Si A # 0, por el Teorema de la Alternativa de Fredholm, tenemos que E;, es de dimension finita,
luego cada E;, puede contener a los mds una cantidad finita de sucesiones {e",...,e"}. Esto
implica que si ¥’ P(T)\ es conjunto finito, entonces existe n € N tal que ¢” € Eg = ker(T') para
todo m > n, y por lo tanto A,, = 0 para todo m > n.

3. Basta notar que {€"},,cn es una base ortonormal completa de £2(R), donde ™ estd dado por
(24.10), y que

v NP v R <EPE)
YT = Y I1Aet(lz = Y 1Al
k=0 k=0 k=0

4. Dado que A4 — 0 tenemos que 7 oS, € # (¢P(R)).
Sea A € Ry consideremos la ecuacién la ecuacién

T o Sr{xi fren = A{Xk fren-
Esto es equivalente a
0=2,0=Axg y 7Lk+1xk = lka, VkeN.

Si A # 0, entonces que {x; }reny = 0, luego ¥’ P(T 0S,) \ {0} =0.
Consideremos ahora el caso A = 0.
» Si A # 0 para todo k € N\ {0}, entonces {x; }reny = 0, luego ¥ P(T o S,) = 0.
= Si A, = 0 para algiin m € N\ {0}, entonces basta tomar {x; }ren = ™! y obtenemos que
0 € ¥P(T oS,). En conclusién, ¥ P(T oS,) = {0}.

24.2.8 Problema 4 - Certamen 3 - 2021
Notemos que x — 7' (f)(x) es una funcién medible; podemos verla como limite puntual de funciones
medibles. Ademas, claramente 7T es lineal, por linealidad de la integral.
Dado que X C R” es compacto, tenemos que m(X) < +oo.
Fijemos p € (1,4o0) y denotemos por p’ al exponente conjugado de p, es decir, p’ € (1,+o0) tal

que % + ; = 1. Consideremos primero el caso g < p’. Notemos que en este caso tenemos que

1 :
Igllee <m(X)7 7 lgllr, Vg € Li(X). (24.11)

Notemos que, por la desigualdad de Holder, tenemos

e = ([l a) < ([l s) g, e, wex



24.2 Soluciones 217

Luego, por (24.11) tenemos que

_ L
7

I7() e < ()T 7 |T(P)llyy < )T 7 cllallflr. VF € LE(X).

Luego, T € ZC(Li(X),LE (X)) parag < p'.

Veamos ahora que 7" es un operador compacto. Consideremos primero el caso que K : X x X —+ R
es Lipschitz continua. Notemos que por la desigualdad de Holder tenemos que 7'(f) € %' (X) para todo
f € L% (X) (formalmente, admite un representante continuo), de hecho es Lipschitz continua pues para
todo x1,x, € X tenemos

IT(f) ) =T (f)(x2 |</ 1x1,3) — K2 FO)] dy < Leber —x2lll 11 < Licller —xall s ()7 [ f]]r-

Luego, repitiendo los argumentos vistos en clases, tenemos que 7' (B, (x)) es relativamente com-
pacto en (%(X),]| - ||) gracias al Teorema de Arzeld-Ascoli:
» T(Byp (x)) es equi-continuo pues

1 -
7)) =T (F) )| < Lept(X) 7 [lx1 —x2f[r, V1,30 € X, VS € By ).

» Para todo x € X el conjunto {T(f) (x)| fe BL{;\(X)} es acotado en R pues

TN < el fll < K]t (X)7, VfeBryx):

Ahora bien, si {fi fren C B,z (x), entonces existe una subsucesion tal que {7'(fi;)}jen converge en
(€(X), |l ||), y en particular es de Cauchy para la norma || - ||. Por otro lado, dado que

1
I8l < llglle-m(X) e, Vg € €(X),

tenemos que {7'(fi,)} jen también es de Cauchy en (Lg,(X), || - [|z4). Por lo tanto T (B, » (x)) €s secuen-
cialmente compacto en (L (X), || - ||z¢), y por lo tanto, compacto.

Consideremos ahora el caso general k € % (X x X). Por el Teorema de Stone-Weierstrass, existe
una sucesion {k;} jen C €(X x X) que converge uniformemente a .

Observacion También se puede argumentar usando el hecho x € (X x X) es también uniforme-
mente continua, en vez de pasar lo Stone-Weierstrass.

Para cada j € N, denotemos por T} : L (X) — L (X) al operador dado por

TN6) = [ k() f0) v VFELL(X), VxEX.

Notemos que

T;(f) () =T (f)(x)| < /X 165(x,3) = K () ) dy < 16— ol £l < 1065 = K[|t (K)7 [ fllr, VF € LE(X), Ve

Esto implica que

IT,0F) = T ()l < 1165 — ket (X) T 7 (| fllr,  ¥F € LL(X).
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En consecuencia, 7j — T en ZC(Li(X), L% (X)). Dado que T € ¢ (L5 (X), LE, (X)) para todo j € N,
concluimos que T € % (L5, (X), L% (X)) para todo p € (1,+) y g € (1, p/].

Finalmente, notemos que ¢ > p’ si'y s6lo si ¢’ < p, donde ¢’ denota al exponente conjugado de ¢,
es decir, ¢’ € (1,+o0) tal que é —1—% =1.Sea S : L{(X) — L (X) el operador dado por

S()W = [ k) f0)dy,  VF LX), VxEX.

Luego, por lo argumentos de la primera parte, tenemos que S € 7 (L%(X),L%(X)).
Notemos que T = Yo S, donde Y : L5, (X) — L (X) es la inyeccién dada por

Y(f)=rf  VfeliX).

Por (24.11) con p y ¢’ en lugar de p' y ¢, tenemos que Y € XC(LQ(X),L‘,{;(X)), lo que implica
que T € 2 (L5 (X), L% (X)) para todo p € (1,40) y g € (p,+).

24.2.9 Problema 5 - Certamen 3 - 2021
Notemos que si 2 € p(T), entonces [(Al —T)~']*(A —T*) =1 pues (Al —T)* = (AI-T*) y
paratodo x € Ey ¢ € E* tenemos

(A=) AL =T*)(),x) 5 5 = (A =T)* (), A =T) " () g = (0, (A =T) (A =T) " (x) g+ -
Por lo tanto

<[(2’1_ T>_1]*(2’1_ T*)(€)7X>E*,E = <€7x>E*,E'
De forma similar, (Al — T*)[(AI — T)~']* = I pues

(AT=T)[AI=T)"1"(0), x)p £ = ([(AI=T)~']"(€), (AT =T) (x) )p+ £ = (¢, (AT =T) ™ (A = T) (x) )£+

y en consecuencia
(AT =T*)[(AI=T)7']"(0),x)p & = (£,2)E-E-
En particular, tenemos que p(7) C p(T*), y por lo tanto o(T*) C o(T).
Por otro lado, esto también implica que p(T) C p(T*) C p(T**) y o(T**) C o(T*) C o(T).
Recordemos que para todo A € .ZC(E) tenemos que Jg oA = A** o Jg. En particular, como E es
reflexivo, tenemos que Jg es biyectiva y por tanto, A es invertible si y s6lo si A** 1o es.
Sigue que p(T**) = p(T) y o(T**) = o(T), lo que completa la demostracion.

24.2.10 Problema 6 - Certamen 3 - 2021

1. Dado que (E, || -||r) es un espacio de Banach y |A| > ||T|| #¢, tenemos que A € p(T) y por lo
tanto R, coincide con Al — T, que gracias al Teorema de la aplicacién abierta, es un operador en
ZC(E). Por otro lado, dado x € E tenemos que (A —T)o R, (x) = x, y por lo tanto AR (x) =
x+1toRy(x). Sigue que

(AR (e < [lxlle + T l.zclRy (x)[[e,  Vx€E.

Por lo tanto
[x]le

A= IT]l.zc’

de donde se obtiene la estimacion para ||Ry || Lc-

1Ry (x) ][ < Vx ek,
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2. Veamos la indicacién: tomemos A, u € R\ [—||T|| zc, ||T||.#c]. luego sigue que
Ry —Ry=Ryo(uI—T)oRy—Rjo(Al—T)oRy =Ry o[(ul—T)—(AI—T)|oRy = (1L —A)Ry oRy.

Sea ¢ > 0 tal que sup ||Ry, ||zc < ¢, luego sigue que
keN

||R).]\_RZ,IH;.?C§CZ|)‘IC_2’]’7 Vk,]GN

Dado que {A;}ren converge, tenemos que es de Cauchy, y por lo tanto la sucesion {Ry, }ren €s
de Cauchy en .ZC(E). Por lo tanto, como (E, || - ||[g) es un espacio de Banach, (ZC(E), || - ||.zc
también es un espacio de Banach, lo que implica que {R, }rew €s una sucesién convergente.
Supongamos que S € .ZC(E) es el limite de la sucesién {Ry, }ren. Notemos que

Ry, o (Ml —T)(x) = (M4 —T)oR;, (x) =x, Vx € E.

En consecuencia
So(AMl—T)(x) = (Al —T)oS(x) =x, Vx € E.

Esto implica que A € p(T) y por lo tanto S = R;.

24.2.11 Problema 7 - Examen - 2021

1. (=) Supongamos que T € % (E) y que {x; }xeny € E converge débilmente a 0. En particular,
{Xx }ren es una sucesion acotada y por lo tanto {7 (x;) }ren tiene una subsucesion convergente
(fuertemente).

Para ver que T (x;) — 0, basta ver que toda subsucesion convergente de {7 (x;) }ren converge a
cero. Supongamos que {7 (x;,)} jen s una subsucesién convergente. Luego, sigue que

1T Ca ) 1 = (T (), T () = (T (T (o)) x), - V€N

Dado que 7*(T (x,)) converge fuertemente, pues 7* € LC(E), y {x, } jen converge débilmente
a cero, tenemos que (7*(T (xi;)),x,;) — 0y en consecuencia T (x;) — 0.
(<=) Veamos ahora que T € ¥ (E). Supongamos que {x }xeny C E es una sucesién acotada,
luego debemos probar que {7 (x) }ren tiene una subsucesién convergente.
Dado que {x; }ren es acotada, ésta tiene una subsucesion débilmente convergente. Luego, existen
{xt;}jen y X € E tal que xz; — X, y en particular, x;;, — ¥ — 0. Esto implica entonces que
T (xi;) — T(X) = T (xx, —X) — 0, y por lo tanto {7 (x;) } jen s una subsucesi6n convergente.
2. Notemos primero que
si= sup  (T(x),x) € [=[IT|.zc, Tl zcl,
X€F, ||x|lg=1
pues F # {0}. Luego, podemos tomar una sucesion {x; }reny C F con ||x¢|lg = 1 para todo k € N
tal que (7 (xx),xx) — s. Dado que E es reflexivo, {x; } e tiene una subsucesion que converge
débilmente. Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que {x; }xc converge débilmente a ¥.
Dado que T € % (E), gracias a la parte (a), tenemos que {7 (x; —X) }reny C E convergen fuer-
temente a cero, pues {x; — X }xcn converge débilmente a cero. Esto implica que T'(x;) — T ()
fuertemente. A partir de esto, y gracias al Teorema de Banach-Steinhaus, podemos concluir que

(T (), xx) — (T (%), %).

Finalmente, como F es un s.e.v. cerrado (fuerte) de E también es un subconjunto cerrado débil
de E y por lo tanto x € F, lo que implica que s = (T (%), %).
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3. Notemos primero que WkL # {0} pues E es de dimensi6n infinita y ademads es un s.e.v. cerrado

de E. Luego gracias a la parte (b) tenemos que existe X € WkL tal que

G S )

— max
X1 xewivpor Il

Por otro lado, gracias al Teorema de Descomposicion espectral tenemos que

oo

T(x) = le(x,ej>ej, Vx € E.
=0

Luego, por un lado, dado que X € W5, tenemos que 7'(X) = Z Aj(X,e;)e;j, y en consecuencia
=k

0w @9 TR
T ||2 D < ||x||2 L (Re) < A

rewh\{o}  [|x[IE [B5]F3

pues {ex }rew es una base ortonormal completa y Ay > A; para todo j > k.
Por otro lado, notemos que ¢; € W= # {0} pues {e }xen es una base ortonormal y por lo tanto

A = <kkek,§k> _ <T(€k),2€k> < mix M
llexll el xewi\{o}  [1x[|g

. Dado W € ¥;, tenemos que dim(W) = k y por lo tanto W es un s.e.v. cerrado de E. Luego, sigue

que W W+ =E, y por lo tanto, si W+ N W, = {0}, tendriamos que W;,; C W. Sin embargo,
esto es absurdo pues dim(Wy ;) =k+ 1y dim(W) =«.
Por otro lado, dado x € Wy,; \ {0} existen o, ..., 04 € R no todos nulos tales que x = Z,;':o oje;

con ||x||z = le':o Oc}. Esto implica que

k k
x>:ZOcj(T Za] ZOC, ej),ej) = ZZOCJ(XL (ei,ej) = Z(X?%ZMH)CH%,
=0

j=0i= j=0

donde i € {0,...,k} es el indice menor tal que @; # 0. Dado que A4 < A;, obtenemos lo pedido.
Para probar (3 ), notemos por un lado que, como Wy € ¥, tenemos que

nf max TR0 o g TO G
wer xew\{0} ||x||g xewi oy IIxllg

Por otro lado, dado W € %, tenemos que existe £ € W N W \ {0} y por lo tanto

W TOD o TR (0
IR = ewtwenor g sewtior I

Como esta desigualdad es valida para todo W € ¥, obtenemos (%) y vemos que el infimo se
alcanzaen W = W,.



Al
A2
A3
A4
A5

B.1
B.2
B.3

C.1
C.2
C.3
C4
C.b5

Espacios Métricos

Espacio de métricos compactos
Espacios de Banach
Operadores lineales

Espacios de Hilbert

Funciones continuas
Espacios Topolégicos particulares
Espacios vectoriales fopolégicos

Espacios de Medida

Integral de Lebesgue
Espacios LP

Medidas de Radon

Teorema de Radon-Nikodym






223

Haremos un pequeiio resumen de elementos basicos con los que el lector deberia estar familiarizado,
que también nos serviran para fijar la notacién que usaremos a los largo de estas notas. En esta parte de
las notas sé6lo enunciaremos resultados, sin demostrarlos.

Primero comenzaremos con algunos elementos de analisis real, luego con algunos recuerdos de
espacios topoldgicos para finalmente revisar nociones bdsicas de teoria de la medida.






El detalle de las demostraciones de los resultados que presentaremos en esta seccion y la siguiente
se encuentran en las notas del curso Mat 225 del profesor Pedro Gajardo [GajNote2021].

A.1 Espacios Métricos

DEFINICION  Supongamos que X es un conjunto no vacio. Una métrica sobre X es una funcién
d: X x X — [0,+e0) que satisface:

= d(x,y) =0siy solosix =y, paracadax,y € X;

» d(x,y) =d(y,x) para cadax,y € X;

» d(x,y) <d(x,z)+d(z,y) para cada x,y,z € X.
En tal caso, el par (X,d) lo llamaremos espacio métrico (abreviado e.m. en adelante).

Notacién
= La bola abierta de centro x € X y radio € > 0 la denotaremos por

Bx(x,€) :={yeX]| d(x,y) < e}.
» int(A) denotard el interior de un subconjunto A C X, es decir el conjunto
int(A) := {x € X | J& >0, tal que Bx(x,e) CA}.
» B denotar4 la adherencia de un subconjunto B C X, es decir el conjunto
B:={xeX|Ve >0, setiene que Bx(x,€)NB # 0} .

DEFINICION Diremos que un conjunto A C X es abierto si A = int(A) y que un conjunto B C X es
cerrado si B = B.
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Sucesiones y completitud

En adelante N denotard el conjunto de niimero naturales (0 € N).

Notacion Escribiremos x; — x para denotar que la sucesion {x; }xreny € X converge a x € X, es decir,
Ve >0, 3JkoeN, tal quex; € Bx(x,e), Vk> ko.
Observacion Un conjunto B C X es cerrado si B = B, o equivalentemente,
V{xx }xen C Btal que x; — x,  se tiene que x € B.

DEFINICION Diremos que (X,d) es un e.m. es completo si toda sucesién de Cauchy converge. Es
decir, si una sucesion {x; }reny C X satisface

Ve>0, JkoeN, talqued(x,x;) <€, Vk,j>ko,

entonces necesariamente existe x € X tal que x; — x.

Consecuencias importantes de la completitud

Los siguientes son dos resultados fundamentales en andlisis asociados a e.m. completos.

LEmA — Baire. Supongamos que (X,d) es un e.m. completo y que {Ej}ren es una familia de

subconjuntos cerrados de X. Si
int (U Ek> 7’5 0
keN

entonces existe kg € N tal que int(Ey,) # 0.

Observacion La condicién en el Lema de Baire también se escribe en forma contrapositiva:
int(Ek) =0, VkeN — int <U Ek> =0.
keN

TEOREMA — Punto Fijo de Banach. Supongamos que (X,d) es un e.m. completo y que ¢ : X — X
es una funcién contractante:

ke (0,1), talque d(@(x),o(y)) <kd(xy), VxyeX

Luego, ¢ tiene un tnico punto fijo, es decir, existe un dnico € X tal que ¢(¥) = *.

Espacio de métricos compactos

DEFINICION Diremos que un e.m. (X, d) es totalmente acotado si para todo € > 0 existen xy,...,x, €
X tales que

Cs

X C Bx(xi,é').

1

ProOPOSICION 63 Supongamos que (X, d) es un e.m. Luego, las siguientes afirmaciones son equivalen-
te:
1. (X,d) es compacto.
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2. (X,d) es secuencialmente compacto.
3. (X,d) es completo y totalmente acotado.

Notacion Supongamos que (X,dx) e (Y,dy) son dos e.m.. Denotaremos por ¢ (X,Y) al conjunto de
funciones continuas f : X — Y, es decir, la coleccién de todas las funciones que satisfacen:

Vxp € X, Ve >0, 36 > 0 tal que dx(x,x0) < 6 = dy(f(x),f(x)) < €.

Observacion  Si (X,dx) es un e.m. compacto, entonces la funcion de.: €(X,Y) x ¢(X,Y) > R
definida mds abajo es una métrica sobre ¢ (X,Y).

doo(fng) = méXdY(f(x>ag(x))v VfagE%(X7Y)'

xeX

Si ademds, (Y,dy) es un e.m. completo, entonces (¢(X,Y),d=) es un e.m. completo.

DEFINICION Diremos que una sucesion { f; }reny € %(X,Y) converge uniformemente a una funcién
f:X—=Ysi
Ve >0, Jko € N tal que supdy(f(x), fr(x)) <€, Vk > ko.

xeX
Si (X,dx) es un e.m. compacto, esto equivale a dw(f, f3) — O.

DEFINICION Diremos que un subconjunto .% C %(X,Y) es equi-continuo si:
Ve >0, 30 > 0 tal que Vf € .F tenemos que dx(x1,x) < 8 = dy(f(x1),f(x2)) < €.

El conjunto de todas las funciones f : X — Y que son Lipschitz continuas de médulo L > 0
es equi-continuo:

dy(f(x1),f(x2)) < Ldx (x1,x2), Vxi,x € X

TEOREMA — ArzelG-Ascoli. Supongamos que (X,dx) es un e.m. compacto e (Y,dy) es un e.m.
completo. Si .# C € (X,Y), entonces .# es compacto en el em. (¢(X,Y),dw) si y solo si .# es
equi-continuo y para todo x € X tenemos que

{f&)[feF}

es compacto en Y. En particular, toda sucesion { f; }reny C .Z tiene una subsucesion que converge
uniformemente a algin f € €(X,Y).

Espacios de Banach
Espacios vectoriales normados

En adelante, y a menos que se diga lo contrario, reservaremos la notacién E, F, G, ... para espacios
vectoriales reales. Ademas, R denotara el conjunto de niimero reales.

DEFINICION Supongamos que E es espacio vectorial. A una funcién N: E — [0, 4o0) la llamaremos
norma si satisface:

» N(x) =0siysélosix=0;

» N(Ax) = |A|N(x) paratodox e Ey A € R;

» N(x+y) <N(x)+N(y) para todo x,y € E.
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Notacion SiN: E — [0,+e0) es una norma sobre E, usaremos la notacién
||lx||E := N(x), Vx € E

para enfatizar la relacién de la norma con el espacio E y diremos que el par (E, || - ||g) es un espacio
vectorial normado (abreviado e.v.n. en adelante).

(€([0,1]),]| - ||z1) es un e.v.n., donde %([0, 1]) denota la coleccion de todas las funciones
x: [0,1] = R continuas y

el = /01 x(D)dr,  VxeB([0,1)).

A.3.2 Espacios de Banach

DEFINICION Diremos que un e.v.n. (E,|| - |[g) es un espacio de Banach si (E,dg) es un e.m. completo
para la métrica inducida por la norma:

dE(X,y) = ”x_yHE’ vx’y €E.

Observacion En el caso de e.v.n. de dimensién infinita no todo e.v.n. es un espacio de Banach.

Por ejemplo, (¢°([0,1]),]| - ||z1) no es un espacio de Banach. En efecto, definamos para cada k € N la
funcién continua .
1 i o
xlt) = (k—ii )t si te [0,1,(“],
S1t€E (m, l:| .

Luego, cuando k — +oo tenemos que la sucesion converge puntualmente a la funcién

1 si ore(0,1],
x“*‘{o i 1=0.

Es decir, {x; }reny no converge a una funcién continua. Sin embargo, no es dificil verificar que

. Vj,keN.

1 1 1
ot —x5l1s = '

20j+1 k+1

Esto en particular muestra que la sucesion {x; }xey es de Cauchy para la norma || - || 1.

Los siguientes son algunos ejemplos de espacios de Banach que usaremos en el curso:

1. (¢([a,b]),]| - ||«), donde € (]a,b]) denota la coleccién de funciones x: [a,b] — R continuas y
e = max [x()],  Vxe € ([a.b]).
t€la,b]

2. (¢P(R),]-|l¢er), donde £7(R) es la coleccion de todas las sucesiones x = {x; }reny C R tales que
|| x|ler < +oo, donde

1

+o0 P
[[xller := (Z IXkI”) sip€[l,4e0),  obien |[x[[p= :=sup|x.
k=0 keN

A.4 Operadores lineales

El concepto de operador lineal continuo jugard un rol fundamental a lo largo del curso.
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Continuidad

ProposICION 64 Supongamos que (E,||-||g) y (F,| - [[r) son dos e.v.n., y supongamos que L: E — F
es un operador lineal:

L(x+Ay) =L(x)+AL(y), Vx,y € E, VA e R.

Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. existe una constante ¢ > 0 tal que ||L(x)||r < c||x]|
2. L es continuo;
3. Lescontinuo en x = 0.

E, para todo x € E;

Supongamos que E = ¢7(R) con la respectiva norma, con p € [1,+oo]. Consideremos el
operador shift a la derecha S, : E — E y el operador shift a la izquierda S; : E — E dados por

Sy(x) = (0,x0,x1,%2,X3,....) y Si(x) = (x1,%2,%3,%4,...),  Vx={x}ren €E.
Claramente, S; y S, son lineales y continuos, pues
1S ller = lixcller—y - Siler < lxller, YV x € E.

Observacion  Si E es de dimension finita, entonces todo operador lineal serd continuo. En efecto,
supongamos que dim(E) = n y sea {ey,...,e,} una base de E. Luego, el operador lineal L : E — F

satisface:
n
L Z Xy €k
k=1

Por otro lado, si dim(E) = +eo, entonces pueden existir operadores que sean lineales pero no continuos.
Mas atin, siempre es posible construir un operador lineal discontinuo si dim(E) = +co.

n

< max HL(ek)HFZ |xk| = cl|x]|1, VxeE.
F k=1,....n =1

IZCe) [ =

ika(ek)
k=1

F

Consideremos E = €' ([—1,1])N%"((—1,1)) con la norma del supremo || - ||.. Definamos
L(x) =x'(0), VxeE.

Claramente, L es lineal, pero no es continuo, puesto que si se define la sucesién dada por
1
X (1) = %sen(kt), Viel[-1,1].

Vemos que x; — 0 uniformemente cuando k — oo, sin embargo, L(x;) = cos(k-0) = 1 con lo cual
L(xx) — 1, pero L(0) = 0.

Espacio de operadores lineales continuos

Notacion La coleccién de todos los operadores lineales continuos la denotaremos por .ZC(E,F).
Este conjunto también tiene la estructura de e.v.n. considerando la norma

IL||.zc:= sup ||L(x)||F, VLe ZC(E,F).

Ixlle<1

Notar que en particular ||L(x)||r < ||L||.#c|x||g para todo x € E.

ProPOsICION 65 Supongamos que (E, || ||g) y (F,|-||r) sone.v.n. . Si (F,|| - |lr) es un espacio de
Banach entonces ((ZC(E,F),|| - || #c) también es un espacio de Banach.
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Teorema de Banach-Steinhaus

Una consecuencia del Lema de Baire es el Teorema de Banach-Steinhaus, también llamado
Principio de Acotamiento Uniforme, cuya importancia radica en que permite pasar de una cota puntual
a una cota global (uniforme) respecto a la norma de una familia de operadores acotados.

TEOREMA — Banach-Steinhaus. Supongamos que (E, || - |g) es un espacio de Banach, (F,|| - [|r) es
un e.v.n. y que tenemos una familia de operadores lineales continuos {L;}ic; C £ C(E,F).
Si para todo x € E tenemos que
sup [|Li(x) [ < e,
iel

entonces

sup ||Li||.zc < +oo.
icl

CoOROLARIO 22 Supongamos que (E,||-||g) es un espacio de Banach, (F,| - ||r) es un e.v.n. y que
{Li}reny € ZC(E,F) es una sucesion dada.
Supongamos que kh’m Ly (x) existe para cada x € E (convergencia puntual), entonces el operador
— oo

L : E — F dado por la férmula

L(x) := lim Lg(x), VxecE
k—r-o0

es lineal continuo y satisface
IL]| #c < liminf || Lg|| #c < +eo.
k——+oo

Espacios de Hilbert

DEFINICION Diremos que una funciéon B: E x E — R es un producto interno (también llamado
producto escalar) en E si satisface

» B(x,y) = B(y,x) para todo x,y € E.

= x+— B(x,y) es lineal para todo y € E fijo.

= B(x,x) > 0 paratodox € E\ {0}.

Notacion Si B: E X E — R es un producto interno en E, en general usaremos la siguiente notacién
para denotar al producto interno correspondiente:

(x,y):==B(x,y),  Vx,y€E.

En E := /%(R), el espacio de las sucesiones x = {x; }xeny C R tales que [|x||,2 < oo podemos
consider el producto interno

o0
(x,y) = Z Xk Yk Vx,y € (2(R).
k=0

PROPOSICION 66 Supongamos que E esun e.v. y (-,-) un producto interno en E. La funcién || - ||: E —

[0, +e0) dada por
Ilx]] := v/ (x,x), VxcE

es una norma en E y satisface las siguientes propiedades:
L. |(x,y)| < |Ix[||ly]|, para todo x,y € E. (desigualdad de Cauchy-Schwarz);
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2. [lx+y]? = [Ixl* +2(x,y) + [[y]]%, para todo x,y € E;

2
x+y
.

2
— 1 1
3. x—z Y H =5 [ x]|* + 3 lly||?, para todo x,y € E. (identidad del paralelogramo)

DEFINICION Sea E un e.v. dotado con el producto interno (-, -). Diremos que (E, (-,-)) es un espacio
de Hilbert si es un espacio de Banach con la norma inducida por el producto interno.
En tal caso, denotaremos indistintamente (E, (-,-)) o bien (E, || - |g).

—+o0
E := (2(R) con el producto interno (x,y) := Z XYk es un espacio de Hilbert.
k=0

Teorema de la proyeccion

El Teorema de la Proyeccidn nos permite justificar la existence de un (dnico) elemento en K donde
se alcanza el infimo en la definicién de la distancia de un punto a un conjunto. Un concepto fundamental
para la unicidad en este resultado es el de convexidad.

DEFINICION
1. La distancia de un punto x € E a un conjunto K C E es la cantidad

dist(x,K) := inf ||x — y||E.
ist(x. K) = inf v

2. Diremos que un conjunto C C E es convexo si y sélo si
Ax+(1—=A)yeC, Vx,yeC, VAel0l]

TEOREMA — Proyeccién. Supongamos que (E, || - ||g) es un espacio de Hilbert. Supongamos que
K C E es un conjunto cerrado, convexo y no vacio. Luego para todo x € E existe un tnico y € K tal que

dist(x,K) = [[x— |-
Ademds, este punto estd caracterizado como la tnica solucién en K de la desigualdad
(x—y,z—y) <0, VzeK.

Notacion Dado x € E, al punto y € K dado por el teorema precedente lo llamaremos la proyeccion
de x sobre K y lo denotaremos por Pk (x).

Observacion Notemos que en el caso que K sea un s.e.v. de E la condicion
(x—Pg(x),z— Px(x)) <0, Vz €K,
es equivalente a
(x—Pg(x),z—Px(x)) =0, VzeK,
puesto que Pk (x) —2z € K cualquiera sea z € K.

El Teorema de la Proyeccion también entrega informacion sobre la regularidad de la proyeccion de
un punto sobre un conjunto, cuando vemos al punto como una variable.

ProOPOSICION 67 Supongamos que (E, || - ||g) es un espacio de Hilbert. Supongamos que K C E es un
conjunto cerrado, convexo y no vacio. La funcién x — Px(x) es Lipschitz continua de médulo k¥ = 1,
es decir,

1Pk (x) = Pe)l[e < [x=ylle,  YxyeE.
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Teorema de Representacion de Riesz

TEOREMA — Representacion de Riesz. Supongamos que (E, || - ||g) es un espacio de Hilbert. Para
todo L € ZC(E,R) existe un tnico ¢, € E tal que

L(x) = (x, L), VxeE.

Observacion Notemos también que ||@p||g = ||L||.#c. En efecto, por la desigualdad de Cauchy-
Schwarz, vemos que

IL||.zc = sup |L(x)|= sup [(x,@L)] < | ¢rlE-

Ixle<1 [*le<1

Por otro lado, también tenemos

loLllE = (@r. o) = L(o) < ||IL|| zc|loLlle-

De donde podemos concluir que ||@ ||g = ||L|| #c; claramente, tenemos L = 0 si y s6lo si ¢ = 0.

Bases de un espacio de Hilbert

DEFINICION Supongamos que (E, || - ||[g) es un espacio de Hilbert dotado de un producto interno (-,-) y
{er}ren C E es una sucesion dada. Diremos que {¢; } e es una base ortonormal completa de E si

{ex }ren es ortonormal, es decir,
1 sik=j
<€k,€j> = { ’

0 sino,

y ademds se cumple
Vx€E, (x,e) =0, VkeN = x=0 (A.1)

Observacion
= Una base ortonormal completa de E también se conoce con el nombre de base de Hilbert.
= Gracias al Teorema de Hahn-Banach Geométrico (Corolario 7), la condicién (A.1) es equivalente
a que el s.e.v. generado por {e }ren sea denso en E.

ProOPOSICION 68 Todo espacio de Hilbert separable tiene una base ortonormal completa.

TEOREMA Supongamos que (E, || - ||g) es un espacio de Hilbert. Si {e; }xcn es una base ortonormal
completa de E, entonces

Foo v
p— — 1/ E
X I;)<X,ek>ek Ni)lllw/;(x, er)ex, e

y ademds se verifica la identidad de Bessel-Parseval

o0
X =Y [(x,e)]>,  Vx€E
k=0



DEFINICION Una coleccién .7 de subconjuntos de X es una topologia (sobre X) si:
» X007
m A, Ahe T — ANAe .
s VaEA Age T = |JAweT.

acA
En tal caso, el par (X,.7) lo llamaremos espacio topoldgico y a los elementos de .7 conjuntos

abiertos. Como contra parte, si A C X es abierto, entonces diremos que B = X\ A es un conjunto
cerrado.
Ejemplos

v Jhise = Z(X) se llama la topologia discreta y 7, = {0,X} la topologia trivial.

» Si (X,.7) es un espacio topolégico y K C X es un subconjunto,

Tk ={AnKe Z(X)|Aec T}

es una topologia sobre K, que llamaremos topologia traza de K.
» Si(X,d) esune.m., entonces .7; :={A € Z(X) | A es abierto en el e.m.} es una topologia sobre
X. A la topologia .7 la llamaremos topologia inducida por la métrica.

Notacion Si (E,| - ||g) es un e.v.n. y dg es la métrica inducida por la norma (dg(x,y) := ||x— y||g.
para todo x,y € E), la topologia .7, 1a llamaremos la topologia de 1a norma o topologia fuerte en E.
Si E = R, usaremos la notacién .

DEFINICION  Supongamos que (X, .7) es un espacio topologico. Diremos que V C X es una vecindad

dex e Xsi
JA e T talquexce ACV.

Diremos que V es una vecindad abierta si V es abierto y que es una vecindad cerrada si V es cerrado.
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Notacion Denotaremos por .4 (x) a la coleccion de todas las vecindades de x € X. Ademis,
= int(A) denotard el interior de un subconjunto A C X, es decir el conjunto

int(A) :={xeX|3IVeN(x)talqueV CA}.
» B denotar4 la adherencia de un subconjunto B C X, es decir el conjunto
B:={xeX|VV e #(x) se tiene que VNB £ 0}.

PrOPOSICION 69 Supongamos que (X,.7) es un espacio topolégico. Un subconjunto A C X es abierto

si A =int(A) y un subconjunto B C X es cerrado si B = B.

DEFINICION Supongamos que (X,.7) es un espacio topolégico. Diremos que ® C .7 es una base
para la topologia .7 si todo abierto se puede escribir como unién de elementos de .

Observacion Si® C .7 es una base para la topologia .77, dado x € X tenemos V € .4(x) si y s6lo si
JAcOtalquexcACYV.

Si (X,d) es un e.m. y A C X es abierto, entonces para todo x € A existe & > 0 tal que
Bx(x, &) C A. En particular,
A= U Ex(x,&'x).

XEA
Luego,
Q= {IBX(X,S) < Q(X) ]xEX, E> 0}

es una base para la topologia inducida por la métrica d.

Funciones continuas

DEFINICION Supongamos que (X, Z) e (Y, Zy) son dos espacios topoldgicos. Diremos que f: X — Y
es continua en x € X si:

YWV e N (f(x)), IW € A (x) tal que f(W) C V.
Diremos que f es continua, si es continua en todo x € X.

ProPOSICION 70 Supongamos que (X, %) e (Y, Zy) son dos espacios topoldgicos. Luego, una
funcién f : X — Y es continua si y sélo si:

1A e &K, VAeR. (B.1)
Notacion  Si una funcidn es continua, escribiremos f : (X, %) — (Y, Zy) para enfatizar la relacién
con las topologias.

Observacion Si Oy C Jy es una base para la topologia Zy, entonces f : X — Y es continua si y
solo si
Y A) e K, VAcOy. (B.2)

En efecto, basta notar que si A € Jy tenemos que existe una coleccion {Ay }gen C @Oy tal que
A = JgenAw- En particular, tenemos que

)= U 40 € &

aEA

pues cada f~!(Ay) € Fx gracias a (B.2).
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Espacios Topologicos particulares

Notacion Si {Xq}aea es una coleccién de conjuntos, el espacio producto generado por {Xg }aen
serd el conjunto

H X(x = {(Xa)aeA |X(x S X(x, VOC € A}

aeA

Si ademas, {(Xq, 7x) Faca €s una coleccion de espacios topolégicos denotaremos por

O ({Tatacn) = { HAa |Aq € Ty, Yoo € Ay ay,...,a, € Atales que Ay = Xg, Vo € A\ {a,...,a,}

aeA
El conjunto ® ({74 } wea) lo llamaremos los cilindros abiertos del espacio producto.

Observacion Si X # 0 para cada o € A, entonces por el Axioma de eleccion tenemos que
[1Xe«#0.
aEA

ProposICION 71 Supongamos que {(Xq, Zx) }aca €s una coleccién de espacios topoldgicos. Existe
una unica topologia sobre H X, que denotaremos por

acA
®<70h

aeA
tal que © ({7 }aca) €s una base para esta topologia.
A esta topologia la llamaremos la topologia producto.

Notacion Si (X,.7) es un espacio topoldgico, escribiremos x; — x para denotar que la sucesién
{xx }ren € X converge a x € X, es decir,

YWeAN(x), JkpeN, talquex; €V, Vk> k.
DEFINICION Diremos que un espacio topoldgico (X, .7) es Hausdorff si
Vx,ye X, x#y, AV, € A (x), V; € A (y) tales que V, NV, = 0.

PROPOSICION 72 Supongamos que (X,.7) es un espacio topolégico Hausdorff.
» Six e X, entonces {x} C X es cerrado.
= Si una sucesion {x; }reny C X converge, su limite es dnico.
= Si K C X es un subconjunto, (K,.7 |g) es un espacio topolégico Hausdorff.

ProPOSICION 73 Supongamos que {(Xq, Zu) taca €s una coleccion de espacios topoldgicos. Luego

H Xo, ® T | es un espacio topoldgico Hausdorff si cada (X, Z) 1o es.
aEA acEA

DEFINICION Diremos que un espacio topolégico (X,.7) es compacto si es Hausdorff y cualquier

recubrimiento abierto de X admite un sub-recubrimiento finito, es decir, si {Aq }qeca €s una coleccion

de conjuntos abiertos de X tenemos

n
XC UAa =  Jag,...,0, € Atalque X C UAak-
acA k=1

Ademds, diremos que un subconjunto K C X es compacto si (K, .7 |g) es un espacio topoldgico
compacto.

}.
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ProPOsSICION 74 Supongamos que (X, Zx) e (Y, Zy) son dos espacios topolégicos Hausdorff y que
f X — Y es una funcién continua. Si (X, Zx) es compacto, entonces f(X) es un subconjunto compacto
de (Y, ).

TEOREMA — Tychonoff. Supongamos que {(X¢, 7% ) }aeca €8 una coleccién de espacios topoldgicos.

H X, ® Ty | es un espacio topoldgico compacto si cada (Xgq, Z) lo es
aEA oacA

DEfINICION Diremos que un espacio topolégico Hausdorff (X,.7) es secuencialmente compacto si

toda sucesion tiene una subsucesion convergente.

Observacion En general, la compacidad no es equivalente a la compacidad secuencial.

DEFINICION Diremos que un espacio topoldgico (X, .7) es metrizable si existe una métrica tal que
T = 9, donde . es la topologia inducida por la métrica.

PrOPOSICION 75 Supongamos que (X,.7) es un espacio topoldgico metrizable. Luego, (X,.7) es
compacto si y sélo si es secuencialmente compacto.

Espacios vectoriales topolégicos

DEFINICION Supongamos que .7 es una topologia sobre E (un espacio vectorial real). Diremos que el
par (E, 7) es un espacio vectorial topologico (abreviado e.v.t. en adelante) si las siguientes funciones
son continuas:

» fam: (EXE,7Q®7)— (E,7) dada por fyum(x,y) = x+y, paratodo x,y € E;

 foue: (RXE, 7®.7) — (E,.7) dada por fimui(A,x) = Ax, paratodo A € Ry x € E.
Aqui 7 QT y Ir@ 7 denotan las topologias producto sobre E x E y R x E, respectivamente.

Todo e.vn. (E, |- ||g) es un e.v.t.

PROPOSICION 76 Supongamos que (E,.7) es un e.v.t.
» Para todo x € E tenemos que .4 (x) = x+.47(0).
= Si E es de dimension finita, entonces existe una dnica topologia tal que (E,.7) es un e.v.t.
Hausdorff.

ProrosicION 77 Supongamos (E, %%) y (F, &) son dos e.v.t. y que L: E — F es un operador lineal.
Luego, L es continuo si y sélo si L es continuo en x = 0.

DEeFINICION Diremos que un conjunto S es
= finito si existe N € N y una funcién biyectiva ¢ : {1,2,...,N} — S.
= (infinito) numerable si existe una funcién biyectiva ¢ : N — S.
En tal caso, S = {x; }xen, donde x; = @(k) para todo k € N.

PROPOSICION 78
= SiS;y S, son conjuntos numerables, entonces S; US, y S; X S son conjuntos numerables.
» Si {Sk}ren es una sucesién de conjuntos numerables, entonces U Sy es un conjunto numerable.
keN

DEFINICION Diremos que un e.v.n. (E, || - ||g) es separable si existe un subconjunto numerable y denso
en E. En otras palabras, existe {x }reny C E que satisface:

Vx € E, Ve >0, 3k € N tal que ||x —x||g < €.

(R™|| - ||rn) es separable; basta tomar Q" como conjunto denso numerable



C.1

C.1.1

Ahora presentaremos un resumen de resultados y definiciones bésicas de teoria de la medida. Para
mayor detalles sobre las demostraciones de los resultados que enunciaremos en esta parte se recomienda
revisar el libro de J. San Martin [SanBook2017] y asi como el libro de G. Folland [FolBook1999].

Espacios de Medida

DEFINICION Supongamos que Q es un conjunto no vacio. Una o-dlgebra sobre Q es una coleccién
o/ C Z(Q) de subconjuntos de Q que satisface:

" Qe

» A\B€ o/ paracadaA,B € 7,

] UAk € o si para cada k € N tenemos Ay € o7

keN
En tal caso, el par (Q, <) lo llamaremos espacio medible y los elementos de .7 conjuntos medibles.

Observacion Si (Q,.¢) es un espacio medible, entonces 0 € &7 y ﬂ Ay € o siparacadak € N

keN
tenemos Ay € 7.

Borelianos y o-dlgebra producto

DEFINICION  Supongamos que Q es un conjunto no vacio y .7 C Z?(Q) es una coleccién de subcon-
juntos de Q. Definimos la o-dlgebra engendrada por .7 como la o-dlgebra mas pequefia que contiene

aJ:

0(7):= () {# | es una c-dlgebra sobre Q} .
T A

Notacién
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s SiQCR"y 7 es latopologia traza sobre Q, es decir, 7 = {ANQ | A es un abierto de R"},
entonces 0(.7) se llama la o-dlgebra de Borel de Q y la denotaremos Z(Q).
Los conjuntos que pertenecen a #(Q) se llaman usualmente Borelianos o Borel medibles.
En el caso que Q = R, escribiremos simplemente 2 en vez de #(Q).

» Si (Q, )y (Q2,9) son dos espacios medibles, denotaremos por <7} ® <% a la o-dlgebra
sobre Q; x Q; engendrada por «7] X @%. A ésta la llamaremos la ¢-dlgebra producto.

» Si (Q,%) = (Q,9) = (R, %), definiremos B> = % @ %, la cual serd una c-dlgebra sobre
R2. De forma inductiva, definimos también %" = %"~ ® %, 1a cual de forma similar serd una
o-dlgebra sobre R” (n > 2).

Observacion %" coincide con 6(Zgn), donde Fn es la topologia usual de R”.

C.1.2 Medidas
DEFINICION Una medida sobre un espacio medible (Q,.27) es una funcién u : o/ — [0, +o0] que

satisface:
= 1(0) =0;
" U U Ac | =) 1 (Ay) para toda coleccién {Ag }ren de conjuntos medibles y disjuntos.

keN k=0
En tal caso, ala tupla (Q,.<7, i) la llamaremos espacio de medida.
TEOREMA — Hahn. Supongamos que F : R — R es una funcién creciente y continua por la derecha.
Luego, existe una tnica medida ug: % — [0, 00| sobre (R, %) que verifica

ur((a,b)) = F(b) —F(a), Va € RU{—}, b € RU{+e}, a<b.

Notacion
» La medida pr la llamamos la medida de Lebesgue-Stieltjes asociada a F.
» En el caso F(x) =x, a ur la llamamos la medida de Lebesgue y la denotaremos m.
La medida de Lebesgue corresponde a la nocién usual de largo de un intervalo real.

C.1.3 Conjuntos Lebesgue medibles

DEFINICION Sea (Q,.o7, 1) un espacio de medida.
= Diremos que un conjuntos N C Q es despreciable si existe A € o7 talque N CAy u(A) =0.
» Una o-dlgebra <7 es completa si contiene a todos los conjuntos despreciable de (Q, .7, ).
= Un espacio de medida (Q,.<7, 1) es una completacién de (,.o7, 1) si &/ es completa para
(Q,.o/ ), o C o Y|y = 1.

PROPOSICION 79 Sea (Q,.o7, 1) un espacio de medida. Denotemos por .4 la coleccién de conjuntos
despreciables respecto a (Q,.e7, 1) y definamos

o ={AUN|Ac o, Nec N}
Luego, </ es una o-dlgebra y existe una tinica medida [ tal que (,.<7,[T) es una completacién de
(Q, o, ).

Notacion
= Enel caso que Q = R, escribiremos (R,.#,m) para denotar a la completacién de (R, %, m).
A Z lallamaremos la o-dlgebra de Lebesgue y a los conjuntos de .Z Lebesgue-medibles.
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Medida producto

DEeFINICION Una medida sobre un espacio medible (Q,.¢7) se dird o-finita si existe una coleccion
numerable de conjuntos medibles {Ay }ren tal que pt (Ax) € R paratodok e Ny Q = U Ay.

keN
En tal caso, diremos que tupla (Q,.o7, it) es un espacio de medida c-finita.

» Toda medida de Lebesgue-Stieltjes uy sobre (R, %) es o-finita.
» La completacion de un espacio de medida o-finita también lo es. En particular, (R,.Z,m)
también es un espacio de medida o-finita.

TEOREMA Supongamos que (Qi,.97, 1) y (Qa,.9%, 1y) son dos espacios de medida o-finita. Luego,
existe una tnica medida o-finita [ ® Uy : &) ® oh — [0, +o0] sobre (Q; X Qy,.27 ® %) que verifica
U1 @ H2(Ar X Az) = p(Ar) U2(Az), VA € o, A € 9.

Notacion
» Si (Q, 9, 1) = (Qa, 9, 1) = (R, %,m), denotaremos por m? a la medida producto m @ m
sobre #”. Inductivamente, denotaremos también por m” = m"~! ® m a la medida producto sobre
PB" (n>2).
s (R",.£", m") denotara la completacién de (R", 2", m"). A £" la llamaremos la c-dlgebra de
Lebesgue en R".

Integral de Lebesgue
Funciones medibles

Supongamos que (,.¢7) es un espacio medible.
DEFINICION Diremos que una funcién f : Q — R es medible si f~!(B) € .« para todo B € .
PROPOSICION 80
1. f:Q — R es medible siy sélo si
{xeQ| f(x)<a} e, Va € R.

2. Si {fi }xew es una sucesién de funciones medibles, entonces también seran funciones medibles:
sup fx, inf fx, limsupfi y Iliminff;.
keN keN koo koo

Ademads, si fr — f puntualmente (i.e. fi(x) — f(x) para todo x € Q), entonces f es también
medible.

Notacion En el caso Q C R”:
» Sio/ = A(Q) diremos que la funcion es Boreliana.
» Si o/ = Z(Q) diremos que la funcién es Lebesgue medible.

Funciones simples
Notacion Dado un conjunto A C Q, denotaremos por 1,4 : Q — R a la funcion caracteristica del

conjunto A:
1 sixeA,
ILA(X) = X
0 six¢A.
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DEFINICION  Supongamos que (Q,.27) es un espacio medible. Diremos que una funcién f: Q — R es
simple si existen ay,...,a, € Ry Ay,...,A, € < disjuntos tales que

fx)= i arla, (x), Vx € Q.
=1

Observacion Toda funcién simple es una funcién medible, pues f~!(B) = 0 o bien

f*I(B) = U{Ak | tal que a; € B}.

ProPOsSICION 81 Supongamos que (Q,.27) es un espacio medible y que f : Q — R es una funcién
medible. Luego existe una sucesion de funciones simples { fi }reny que converge puntualmente a f.

Ademds, si f > 0 podemos asumir que f; > 0y que f; ' f puntualmente (i.e. fi(x)  f(x) para
todo x € Q).

Funciones integrables

DEfINICION — Integral. Supongamos que (Q, .7, i) un espacio de medida y que f : Q — R es una

funcién medible.
n

1. Si f es una funcién simple con f = Z ail,,, entonces la integral de f serd la cantidad
k=1

/ fdp = Z arht(Ay) € [0,+oo].
Q k=1

2. Si f > 0, entonces tomando una sucesién de funciones simples positivas {fi }ren tales que
fx ' f puntualmente, la integral de f serd la cantidad

/ fdu = lim / fedu.
Q k—4o0 JQ

En cualquier de estos casos diremos que f es integrable si / fdu e R.
Q

Observacion En el segundo caso, la definicion es independiente de la sucesion de funciones simples
{fi}ren tomada.

Teoremas de convergencia

Supongamos que (£,.27, 1) es un espacio de medida. Ahora revisaremos dos resultados fundamen-
tales que permiten intercambiar limites con integrales.

TEOREMA — Convergencia monétona. Supongamos que {fi }ren s una sucesién de funciones
medibles positivas tales que f; * f puntualmente. Entonces,

| fiaw | ran.

LEMmA — Fatou. Supongamos que { fi }ren es una sucesion de funciones medibles positivas. Entonces,

/lfminffkdu < h’minf/ frdu.
Q k—rtoo k—+oo JQ
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Funciones integrables (definicion general)

DEefINICION — Integral. Supongamos que (Q, .7, 1) es un espacio de medida. Diremos que una
funcién medible f : Q@ — R es integrable si f y f_ son integrables. En tal caso, la integral de f serd

la cantidad
/ fdu = / Frdp — / fdp.
Q Q Q

Aqui fy = max{f,0} y f- = —min{f,0}. Notemos que ambas son funciones medibles positivas y
cumplen f = f. — f—.
Notacion

= Denotaremos por ,,5,”‘} (Q) al conjunto de funciones f : Q — R que sean integrables en (Q,.o7, ).
n Si(Q, o, u)=(R,AB,m)o (Q,o,u) =(R,Z,m), escribiremos la integral como

/Rf(x)dx::/Rfdm.

PROPOSICION 82 .,%l} () es un espacio vectorial. Ademds dados f,g € fl} (Q) tales que f < g se

cumple que
d </ du.
/Qf p< | gdu

Observacion DadoA € /'y f € Z,(Q), tenemos f- 15 € £, (Q), y definimos

/Afdu = /Rf-]lAdli y /abf(x)dx:: /(aab)fdm.

Teoremas de integracion

Ahora revisaremos dos resultados de gran importancia respecto a funciones integrables. Para
comprender el primer teorema necesitamos la nocién de convergencia en casi todo punto (c.t.p.).

DEFINICION  Supongamos que (Q, .7, 1t) es un espacio de medida. Diremos que una sucesion de
funciones medibles { f; }ren converge c.t.p. a una funcién medible f : Q — R si el conjunto

[reamnt it <timswp st o {re @ tim il #10}

k—>+o0

es un conjunto despreciable. En tal caso esto lo denotaremos por f; — f c.t.p..

Notacion Si f: Q —> Ry g:Q — R son dos funciones medibles, escribiremos f < g c.t.p. si
{xe Q| f(x) > g(x)} es un conjunto despreciable.

TEOREMA — Convergencia dominada de Lebesgue. Supongamos que (Q, .47, it) es un espacio de
medida. Supongamos que f : Q — R es una funcién medible y que existe { fi }reny C .,2”‘} (Q) tal que
fi — f etp.. Siexiste g € £, (Q) tal que |fi| < g c.t.p. para todo k € N, entonces f € £, (Q) con

tim [ 1f=fildu=0 y lim [ fdu= [ fdu.
Q k—+o JO Q

k—>—+o0

El segundo teorema que revisaremos, permite en particular justificar el cambio de orden en el
calculo integrales iteradas.



C3
C3.1

242 Capitulo C. Teoria de la medida

TEOREMA — Fubini. Supongamos que (Q1,.97, 1)y (2, 9%, L) son dos espacios de medida o-finita.
Sife .i”ﬁl ® ,Uz(Ql x ), entonces existen conjunto despreciables N; C Q; y N, C Q; tales que

» foi=f(x,0) € ,,2”,}2(92) paratodox € Q1 \ Ny f7:= f(-,y) € fl}l (Q1) paratodoy € Qs \ Na;
" gc "%Jl (Qi)yhe fﬁz (Q,), donde

g(x) == L\, (%) /Q fdiy y  h(y) = Tg,w, () /Q fldu, Vx e Qy, y €.
2 1

Ademads tenemos que

[ v [ ([ )i [ ([ o) a

Notacion Enel caso (Q,.97, 1) = (Q, 9, 1) = (R, %4, m), la integral doble la escribiremos como

[ramam= [ s axay= [ ([ roas)av= [ ([ sy ax.

Lo mismo serd vdlido para el caso (Q,.97, 1) = (o, %, ) = (R,.Z,m)

Espacios L’

Definiciones basicas

DEFINICION Supongamos que (Q,.¢7, i) es un espacio de medida. Dado p € [1,4o0), denotaremos
por Z; () al conjunto de funciones f : Q — R medibles tales que |f|” € £, (Q), es decir,

feL Q) f:Q—HResmedibley/|f]pa’u€R.
Q

1
Ademds, para f € £ (Q) escribiremos || f1|z» := (/ \f]pd,u> "
Q

También denotaremos por £;°(Q2) al conjunto de funciones f : Q — R medibles tales que || ||z~ €
R, donde

| flle= = gg{a |Ifl <actp.}.
Observacion SiQ =N, o = Z(N)y u: Z(N) = [0,+c0] es la medida de conteo:

card(A) siA es finito,
1(A) == { “

+o0 si no,

tenemos que £} (N) = ¢P(R) para p € [1,+o0]. En este caso, toda funcién f : N — R es medible y se
puede asociar a una sucesion {x; }reny € R, donde f(k) = xy, para todo k € N. En tal caso tenemos que

~+oo
flPdu="Y |x|? e inf{al||f| <ac.tp.}=sup|xg.
JIran= Yt e infallf sup
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Espacios L?

Notacion Dadas f: Q — Ry g: Q — R, escribiremos f = g c.t.p. si {x € Q| f(x) # g(x)} es
despreciable.

Observacion
= Si f,g € 27 (Q) son iguales c.t.p., entonces || f||» = ||g||zr-
= Laigualdad c.t.p. induce una relacion de equivalencia: f~g <= f=gc.tp.
= Si [f] corresponde a la clase de equivalencia de f € £/ (Q), entonces podemos definir una
norma en este espacio via la férmula ||[f]||,, := || f|zr-

DEFINICION Supongamos que (,.27, 1) es un espacio de medida. Dado p € [1, 0], denotaremos
por Ly, (Q) al conjunto cociente .£}) (Q) / ~. En otras palabras,

={lf1lfeZQ)}.
donde[f]:{g:Q—>Rmedible\f:gc.t.p.}

Observacion Abusando de la notacién, escribiremos f € LZ (Q), donde f es un representante de la
clase de equivalencia.

Algunas propiedades de los espacios P

TEOREMA Supongamos que (Q,.¢7, 1) un espacio de medida y p € [1,+oo]. Luego,(Ly (Q), || - ||z») es

un espacio de Banach y ademis, (Lfl(Q), Il -1|z2) es un espacio de Hilbert con el producto interno

)= [ frgdn,  VigeLi(@).

TEOREMA — Desigualdad de Hdlder. Supongamos que (Q, .7, 1) un espacio de medida y p,q €
[1,+4-o0] son tales que %4— é = 1. Luego, si f € Ly (Q) y g € L{, (L), entonces f-g € L}L (Q) y ademds

1F - 8l < [1fllzr llgllze

COROLARIO 23 Supongamos que (Q, .7, 1) un espacio de mediday p,q € R son tales que 1 < p <
q < +o0. Si u(Q) € R, entonces Lj;(Q) C L (Q) C L(Q) C L, (Q) y tenemos que

fllr < (@7 4| fllea, VS € LL(Q).

Medidas de Radon

TEOREMA — Representacion de Riesz-Radon. Supongamos que X C R” es un subconjunto compacto
y no vacio, y que £ € ZC (¢ (X),R) es un funcional lineal continuo y positivo, es decir,

l(g)>0  Vge?(X)tal que g > 0.

Luego existe una tdnica medida Boreliana finita v : 2(X) — R tal que

:/gdv, Vg € 7(X).
X

PROPOSICION 83 Supongamos que X C R” es un subconjunto compacto y no vacio. Para todo ¢ €
ZC (¢ (X),R), existen (1,0, € £C (¢ (X),R) funcionales lineales continuos y positivos, tales que
=10 —1,.

En particular, existen dos medidas Borelianas finitas v; : Z(X) — Ry v, : Z(X) — R tales que

E(g):/gdvl—/gdvz, Vg € T(X).
X X
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Teorema de Radon-Nikodym

DEFINICION  Supongamos que f: : .o/ — [0,4o] y V: : & — [0,40c0] son dos medidas sobre un
espacio medible (Q,.27). Diremos que v es absolutamente continua con respecto a U, denotado
Vv < U, si se cumple

VAe o, uA)=0 = v(A)=0.

TEOREMA — Radon-Nikodym. Supongamos que (Q2,.27) es un espacio medible y que ademas
U: o/ —[0,+0)yv: 1./ — [0,400) son dos medidas finitas. Si v < U, entonces existe una funcién
g€ LL (Q) (dnicamente determinada) que satisface

v(A):/gdu, VAe .
A

Observacion El Teorema de Radon-Nikodym también es vélido si pt: : &/ — [0,4o0] y v: 1 & —
[0, 40| son dos medidas o-finitas, en tal caso g : Q — R es s6lo médible (no necesariamente integrable).
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