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Prefacio

Lorem ipsum dolor sit amet, consectetuer adipiscing elit. Ut purus elit, vestibulum ut, placerat ac,
adipiscing vitae, felis. Curabitur dictum gravida mauris. Nam arcu libero, nonummy eget, consectetuer
id, vulputate a, magna. Donec vehicula augue eu neque. Pellentesque habitant morbi tristique senectus
et netus et malesuada fames ac turpis egestas. Mauris ut leo. Cras viverra metus rhoncus sem. Nulla
et lectus vestibulum urna fringilla ultrices. Phasellus eu tellus sit amet tortor gravida placerat. Integer
sapien est, iaculis in, pretium quis, viverra ac, nunc. Praesent eget sem vel leo ultrices bibendum.
Aenean faucibus. Morbi dolor nulla, malesuada eu, pulvinar at, mollis ac, nulla. Curabitur auctor
semper nulla. Donec varius orci eget risus. Duis nibh mi, congue eu, accumsan eleifend, sagittis quis,
diam. Duis eget orci sit amet orci dignissim rutrum.

Nam dui ligula, fringilla a, euismod sodales, sollicitudin vel, wisi. Morbi auctor lorem non justo.
Nam lacus libero, pretium at, lobortis vitae, ultricies et, tellus. Donec aliquet, tortor sed accumsan
bibendum, erat ligula aliquet magna, vitae ornare odio metus a mi. Morbi ac orci et nisl hendrerit mollis.
Suspendisse ut massa. Cras nec ante. Pellentesque a nulla. Cum sociis natoque penatibus et magnis
dis parturient montes, nascetur ridiculus mus. Aliquam tincidunt urna. Nulla ullamcorper vestibulum
turpis. Pellentesque cursus luctus mauris.

Nulla malesuada porttitor diam. Donec felis erat, congue non, volutpat at, tincidunt tristique, libero.
Vivamus viverra fermentum felis. Donec nonummy pellentesque ante. Phasellus adipiscing semper
elit. Proin fermentum massa ac quam. Sed diam turpis, molestie vitae, placerat a, molestie nec, leo.
Maecenas lacinia. Nam ipsum ligula, eleifend at, accumsan nec, suscipit a, ipsum. Morbi blandit ligula
feugiat magna. Nunc eleifend consequat lorem. Sed lacinia nulla vitae enim. Pellentesque tincidunt
purus vel magna. Integer non enim. Praesent euismod nunc eu purus. Donec bibendum quam in tellus.
Nullam cursus pulvinar lectus. Donec et mi. Nam vulputate metus eu enim. Vestibulum pellentesque
felis eu massa.

Quisque ullamcorper placerat ipsum. Cras nibh. Morbi vel justo vitae lacus tincidunt ultrices. Lorem
ipsum dolor sit amet, consectetuer adipiscing elit. In hac habitasse platea dictumst. Integer tempus



convallis augue. Etiam facilisis. Nunc elementum fermentum wisi. Aenean placerat. Ut imperdiet, enim
sed gravida sollicitudin, felis odio placerat quam, ac pulvinar elit purus eget enim. Nunc vitae tortor.
Proin tempus nibh sit amet nisl. Vivamus quis tortor vitae risus porta vehicula.

Fusce mauris. Vestibulum luctus nibh at lectus. Sed bibendum, nulla a faucibus semper, leo velit
ultricies tellus, ac venenatis arcu wisi vel nisl. Vestibulum diam. Aliquam pellentesque, augue quis
sagittis posuere, turpis lacus congue quam, in hendrerit risus eros eget felis. Maecenas eget erat in
sapien mattis porttitor. Vestibulum porttitor. Nulla facilisi. Sed a turpis eu lacus commodo facilisis.
Morbi fringilla, wisi in dignissim interdum, justo lectus sagittis dui, et vehicula libero dui cursus dui.
Mauris tempor ligula sed lacus. Duis cursus enim ut augue. Cras ac magna. Cras nulla. Nulla egestas.
Curabitur a leo. Quisque egestas wisi eget nunc. Nam feugiat lacus vel est. Curabitur consectetuer.

Suspendisse vel felis. Ut lorem lorem, interdum eu, tincidunt sit amet, laoreet vitae, arcu. Aenean
faucibus pede eu ante. Praesent enim elit, rutrum at, molestie non, nonummy vel, nisl. Ut lectus eros,
malesuada sit amet, fermentum eu, sodales cursus, magna. Donec eu purus. Quisque vehicula, urna sed
ultricies auctor, pede lorem egestas dui, et convallis elit erat sed nulla. Donec luctus. Curabitur et nunc.
Aliquam dolor odio, commodo pretium, ultricies non, pharetra in, velit. Integer arcu est, nonummy in,
fermentum faucibus, egestas vel, odio.

Sed commodo posuere pede. Mauris ut est. Ut quis purus. Sed ac odio. Sed vehicula hendrerit
sem. Duis non odio. Morbi ut dui. Sed accumsan risus eget odio. In hac habitasse platea dictumst.
Pellentesque non elit. Fusce sed justo eu urna porta tincidunt. Mauris felis odio, sollicitudin sed,
volutpat a, ornare ac, erat. Morbi quis dolor. Donec pellentesque, erat ac sagittis semper, nunc dui
lobortis purus, quis congue purus metus ultricies tellus. Proin et quam. Class aptent taciti sociosqu
ad litora torquent per conubia nostra, per inceptos hymenaeos. Praesent sapien turpis, fermentum vel,
eleifend faucibus, vehicula eu, lacus.

Julio Deride - Cristopher Hermosilla
Noviembre 2021, Valparaíso - Chile
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1. Espacio dual topológico

Comenzaremos estas notas introduciendo la noción de espacio dual topológico de un e.v.n. y
mostrando algunas de sus propiedades básicas, así como algunos ejemplos concretos.

1.1 El dual topológico

Dados dos e.v.n. (E,‖ · ‖E) y (F,‖ · ‖F), recordemos que LC(E,F) denota la colección de todos
los operadores lineales continuos L : E→ F. Este conjunto también tiene la estructura de e.v.n. con la
norma

‖L‖LC := sup
‖x‖E≤1

‖L(x)‖F, ∀ L ∈LC(E,F).

DEFINICIÓN Supongamos que (E,‖ · ‖E) es un e.v.n.. Al conjunto LC(E,R) lo llamaremos el dual
topológico de E y a ‖ · ‖LC la norma dual. En tal caso, usaremos la notación

(E,‖ · ‖E)
∗ := LC(E,R) y ‖`‖E∗ := sup

‖x‖E≤1
|`(x)|, ∀ ` ∈ (E,‖ · ‖E)

∗.

A veces también escribiremos E∗ en vez de (E,‖ · ‖E)
∗ si no hay confusión.

Observación Supongamos que ‖ · ‖1 y ‖ · ‖2 son dos normas equivalentes en E. Luego:
los duales topológicos de E coinciden, es decir, (E,‖ · ‖1)

∗ = (E,‖ · ‖2)
∗.

las normas duales ‖ · ‖E∗1 y ‖ · ‖E∗2 son equivalentes (no necesariamente iguales).

Notación Escribiremos (E,‖ · ‖E)
∗ ∼= (F,‖ · ‖F) para denotar que (E∗,‖ · ‖E∗) y (F,‖ · ‖F) son isomé-

tricamente isomorfos, es decir, existe T ∈LC(E∗,F) biyectiva tal que

‖T (`)‖F = ‖`‖E∗ , ∀` ∈ E∗.
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1.1.1 Caso dimensión finita
PROPOSICIÓN 1 Dados p,q ∈ (1,+∞) tales que 1

p +
1
q = 1, tenemos (Rn,‖ · ‖p)

∗ ∼= (Rn,‖ · ‖q).

Demostración Denotemos por E∗ = (Rn,‖ · ‖p)
∗ y {e1, . . . ,en} la base canónica de Rn. Dado ` ∈ E∗

tenemos

`(x) = `

(
n

∑
k=1

xkek

)
=

n

∑
k=1

xk`(ek), ∀ x ∈ Rn. (1.1)

Consideremos el operador T : E∗→ Rn dado por T (`) = (`(e1), . . . , `(en)).
Este operador es:

inyectivo: Si T (`) = 0, entonces por (1.1) tenemos que `(x) = 0 para todo x ∈ Rn, y por lo tanto
`= 0.
sobreyectivo: dado a ∈ Rn, definiendo

`a(x) =
n

∑
k=1

xkak, ∀x ∈ Rn

tenemos `a(ek) = ak, y luego, T (`a) = a.
lineal por construcción. Además, como T es biyectiva necesariamente dim(E∗) = n y por lo
tanto T es continuo.
isométrico: Por Hölder, tenemos que

|`(x)| ≤ ‖x‖p‖T (`)‖q, ∀x ∈ Rn,

lo que implica que ‖`‖E∗ ≤ ‖T (`)‖q. Por otro lado, si ` 6= 0, reemplazando

x̄k =
sign(`(ek))|`(ek)|q−1

‖T (`)‖q−1
q

en (1.1), con la convención que sign(0) = 0, en obtenemos `(x̄) = ‖T (`)‖q.
Dado que

|x̄k|p =
|`(ek)|pq−p

‖T (`)‖pq−p
q

=
|`(ek)|q

‖T (`)‖q
q
,

tenemos que ‖x̄‖p = 1, luego ‖T (`)‖q = `(x̄)≤ ‖`‖E∗ .
�

Las siguientes son algunas propiedades generales del dual topológico de un e.v.n.

PROPOSICIÓN 2 Supongamos que (E,‖ · ‖E) es un e.v.n.
1. (E∗,‖ · ‖E∗) siempre es un espacio de Banach.
2. Si (E,‖ · ‖E) espacio de Banach y B⊆ E∗ es un conjunto tal que para todo x ∈ E tenemos que
{`(x) | ` ∈ B} es acotado, entonces necesariamente B es acotado.

Demostración
1. Dado que (R, | · |) es un espacio de Banach, tenemos que (LC(E,R),‖ · ‖LC) también lo es.
2. Dado que {`(x) | ` ∈ B} es acotado, por cada x ∈ E fijo tenemos que existe cx > 0 tal que

sup
`∈B
|`(x)| ≤ cx.
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Aplicamos Teorema de Banach-Steinhaus a {`}`∈B, luego existe c > 0 tal que

sup
`∈B
‖`‖E∗ ≤ c

y por lo tanto B es acotado en E∗.
�

1.1.2 Espacio bi-dual
Dado que (E∗,‖ · ‖E∗) es un e.v.n., tiene sentido estudiar su dual topológico.

DEFINICIÓN Supongamos que (E,‖ · ‖E) es un e.v.n.
A LC(E∗,R) lo llamaremos el bi-dual topológico de E y usaremos la notación

(E,‖ · ‖E)
∗∗ := LC(E∗,R).

También escribiremos E∗∗ en vez de (E,‖ · ‖E)
∗∗ si no hay confusión.

La norma bi-dual será
‖ϕ‖E∗∗ := sup

‖`‖E∗≤1
|ϕ(`)|, ∀ ϕ ∈ E∗∗.

Dado x ∈ E, definimos el funcional de evaluación Jx : E∗→ R via la fórmula:

Jx(`) := `(x), ∀ ` ∈ E∗.

Observación Notemos que para todo x ∈ E tenemos que Jx ∈ E∗∗, pues Jx : E∗→ R es
lineal: dados `1, `2 ∈ E∗ y λ ∈ R tenemos que

Jx(`1 +λ`2) = (`1 +λ`2)(x) = `1(x)+λ`2(x) = Jx(`1)+λJ(`2).

continua: dado ` ∈ E∗, tenemos |Jx(`)|= |`(x)| ≤ ‖x‖E‖`‖E∗ .

DEFINICIÓN Definimos la inyección canónica en E como el mapeo J : E→ E∗∗ dado por

J(x) := Jx, ∀x ∈ E,

donde Jx es el funcional de evaluación asociado a x.

Observación
Sabemos que Jx ∈ E∗∗, luego J : E→ E∗∗ es una función lineal pues además

J(x+λy)(`) = Jx+λy(`) = `(x+λy) = `(x)+λ`(y) = J(x)(`)+λJ(y)(`),

cualquiera sean x,y ∈ E, λ ∈ R y ` ∈ E∗.
J es inyectivo puesto que Jx 6= Jy implica que x 6= y. Luego el nombre inyección está bien
justificado.
Para todo x ∈ E tenemos ‖Jx‖E∗∗ = sup

‖`‖E∗≤1
|Jx(`)|= sup

‖`‖E∗≤1
|`(x)| ≤ ‖x‖E.

De hecho, ‖Jx‖E∗∗ = ‖x‖E para todo x ∈ E. Esto será una consecuencia del Teorema de Hahn-
Banach Analítico; ver Corolario 4 más precisamente.
(E,‖ · ‖E) es isométricamente isomorfo al s.e.v. J(E)⊆ E∗∗ dotado de la norma bi-dual.1

1(E,‖ · ‖E) y (F,‖ · ‖F) son isométricamente isomorfos si existe T ∈ LC(E,F) biyectiva tal que ‖T (x)‖F = ‖x‖E,
∀x ∈ E.
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La observación anterior permite pensar a E como un subconjunto de E∗∗. Más aún, en el caso que
(E,‖ · ‖E) sea un espacio de Banach, E lo podemos interpretar como un s.e.v. cerrado de E∗∗.

PROPOSICIÓN 3 Supongamos que (E,‖ · ‖E) es un espacio de Banach, entonces J(E) es un s.e.v.
cerrado de E∗∗:

Demostración Supongamos la sucesión {Jxk}k∈N converge a ϕ̄ en E∗∗, en particular es de Cauchy.
Dado que

‖xk− x j‖E = ‖Jxk − Jx j‖E∗∗ , ∀k, j ∈ N,

la sucesión {xk}k∈N es de Cauchy en (E,‖ · ‖E), y como (E,‖ · ‖E) es completo, {xk}k∈N converge.
Finalmente, para todo ` ∈ E∗ tenemos

ϕ̄(`) = lı́m
k→+∞

Jxk(`) = lı́m
k→+∞

`(xk) = `(x̄) = Jx̄(`),

es decir, ϕ̄ = Jx̄ ∈ J(E).

1.2 Ejemplos de espacios duales

Ahora revisaremos algunos ejemplos concretos donde podemos dar una estructura precisa para el
espacio dual, identificándolo con algún otro espacio conocido.

1.2.1 Espacios de Hilbert

PROPOSICIÓN 4 Si (E,‖ · ‖E) es un espacio de Hilbert, entonces (E,‖ · ‖E)
∗ ∼= (E,‖ · ‖E).

Demostración Definamos T : E∗→ E via la fórmula: T (`) = ϕ` ∈ E, donde ϕ` ∈ E está dado por el
Teorema de representación de Riesz, es decir, satisface

‖ϕ`‖E = ‖`‖E∗ y `(x) = 〈x,ϕ`〉, ∀x ∈ E.

Notemos que T : E∗→ E es:
una función: ϕ` está únicamente determinado para cada ` ∈ E∗.
inyectiva: si T (`) = 0 entonces `(x) = 〈x,0〉= 0 para todo x ∈ E, es decir `= 0.
sobreyectiva: gracias a Cauchy-Schwarz, cada ϕ ∈ E define un elemento en E∗: x 7→ 〈x,ϕ〉.
lineal: dados `1, `2 ∈ E∗ y λ ∈ R tenemos que para todo x ∈ E

〈x,T (`1 +λ`2)−T (`1)−λT (`2)〉= 〈x,T (`1 +λ`2)〉−〈x,T (`1)〉−λ 〈x,T (`2)〉
= (`1 +λ`2)(x)− `1(x)−λ`2(x) = 0.

Evaluando en x = T (`1 +λ`2)−T (`1)−λT (`2), obtenemos

‖T (`1 +λ`2)−T (`1)−λT (`2)‖2
E = 0.

una isometría (continua): como ‖ϕ`‖E = ‖`‖E∗ y T (`) = ϕ`, tenemos ‖T (`)‖E = ‖`‖E∗ .
�
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1.2.2 Producto dualidad
Notación El producto dualidad entre E∗ y E corresponde al operador bilineal B : E∗×E→ R
definido por la fórmula:

B(`,x) := `(x), ∀ ` ∈ E∗, ∀ x ∈ E.

En general usaremos la notación 〈`,x〉E∗,E :=B(`,x) para enfatizar la dependencia del producto dualidad
con los espacios respectivos y el hecho que ` es continuo.

Notemos que el producto dualidad entre E∗ y E es continuo si dotamos a E∗ de la norma dual pues

|〈`,x〉E∗,E|= |`(x)| ≤ ‖`‖E∗‖x‖E, ∀ ` ∈ E∗, ∀ x ∈ E.

Observación El producto dualidad generaliza de cierta forma la noción de producto interno de
espacios de Hilbert:

Si (E,〈·, ·〉) es un espacio de Hilbert, entonces

〈`,x〉E∗,E = `(x) = 〈ϕ`,x〉, ∀x ∈ E, ` ∈ E∗.

1.2.3 Espacio L1

En el caso de espacio Lp para p ∈ [1,+∞), el espacio dual se puede identificar con Lq, donde q
es el exponente conjugado de p que satisface 1

p +
1
q = 1. La demostración de este hecho, al igual que

en el caso de espacio de Hilbert, recae fuertemente en un teorema de representación. En esta parte
del curso veremos el caso p = 1. En el siguiente capítulo demostraremos esta afirmación para el caso
p ∈ (1,+∞), usando una herramienta llamada reflevidad.

TEOREMA — Representación de Riesz caso p = 1. Supongamos que (Ω,A ,µ) es un espacio de
medida σ -finita. Luego, para todo ` ∈ (L1

µ(Ω),‖ · ‖L1)∗ existe un único u ∈ L∞
µ (Ω) tal que

〈`, f 〉L1
µ (Ω)∗,L1

µ (Ω) =
∫

Ω

u f dµ, ∀ f ∈ L1
µ(Ω). (1.2)

También se cumple que ‖u‖L∞ = ‖`‖L1
µ (Ω)∗

Demostración Sea {Ωk}k∈N ⊆A tal que 0 < µ(Ωk)<+∞ para todo k ∈ N con
⋃

k∈N Ωk = Ω.
Sin pérdida de generalidad asumimos que Ωk ⊆Ωk+1; basta redefinir

Ω
′
k =

k⋃
j=0

Ωk, ∀k ∈ N.

Veamos primero la unicidad de u. Supongamos que, dado ` ∈ (L1
µ(Ω),‖ · ‖L1)∗, existen u1,u2 ∈

L∞
µ (Ω) que verifican (1.2). En particular,∫

Ω

(u1−u2) f dµ = 0, ∀ f ∈ L1
µ(Ω). (1.3)

Para cada k ∈ N, definamos

fk =
u1−u2

|u1−u2|
1Ωk∩{u1 6=u2}, ∀k ∈ N.
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Dado que µ(Ωk)<+∞, entonces fk ∈ L1
µ(Ω). Luego, evaluando (1.3) en fk obtenemos∫

Ωk

|u1−u2|dµ = 0.

Como |u1− u2|1Ωk ↗ |u1− u2| c.t.p. , por el Teorema de Convergencia Monótona, deducimos que
‖u1−u2‖L1 = 0, y luego u1 = u2 c.t.p.

Para la existencia, vamos a construir un candidato a representante usando el Teorema de representa-
ción de Riesz en el espacio de Hilbert (L2

µ(Ω),‖ · ‖L2).
Definamos

θ =
1√

2µ(Ω0)
1Ω0 +

∞

∑
k=0

1√
2k+2µ(Ωk+1)

1Ωk+1\Ωk

Claramente θ es medible y por definición θ(x)> 0 c.t.p en Ω. Además, θ ∈ L2
µ(Ω), pues

‖θ‖2
L2 =

∫
Ω0

θ
2dµ +

∞

∑
k=0

∫
Ωk+1\Ωk

θ
2dµ =

1
2
+

∞

∑
k=0

µ(Ωk+1 \Ωk)

2k+2µ(Ωk+1)
≤ 1.

Por Hölder tenemos que θ f ∈ L1
µ(Ω) para todo f ∈ L2

µ(Ω), con ‖θ f‖L1 ≤ ‖θ‖L2‖ f‖L2 .
Fijemos ` ∈ (L1

µ(Ω),‖ · ‖L1)∗ y consideremos el funcional

f 7→ 〈`,θ f 〉L1
µ (Ω)∗,L1

µ (Ω)

definido en L2
µ(Ω). No es difícil ver que este funcional es lineal. Afirmamos también que es continuo

es L2
µ(Ω), pues dado f ∈ L2

µ(Ω) tenemos

|〈`,θ f 〉L1
µ (Ω)∗,L1

µ (Ω)| ≤ ‖`‖L1
µ (Ω)∗‖θ f‖L1 ≤ ‖`‖L1

µ (Ω)∗‖θ‖L2‖ f‖L2 ≤ ‖`‖L1
µ (Ω)∗‖ f‖L2 .

En particular, f 7→ 〈`,θ f 〉L1
µ (Ω)∗,L1

µ (Ω) pertenece a (L2
µ(Ω),‖ · ‖L2)∗.

Gracias al Teorema de representación de Riesz, existe un único v ∈ L2
µ(Ω), tal que

〈`,θ f 〉L1
µ (Ω)∗,L1

µ (Ω) =
∫

Ω

v f dµ, ∀ f ∈ L2
µ(Ω). (1.4)

Veamos que u = v
θ

verifica las propiedades buscadas.
Notemos que u ∈ L∞

µ (Ω) con ‖u‖L∞ ≤ ‖`‖L1
µ (Ω)∗ :

Sea c > 0 tal que c > ‖`‖L1
µ (Ω)∗ y definamos A = {x ∈Ω | |u(x)|> c}, veamos que µ(A) = 0.

Si es el caso, tendremos ‖u‖L∞ ≤ c, y en particular, u ∈ L∞
µ (Ω).

Tomemos
fk =

u
|u|θ

1A∩Ωk , ∀k ∈ N.

Dado que
1√

2µ(Ω0)
≤ θ ≤

k

∑
j=0

1√
2 j+1µ(Ω j)

en Ωk y µ(Ωk)<+∞, deducimos que fk ∈ L2
µ(Ω).

Notemos que∫
Ω

v fkdµ =
∫

A∩Ωk

uv
|u|θ

dµ =
∫

A∩Ωk

u2

|u|
dµ =

∫
A∩Ωk

|u|dµ ≥ cµ(A∩Ωk).
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Por otro lado,∣∣∣∣∫
Ω

v fkdµ

∣∣∣∣= ∣∣∣〈`,θ fk〉L1
µ (Ω)∗,L1

µ (Ω)

∣∣∣≤ ‖`‖L1
µ (Ω)∗‖θ fk‖L1 = ‖`‖L1

µ (Ω)∗ µ(A∩Ωk).

Esto implica que, cµ(A∩Ωk) ≤ ‖`‖L1
µ (Ω)∗ µ(A∩Ωk). Sin embargo, dado que c > ‖`‖L1

µ (Ω)∗ ,
obtenemos µ(A∩Ωk) = 0 para todo k ∈ N. Por el Teorema de Teorema de Convergencia
Monótona, concluimos que µ(A) = 0. Por lo tanto ‖u‖L∞ ≤ c, y en particular, u ∈ L∞

µ (Ω).
Finalmente, haciendo c↘‖`‖L1

µ (Ω)∗ , vemos que ‖u‖L∞ ≤ ‖`‖L1
µ (Ω)∗ .

Veamos finalmente que u = v
θ

verifica (1.2) y que además ‖`‖L1
µ (Ω)∗ ≤ ‖u‖L∞ :

Tomemos h ∈ L1
µ(Ω) fijo (pero arbitrario) y definamos

fk =
h
θ
1{|h|≤k}∩Ωk +

kh
θ |h|

1{|h|>k}∩Ωk , ∀k ∈ N.

Gracias al Teorema de representación de Riesz, tenemos

〈`,θ fk〉L1
µ (Ω)∗,L1

µ (Ω) =
∫

Ω

v fkdµ =
∫

Ω

uθ fkdµ =
∫
{|h|≤k}∩Ωk

uhdµ +
∫
{|h|>k}∩Ωk

u
kh
|h|

dµ.

Usando el Teorema de Convergencia Dominada vemos que∫
{|h|>k}∩Ωk

u
kh
|h|

dµ → 0 y
∫
{|h|≤k}∩Ωk

uhdµ →
∫

Ω

uhdµ.

Por otro lado, θ fk→ h c.t.p y además, θ fk→ h en L1
µ(Ω). Esto implica que

〈`,θ fk〉L1
µ (Ω)∗,L1

µ (Ω)→ 〈`,h〉L1
µ (Ω)∗,L1

µ (Ω),

de donde concluimos que

〈`,h〉L1
µ (Ω)∗,L1

µ (Ω) =
∫

Ω

uhdµ

Finalmente, por la Desigualdad de Hölder tenemos |〈`,h〉L1
µ (Ω)∗,L1

µ (Ω)| ≤ ‖uh‖L1 ≤ ‖u‖L∞‖h‖L1 ,
y por tanto ‖`‖L1

µ (Ω)∗ ≤ ‖u‖L∞ .
�

PROPOSICIÓN 5 Si (Ω,A ,µ) es un espacio de medida σ -finita, entonces

(L1
µ(Ω),‖ · ‖L1)∗ ∼= (L∞

µ (Ω),‖ · ‖L∞).

Demostración Denotemos por E∗ = (L1
µ(Ω),‖ · ‖L1)∗ y definamos T : E∗→ L∞

µ (Ω) via la fórmula:
T (`) = u, donde u ∈ L∞

µ (Ω) está dado por el Teorema de Representación de Riesz para L1
µ(Ω), es decir,

satisface

〈`, f 〉E∗,L1
µ (Ω) =

∫
Ω

u f dµ, ∀ f ∈ L1
µ(Ω) y ‖u‖L∞ = ‖`‖E∗

Notemos que T : E∗→ L∞
µ (Ω) es:

una función: u está únicamente determinado para cada ` ∈ E∗.
inyectiva: si T (`) = 0 entonces `( f ) = 〈`, f 〉E∗,L1

µ (Ω) = 0 para todo f ∈ L1
µ(Ω), es decir `= 0.
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sobreyectiva: gracias a la Desigualdad de Hölder, cada u ∈ L∞
µ (Ω) define un único elemento en

E∗:
f 7→

∫
Ω

u f dµ.

lineal: dados `1, `2 ∈ E∗ y λ ∈ R tenemos que para todo f ∈ L1
µ(Ω)

∫
Ω

[T (`1 +λ`2)−T (`1)−λT (`2)] f dµ = 〈`1 +λ`2, f 〉E∗,L1
µ (Ω)−〈`1, f 〉E∗,L1

µ (Ω)−λ 〈`2, f 〉E∗,L1
µ (Ω).

Esto implica que ∫
Ω

[T (`1 +λ`2)−T (`1)−λT (`2)] f dµ = 0.

Dado que µ es σ -finita, usando el Teorema de Convergencia Monótona obtenemos que

T (`1 +λ`2) = T (`1)+λT (`2) c.t.p.

una isometría (continua): como ‖u‖L∞ = ‖`‖E∗ y T (`) = u, tenemos ‖T (`)‖L∞ = ‖`‖E∗ .
�



2. Teorema de Hahn-Banach Analítico

Ahora presentaremos y demostraremos uno de los principios fundamentales de análisis funcional, el
llamado Teorema de extensión de Hahn-Banach. Veremos también algunas consecuencias relacionadas
con espacios duales.

2.1 Lema de Zorn

Recordemos que si P es un conjunto no vacío, entonces un orden parcial en P es una relación que
cumple

x� x, ∀ x ∈ P. (Reflexividad)
x� y ∧ y� x =⇒ x = y, ∀ x,y ∈ P. (Antisimetría)
x� y ∧ y� z =⇒ x� z, ∀ x,y,z ∈ P. (Transitividad)

En tal caso, diremos que (P,�) es un conjunto ordenado.

DEFINICIÓN Sea (P,�) un conjunto ordenado y Q⊆ P.
Diremos que Q es totalmente ordenado si x� y o bien y� x para todo x,y ∈ Q.
Diremos que c ∈ P es cota superior de Q si x� c para todo x ∈ Q.

Antes de enunciar y demostrar el teorema de Hahn-Banach analítico debemos recordar un resultado
fundamental de la teoría axiomática de Zermelo-Fraenkel.

LEMA — Zorn. Supongamos que (P,�) un conjunto ordenado y no vacío. Si todo subconjunto
totalmente ordenado de P tiene una cota superior, entonces P tiene un elemento maximal, es decir,
existe m ∈ P que verifica

∀ x ∈ P, m� x =⇒ m = x.

Observación
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En el lema, un elemento maximal m no es necesariamente una cota superior de P. Por ejemplo,
tomemos P = (−∞,0]×R y con el orden

(x0,y0)� (x1,y1) ⇐⇒ x0 ≤ x1 ∧ y0 = y1

Notemos que (0,y) es un elemento maximal de P, con y ∈ R cualquiera, pues

(0,y)� (x0,y0) ⇐⇒ 0≤ x0 ∧ y = y0 =⇒ x0 = 0 =⇒ (x0,y0) = (0,y).

Sin embargo, (0,y+1) no es comparable con (0,y). Por lo tanto (0,y) no es cota superior.
El Lema de Zorn es equivalente al Axioma de elección:

Dada una familia de conjuntos {Aα}α∈Λ tales que Aα 6= /0 para todo α ∈ Λ y Aα ∩Aβ = /0 si
α 6= β . Entonces, existe un conjunto B tal que Aα ∩B contiene un único elemento cualquiera sea

α ∈ Λ

Detalles sobre esta equivalencia pueden ser revisados en el libro de P. Halmos [HalBook1974].
El Axioma de elección, y por lo tanto el Lema de Zorn, tiene consecuencias contraintuitivas,
como por ejemplo la paradoja de de Banach-Tarski.

2.2 Teorema de Hahn-Banach Analítico
Recordemos que en general E denota a un e.v. real.

DEFINICIÓN Diremos que una función p : E→ R es sublineal si es:
1. p(λx) = λ p(x), ∀ x,y ∈ E, ∀ λ > 0. (Positivamente homogénea)
2. p(x+ y)≤ p(x)+ p(y), ∀ x,y ∈ E. (Subaditiva)

Observación
Las funciones sublineales son también llamadas funcionales de Minkowski.
Toda (semi)norma es una función sublineal.
Debido a la naturaleza del resultado, el Hahn-Banach Analítico también se conoce como el
Teorema de extensión Hahn-Banach.

TEOREMA — Hahn-Banach Analítico. Supongamos que p : E→ R es una función sublineal. Sean
E0 un s.e.v. de E y `0 : E0→ R una función lineal tales que

`0(x)≤ p(x), ∀ x ∈ E0.

Entonces, existe una función lineal ` : E→ R tal que `|E0 = `0 y que verifica

`(x)≤ p(x), ∀ x ∈ E.

Demostración Definamos el conjunto

P :=

(E′, `′)

∣∣∣∣∣∣
E′ es un s.e.v de E tal que E0 ⊆ E′,
`′ : E′→ R es lineal con `′|E0 = `0,

tales que `′(x)≤ p(x), ∀x ∈ E′

 .

y consideremos en P la siguiente relación en

(E′, `′)� (E′′, `′′) ⇐⇒ E′ ⊆ E′′ y `′′|E′ = `′.

No es difícil verificar que � es un orden parcial en P; es reflexiva, antisimétrica y transitiva.
Idea de la demostración:
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1. Justificar la existencia de un elemento (Ẽ, ˜̀) maximal de (P,�) (Lema de Zorn).
2. Probar que Ẽ = E: por definición (Ẽ, ˜̀) es una extensión de `0 : E0→ R que verifica ˜̀≤ p.
Verifiquemos ahora las hipótesis del Lema de Zorn:

Primero, notemos que P 6= /0, pues (E0, `0) ∈ P.
Veamos ahora que si Q⊆ P es totalmente ordenado, entonces existe (Ẽ, ˜̀) ∈ P cota superior de
Q:

(E′, `′)� (Ẽ, ˜̀), ∀(E′, `′) ∈ Q.

Sea Q⊆ P totalmente ordenado. Por simplicidad supongamos que Q =
{
(Ei, `i)

}
i∈I y definamos

Ẽ =
⋃
i∈I

Ei y ˜̀(x) = `i(x), para algún i ∈ I tal que x ∈ Ei.

Vamos a probar que (Ẽ, ˜̀) es una cota superior:
Primero veamos que (Ẽ, ˜̀) ∈ P:

Claramente E0 ⊆ Ẽ.
Ẽ es un s.e.v de E: dados x,y∈ Ẽ, existen i, j ∈ I tales que x ∈ Ei e y∈ E j. Al ser Q es totalmente
ordenado, tenemos que Ei ⊆ E j o bien E j ⊆ Ei. En particular,

x+λy ∈ Ei∪E j ⊆ Ẽ, ∀λ ∈ R.

˜̀ : Ẽ→ R es lineal: dados x,y ∈ Ẽ y λ ∈ R, existen i, j,k ∈ I tales que

˜̀(x) = `i(x) con x ∈Ei, ˜̀(y) = ` j(y) con y∈E j y ˜̀(x+λy) = `k(x+λy) con x+λy∈Ek

Dado que Q es totalmente ordenado, existe β ∈ {i, j,k} tal que

(Eα , `α)� (Eβ , `β ), ∀α ∈ {i, j,k}.

Esto implica que `i(x) = `β (x), ` j(y) = `β (y) y `k(x+λy) = `β (x+λy).
Dado que `β es lineal y también tenemos x,y,x+λy ∈ Eβ , obtenemos

˜̀(x+λy) = `k(x+λy) = `β (x+λy) = `β (x)+λ`β (y) = `i(x)+λ` j(y) = ˜̀(x)+λ ˜̀(y).

˜̀≤ p: si x ∈ Ẽ entonces x ∈ Ei para algún i ∈ I tal que ˜̀(x) = `i(x), pero `i(x)≤ p(x).
˜̀|E0 = `0: si x ∈ E0 entonces E0 ⊆ Ei para todo i ∈ I, lo que implica que ˜̀(x) = `i(x) = `0(x).

Veamos ahora que (Ẽ, ˜̀) es cota superior de Q: Consideremos un elemento arbitrario (E j, ` j) en Q
para algún j ∈ I fijo. Debemos probar que (E j, ` j)� (Ẽ, ˜̀), es decir, E j ⊆ Ẽ, y ˜̀|E j = ` j.

E j ⊆ Ẽ: Dado que j pertenece a I, tenemos que E j ⊆
⋃

i∈I Ei = Ẽ.
˜̀|E j = ` j: Sea x ∈ E j. Luego existe i ∈ I tal que x ∈ Ei y ˜̀(x) = `i(x) (i y j pueden ser diferentes).
Dado que Q es totalmente ordenado, necesariamente tenemos

(Ei, `i)� (E j, ` j) o (E j, ` j)� (Ei, `i).

Es decir,
Ei ⊆ E j y ` j|Ei = `i, o E j ⊆ Ei y `i|E j = ` j.

Dado que x ∈ Ei ∩E j, tenemos que `i(x) = ` j(x) y por ende ˜̀(x) = `i(x) = ` j(x), de donde
concluimos que

˜̀|E j = ` j,

y entonces Q tiene una cota superior, que en este caso es (Ẽ, ˜̀).
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Luego por Lema de Zorn, P tiene un elemento maximal que denotaremos por (Ẽ, ˜̀):

∀ (E′, `′) ∈ P, Ẽ⊆ E′ y `′|Ẽ = ˜̀ =⇒ (Ẽ, ˜̀) = (E′, `′).

Finalmente, para concluir tenemos que probar que Ẽ = E.
Supongamos por contradicción que existe x̄ ∈ E\ Ẽ de donde x̄ 6= 0. Ahora definimos

E′ = Ẽ+Rx̄ =
{
(x+ tx̄) | x ∈ Ẽ , t ∈ R

}
.

Tenemos que Ẽ ( E′ ⊆ E. Sea `′ : E′→ R dada por

`′(x+ tx̄) = ˜̀(x)+ tα, ∀ x ∈ Ẽ, t ∈ R

donde α ∈ R a determinar es tal que (E′, `′) ∈ P.
Notemos que (Ẽ, ˜̀)� (E′, `′) pues Ẽ⊆ E′ y `′|Ẽ = ˜̀. Además (E′, `′) 6= (Ẽ, ˜̀).
Luego si efectivamente (E′, `′) ∈ P, entonces (Ẽ, ˜̀) no sería un elemento máximal de P.
Para ver que (E′, `′) ∈ P sólo necesitamos ver que es posible encontrar α ∈ R tal que

˜̀(x)+ tα ≤ p(x+ tx̄), ∀ x ∈ Ẽ, ∀ t ∈ R.

Esto va a ser posible si α ∈ R satisface

˜̀(x)−α ≤ p(x− x̄) y ˜̀(x)+α ≤ p(x+ x̄), ∀ x ∈ Ẽ. (2.1)

En efecto, si (2.1) es cierto, entonces para t > 0

˜̀(x)± tα = t
( ˜̀(1

t x
)
±α

)
≤ t p

(1
t x± x̄

)
= p

(
t
(1

t x± x
))

= p(x± tx̄).

Notemos que obtener (2.1) es equivalente a encontrar α ∈ R tal que

sup
x∈Ẽ

˜̀(x)− p(x− x̄)≤ α ≤ ı́nf
x∈Ẽ

p(x+ x̄)− ˜̀(x). (2.2)

Sean x,y ∈ Ẽ, luego sigue que

˜̀(x)+ ˜̀(y) = ˜̀(x+ y)≤ p(x+ y) = p(x− x̄+ x̄+ y)≤ p(x− x̄)+ p(x̄+ y).

Esto implica que
˜̀(x)− p(x− x̄)≤ p(x̄+ y)− ˜̀(y).

Tomando supremo sobre x e ínfimo sobre y, obtenemos (2.2), y por lo tanto tal α ∈ R existe.
Con esto obtenemos que (Ẽ, ˜̀)� (E′, `′) con (E′, `′) 6= (Ẽ, ˜̀), lo cual contradice la maximalidad

de (Ẽ, ˜̀). En consecuencia no puede existir x̄ ∈ E\ Ẽ y por lo tanto, Ẽ = E. �

2.3 Consecuencias en e.v.n.
Ahora veremos algunas consecuencias importantes del Teorema de Hahn-Banach Analítico en el

caso que E esté dotado de una norma.
El primer corolario que veremos dice que la extension de un funcional lineal definido sobre un s.e.v.

se puede hacer preservando la norma de este.
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COROLARIO 1 Supongamos que (E,‖ · ‖E) es un e.v.n. y que E0 ⊆ E es un s.e.v. de E. Si `0 ∈
(E0,‖ · ‖E)

∗, entonces existe ` ∈ E∗ tal que `|E0 = `0 con ‖`0‖E∗0 = ‖`‖E∗ .

Demostración Consideremos la función p : E0→ R definida por

p(x) := ‖`0‖E∗0‖x‖E, x ∈ E0.

Claramente p es positivamente homogénea y subaditiva, luego en particular es sublineal.
Además, dado que `0 es lineal continuo, tenemos

`0(x)≤ |`0(x)| ≤ ‖`0‖E∗0‖x‖E = p(x), ∀ x ∈ E0.

Luego, por el Teorema de Hahn-Banach Analítico tenemos que existe ` : E→R lineal tal que `|E0 = `0
y

`(x)≤ p(x) = ‖`0‖E∗0‖x‖E, ∀ x ∈ E.

Reemplazando x por −x obtenemos que ` ∈ E∗ con ‖`‖E∗ ≤ ‖`0‖E∗0 .
Por otro lado, notemos que

‖`0‖E∗0 = sup
‖x‖E≤1

x∈E0

|`0(x)|= sup
‖x‖E≤1

x∈E0

|`(x)| ≤ sup
‖x‖E≤1

x∈E

|`(x)|= ‖`‖E∗ .

Por lo tanto, ‖`‖E∗ = ‖`0‖E∗0 . �

Ahora veremos dos corolarios que permiten construir funcionales lineales continuos con valores
prescritos de antemano en ciertos puntos de interés.

COROLARIO 2 Supongamos que (E,‖ · ‖E) es un e.v.n., que {x1, . . . ,xn} ⊆ E son vectores linealmente
independientes y que α1, . . . ,αn ∈ R son dados. Luego existe ` ∈ E∗ tal que

`(xk) = αk, ∀k = 1, . . . ,n.

Demostración Directa usando el Corolario 1 con E0 = 〈{x1, . . . ,xn}〉 y `0 ∈ E∗0 dado por

`0

(
n

∑
k=1

λkxk

)
=

n

∑
k=1

λk`0(xk) =
n

∑
k=1

λkαk,

para cualquier conjunto de escalares {λ1, . . . ,λn} ⊂ R.
Dado que {x1, . . . ,xn} ⊆ E son vectores linealmente independientes, cada x ∈ E0 se puede escribir

de forma única como

x =
n

∑
k=1

λkxk, con {λ1, . . . ,λn} ⊂ R.

Por lo tanto `0 está bien definido y cumple `0(xk) = αk para todo k = 1, . . . ,n. �

COROLARIO 3 Supongamos que (E,‖ · ‖E) es un e.v.n. Luego, para todo x0 ∈ E con x0 6= 0 existe
` ∈ E∗ tal que

`(x0) = ‖x0‖E y ‖`‖E∗ = 1.
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Demostración Sean E0 = 〈{x0}〉 y `0(λx0) = λ‖x0‖E para todo λ ∈ R. Claramente, `0 ∈ E∗0, luego
por Corolario 1, tenemos que existe ` ∈ E∗ tal que ‖`0‖E∗0 = ‖`‖E∗ y `0 = `|E0 .

Notemos que `(x0) = `0(x0) = ‖x0‖E. Además,

‖`‖E∗ = ‖`0‖E∗0 = sup
‖λx0‖E≤1

λx0∈E0

|`0(λx0)|= sup
|λ |≤1
λ∈R

∣∣∣`0

(
λx0
‖x0‖E

)∣∣∣= sup
t∈[0,1]

t
|`(x0)|
‖x0‖E

= sup
t∈[0,1]

t = 1.

�

COROLARIO 4 Supongamos que (E,‖ · ‖E) es un e.v.n.. Luego, para todo x ∈ E tenemos que

‖x‖E = máx
‖`‖E∗≤1

|`(x)|.

Demostración Fijemos x ∈ E arbitrario. Sea ` ∈ E∗ tal que ‖`‖E∗ ≤ 1. Luego tenemos |`(x)| ≤
‖`‖E∗‖x‖E ≤ ‖x‖E, lo cual implica que

sup
‖`‖E∗≤1

|`(x)| ≤ ‖x‖E.

Notemos que si x = 0, el resultado es directo. Por otro lado, si x 6= 0 usando Corolario 3, tenemos que
existe ` ∈ E∗ tal que `(x) = ‖x‖ con ‖`‖E∗ = 1.

Por lo tanto, el supremo se alcanza, y en consecuencia tenemos máx
‖`‖E∗≤1

|`(x)|= ‖x‖E. �

Observación Recordemos que la inyección canónica en E es el mapeo J : E→ E∗∗ dado por
J(x) := Jx para todo x ∈ E, donde Jx es el funcional de evaluación asociado a x.

Luego J : E→ E∗∗ es una isometría, pues para todo x ∈ E tenemos

‖Jx‖E∗∗ = sup
‖`‖E∗≤1

|Jx(`)|= sup
‖`‖E∗≤1

|`(x)|= máx
‖`‖E∗≤1

|`(x)|= ‖x‖E.



3. Teorema de Hahn-Banach Geométrico

Ahora presentaremos y demostraremos el Teorema de Hahn-Banach en su versión geométrica.
También mostraremos algunas consecuencias relacionadas con espacios duales y la caracterización de
conjuntos convexos.

3.1 Teorema de Hahn-Banach: primera versión

DEFINICIÓN Supongamos que (E,‖·‖E) es un e.v.n. Diremos que un conjunto H ⊆E es un hiperplano
(cerrado) si existe una función lineal (continua) ` : E→ R y α ∈ R tales que

H = {x ∈ E | `(x) = α} .

La primera versión geométrica del Teorema de Hahn-Banach entrega condiciones para poder
separar dos conjuntos convexos mediante un hiperplano cerrado:

A⊆ {x ∈ E | 〈`,x〉E∗,E ≥ α} y B⊆ {x ∈ E | 〈`,x〉E∗,E ≤ α}

TEOREMA — Hahn-Banach Geométrico, primera versión. Supongamos que (E,‖ · ‖E) es un e.v.n.
y que A,B ⊆ E son dos conjuntos convexos, disjuntos y no vacíos. Si A es abierto, entonces existe
` ∈ E∗ no nula tal que

〈`,y〉E∗,E ≤ 〈`,x〉E∗,E, ∀ x ∈ A, ∀ y ∈ B.

Demostración Vamos a usar el Teorema de Hahn-Banach Analítico, para ello primero vamos a
construir una función sublineal, para luego construir un s.e.v. E0 apropiado y una función lineal definida
en este s.e.v.

Sea W = x0 +B−A− y0, donde x0 ∈ A e y0 ∈ B. Notemos que 0 ∈W.
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A

B

H

Figura 3.1: Ilustración de separación de conjuntos mediante un hiperplano.

Además, dado A es un conjunto abierto y W resulta también ser abierto pues se escribe como unión
arbitraria de conjuntos abiertos:

W =
⋃
b∈B

x0 +b− y0−A.

Más aún, W es convexo, pues A y B son convexos. En efecto, tomando λ ∈ [0,1] obtenemos

λ (x0 +b1−a1− y0)+(1−λ )(x0 +b2−a2− y0)

= x0 +λb1 +(1−λ )b2︸ ︷︷ ︸
∈B

−(λa1 +(1−λ )a2)︸ ︷︷ ︸
∈A

−y0 ∈ x0 +B−A− y0 =W.

Luego sigue que W es una vecindad convexa del origen en E.
A partir de esta vecindad definamos la función

p(x) := ı́nf{t ≥ 0 | x ∈ tW}, x ∈ E.

Esta función se conoce en la literatura como función de Minkowski o función gauge. Notemos que si
x ∈W entonces p(x)≤ 1 y si x /∈W entonces p(x)≥ 1; ver Figura 3.2.

Afirmamos que la función de Minkowski es sublineal:
1. p es positivamente homogénea: dados λ > 0 y x ∈ E, tenemos p(λx) = λ p(x), pues

p(λx) = ı́nf{t ≥ 0 | λx ∈ tW}= ı́nf
{

t ≥ 0
∣∣∣ x ∈ t

λ
W
}
= ı́nf

{
λ

t
λ
≥ 0

∣∣∣ x ∈ t
λ

W
}
.

Luego, usando el cambio de variables s = t
λ

obtenemos

p(λx) = ı́nf{λ s≥ 0 | x ∈ sW}= λ ı́nf{s≥ 0 | x ∈ sW}= λ p(x).

2. p es subaditiva: dados x,y ∈ E, tenemos p(x+ y)≤ p(x)+ p(y).
En efecto, sean t,s≥ 0 (no ambos cero al mismo tiempo) tales que x ∈ tW e y ∈ sW .



3.1 Teorema de Hahn-Banach: primera versión 19

p(x)W

W

x

(a) x ∈W

W

p(x)W
x

(b) x /∈W

Figura 3.2: Ilustración gráfica de la función de Minkowski según casos

Sean w,v ∈W tales que x = tw e y = sv. Dado que W es un conjunto convexo, tenemos

x+ y = tw+ sv = (t + s)
(

t
t + s

w+
s

t + s
v
)
∈ (t + s)W.

Notemos que p(x+y) = ı́nf{r≥ 0 | x+y∈ rW} ≤ t+s. Tomando ínfimo sobre t y s, obtenemos

p(x+ y)≤ p(x)+ p(y).

Sea E0 = 〈{x0− y0}〉. Este s.e.v. es distinto del s.e.v. trivial {0} pues A∩B = /0, y por lo tanto
x0 6= y0. Definimos también `0 : E0→ R vía la fórmula

`0(λ (x0− y0)) = λ , ∀λ ∈ R.

Veamos que se verifican las hipótesis de Teorema de Hahn-Banach analítico, es decir, se cumple que

`0(x)≤ p(x), ∀ x ∈ E0.

Notemos que todos los elementos de E0 son de la forma λ (x0− y0) con λ ∈ R. Además, del hecho que
p es positivamente homogénea tenemos que

p(λ (x0− y0)) = λ p(x0− y0), ∀λ > 0.

Notemos también que x0−y0 /∈W pues de lo contrario, dado que W = x0 +B−A−y0, tendríamos que
0 ∈ A−B y esto implicaría que A∩B 6= /0.

Sigue por definición que p(x0− y0)≥ 1. De esto último concluimos que si λ ≥ 0 entonces

`0(λ (x0− y0)) = λ = λ ·1≤ λ p(x0− y0) = p(λ (x0− y0)).

Por otro lado, si λ < 0 tenemos `0(λ (x0− y0)) = λ < 0 ≤ p(λ (x0− y0)), de donde concluimos que
`0(x)≤ p(x) para todo x ∈ E0.

Luego, por el Teorema de Hahn-Banach Analítico, existe ` : E→ R lineal tal que `|E0 = `0 y

`(x)≤ ı́nf{t ≥ 0 | x ∈ tW}.

Para concluir tenemos que ver que ` es continua y satisface 〈`,y〉E∗,E ≤ 〈`,x〉E∗,E para todo x ∈ A,
y ∈ B.
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Notemos que si x̃ ∈W entonces p(x̃)≤ 1 y por lo tanto

`(x0 + y− x− y0)≤ p(x0 + y− x− y0)≤ 1, ∀ x ∈ A, ∀ y ∈ B

esto implica que

`(y)≤ 1− `(x0− y0)︸ ︷︷ ︸
=0

+`(x), ∀ x ∈ A, ∀ y ∈ B,

por lo que concluimos que `(y)≤ `(x) para todo x ∈ A e y ∈ B.
Es decir, A y B pueden ser separados por un hiperplano.
Resta ver que ` es continua. Ahora, como ` es lineal es suficiente ver que ` es continua en x = 0.
Dado que `(x)≤ ı́nf{t ≥ 0 | x ∈ tW}, si x ∈W entonces `(x)≤ p(x)≤ 1 .
Por otro lado, si x ∈W entonces `(−x) =−`(x)≥−p(x)≥−1 y por ende

|`(x)| ≤ 1, ∀ x ∈W ∩ (−W )

Como W es abierto y 0 ∈W , entonces W ∩ (−W ) es una vecindad abierta del origen.
Dado que `(0) = 0 y para todo ε > 0, tenemos |`(εx)| ≤ ε cualquiera sea x ∈ (W ∩ (−W )),
concluimos que ` es continua en x = 0. Por lo tanto ` ∈ E∗

Finalmente, por construcción `0 es no nulo, y por lo tanto ` también lo es. �

3.2 Consecuencias de Hahn-Banach Geométrico
Ahora revisaremos algunas consecuencias del Teorema de Hahn-Banach Geométrico. En particular

veremos una segunda versión de este resultado que permite separar conjuntos convexos de forma
estricta.

COROLARIO 5 Supongamos que (E,‖ · ‖E) es un e.v.n. y que C ⊆ E es un conjunto cerrado, convexo y
no vacío. Luego, para todo x0 /∈C, existen ` ∈ E∗ \{0} y α ∈ R tales que

〈`,x〉E∗,E ≤ α < 〈`,x0〉E∗,E, ∀ x ∈C.

Demostración Definimos A = BE(x0,ε) y B =C, con ε > 0 tal que A∩B = /0.
Dado que C es cerrado y x0 /∈C, x0 no puede ser un punto de adherencia de C, luego esto garantiza

la existencia de ε > 0.
Dado que A es abierto y convexo, por el Teorema de Hahn-Banach Geométrico existe ` ∈ E∗ \{0}

tal que
〈`,x〉E∗,E ≤ 〈`,x0 + εb〉E∗,E, ∀ x ∈C, ∀ b ∈ BE(0,1).

De donde tenemos que

〈`,x〉E∗,E ≤ 〈`,x0〉E∗,E + ε〈`,b〉E∗,E, ∀ x ∈C, ∀ b ∈ BE(0,1).

Tomamos b ∈ BE(0,1) tal que 〈`,b〉E∗,E =−1
2‖`‖E∗ , y con esto podemos concluir que

〈`,x〉E∗,E ≤ 〈`,x0〉E∗,E−
ε

2
‖`‖E∗ < 〈`,x0〉E∗,E, ∀x ∈C.

Tomando α = 〈`,x0〉E∗,E−
ε

2
‖`‖E∗ obtenemos la conclusión buscada. �



3.2 Consecuencias de Hahn-Banach Geométrico 21

DEFINICIÓN Supongamos que (E,‖ · ‖E) es un e.v.n. Diremos que un conjunto M ⊆ E es un semi-
espacio (cerrado) si existe una función lineal (continua) ` : E→ R y α ∈ R tales que

M = {x ∈ E | `(x)≤ α} .

La siguiente es una caracterización de conjuntos convexos.

COROLARIO 6 Supongamos que (E,‖ · ‖E) es un e.v.n. y que C ⊆ E es un conjunto cerrado, convexo y
no vacío. Luego C coincide con la intersección de todos los semi-espacios cerrados que lo contiene, es
decir,

S :=
⋂

C⊆M

{M ⊆ E |M es un semi-espacio cerrado}=C

Demostración Claramente C ⊆ S⊆ E. En particular, si C = E, el resultado es trivial.
Supongamos que C 6= E. Por el Corolario 5, para todo x0 /∈C, existe `x0 ∈ E∗ \{0} y αx0 ∈ R tales

que
〈`x0 ,x〉E∗,E ≤ αx0 < 〈`x0 ,x0〉E∗,E, ∀ x ∈C.

Lo que implica que
C ⊆M := {x ∈ E | 〈`x0 ,x〉E∗,E ≤ αx0} ,

en donde M es un semi-espacio cerrado; en particular S⊆M.
Dado que x0 /∈ C y αx0 < 〈`x0 ,x0〉E∗,E, entonces x0 ∈ Mc ⊆ Sc y luego Cc ⊆ Sc. Por lo tanto

S⊆C. �

COROLARIO 7 Supongamos que (E,‖ · ‖E) es un e.v.n. y que M ⊆ E es un s.e.v. tal que M 6= E. Luego
existe ` ∈ E∗ \{0} tal que

〈`,x〉E∗,E = 0, ∀ x ∈M.

Demostración Sea x0 ∈ E\M, por Corolario 5 existe ` ∈ E∗ \{0} tal que

〈`,x〉E∗,E ≤ 〈`,x0〉E∗,E, ∀ x ∈M.

Si existiese un x̄ ∈M tal que 〈`, x̄〉E∗,E 6= 0, entonces

λ 〈`, x̄〉E∗,E = 〈`,λ x̄〉E∗,E ≤ 〈`,x0〉E∗,E, ∀ λ ∈ R.

Si 〈`, x̄〉E∗,E > 0, haciendo λ →+∞ tendríamos que +∞≤ 〈`,x0〉E∗,E.
Si 〈`, x̄〉E∗,E < 0, haciendo λ →−∞ también tendríamos que +∞≤ 〈`,x0〉E∗,E.

En ambos casos obtendríamos algo absurdo. Luego, necesariamente 〈`,x〉E∗,E = 0 para todo x ∈M. �

El contrarecíproco del Corolario 7 resulta útil para demostrar que un s.e.v. M ⊆ E es denso en E.
En efecto, M será denso en E si para cualquier ` ∈ E∗ tal que `|M ≡ 0 tenemos necesariamente que
`≡ 0. Aplicaremos esto a continuación en el estudio de espacio ortogonales.

3.2.1 Espacios Ortogonales
DEFINICIÓN Supongamos que (E,‖ · ‖E) es un e.v.n.

Supongamos que M ⊆ E es un s.e.v. de E. Definimos el espacio ortogonal a M como el conjunto

M⊥ := {` ∈ E∗ | 〈`,x〉E∗,E = 0, ∀ x ∈M}
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Supongamos que N ⊆ E∗ es un s.e.v. de E∗. Definimos el espacio ortogonal a N como el
conjunto

N⊥ := {x ∈ E | 〈`,x〉E∗,E = 0, ∀ ` ∈ N}

Observación Notemos que M⊥ y N⊥ son s.e.v. de E∗ y E, respectivamente. Además, ambos son
cerrados pues

M⊥ =
⋂

x∈M

{` ∈ E∗ | 〈`,x〉E∗,E = 0} y N⊥ =
⋂
`∈N

{x ∈ E | 〈`,x〉E∗,E = 0} .

Lo que implica que tanto M⊥ como N⊥ pueden ser escrito como intersección arbitraria de conjuntos
cerrados en E∗ y E, respectivamente.

Más aún, dado que tenemos

〈`,x〉E∗,E = 0, ∀ x ∈M, ∀ ` ∈M⊥.

Si x ∈ M entonces x ∈ (M⊥)⊥ y por lo tanto M ⊆ (M⊥)⊥. Luego, como (M⊥)⊥ es cerrado en E,
obtenemos M ⊆ (M⊥)⊥. De forma similar tenemos que N ⊆ (N⊥)⊥.

PROPOSICIÓN 6 Supongamos que (E,‖ · ‖E) es un e.v.n. y M ⊆ E es un s.e.v. de E. Entonces M =
(M⊥)⊥

Demostración Denotemos por E0 = (M⊥)⊥. Sigue que E0 es un s.e.v. de E, (E0,‖ · ‖E) es un e.v.n.
y M es un s.e.v. de E0. Tomemos `0 ∈ E∗0 tal que `0|M ≡ 0, es decir,

〈`0,x〉E∗0,E0 = 0, ∀x ∈M.

Por el Corolario 1, existe ` ∈ E∗ tal que `|E0 = `0. En particular tenemos que ` ∈M⊥ pues

〈`,x〉E∗,E = 〈`0,x〉E∗0,E0 = 0, ∀x ∈M.

Por otro lado, dado x ∈ E0 = (M⊥)⊥, por definición de espacio ortogonal, debemos tener

〈 ˜̀,x〉E∗,E = 0 ∀ ˜̀∈M⊥.

Dado que ` ∈M⊥, Esto implica que `0 ≡ 0 pues

〈`0,x〉E∗0,E0 = 〈`,x〉E∗,E = 0, ∀x ∈ E0.

Finalmente, por el Corolario 7, concluimos que M es denso en E0, es decir, M = (M⊥)⊥.
�

3.3 Teorema de Hahn-Banach Geométrico: segunda versión

DEFINICIÓN Supongamos que (E,‖ · ‖E) es un e.v.n. y que A,B⊆ E son dos subconjuntos no vacíos.
Diremos que A y B se pueden separar estrictamente por un hiperplano H = {x ∈ E | `(x) = α} si

sup
x∈A

`(x)< α < ı́nf
y∈B

`(y).
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A

H

Figura 3.3: Ilustración de separación estricta de conjuntos mediante un hiperplano.

Observación La segunda versión del Teorema de Hahn-Banach Geométrico también entrega condi-
ciones para poder separar dos conjuntos convexos mediante un hiperplano cerrado. La gran diferencia
es que permite hacerlo en un sentido estricto (Ver Figura 3.3): para algún ε > 0

A⊆ {x ∈ E | 〈`,x〉E∗,E ≥ α + ε} y B⊆ {x ∈ E | 〈`,x〉E∗,E ≤ α− ε}

TEOREMA — Hahn-Banach Geométrico, segunda versión. Supongamos que (E,‖ · ‖E) es un e.v.n.
y que A,B⊆ E son dos conjuntos cerrados, convexos, disjuntos y no vacíos. Si A es compacto, entonces
existen ` ∈ E∗ \{0} y α ∈ R tales que

sup
x∈A
〈`,x〉E∗,E < α < ı́nf

y∈B
〈`,y〉E∗,E.

Demostración Usando el Corolario 5 con C = A−B (resta entre los elementos de los conjuntos A y
B) y x0 = 0 concluimos.

En efecto, como A∩B = /0 entonces 0 /∈ A−B. Además, dado que A es compacto y B es cerrado
entonces A−B es cerrado. No es difícil ver que C es también convexo. Luego, Corolario 5 implica que
existen ` ∈ E∗ \{0} y α̃ ∈ R tales que

〈`,x− y〉E∗,E ≤ α̃ < 〈`,0〉E∗,E = 0, ∀ x ∈ A, ∀ y ∈ B.

En particular
〈`,x〉E∗,E ≤ α̃ + 〈`,y〉E∗,E, ∀x ∈ A,y ∈ B.
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Tomando ínfimo y supremo respectivamente, y recordando que α̃ < 0 obtenemos

sup
x∈A
〈`,x〉E∗,E ≤ α̃ + ı́nf

y∈B
〈`,y〉E∗,E <

1
2

α̃ + ı́nf
y∈B
〈`,y〉E∗,E < ı́nf

y∈B
〈`,y〉E∗,E.

Tomando α = 1
2 α̃ + ı́nfy∈B〈`,y〉E∗,E concluimos. �



4. Teorema de Aplicación Abierta

Ahora estudiaremos un segundo principio fundamental en análisis funcional, el llamado Teorema
de la Aplicación Abierta, que es una consecuencia del Lema de Baire. Veremos algunas consecuencias
relacionadas con operadores lineales y también mostrares una consecuencia importante de este resultado,
el teorema del Grafo Cerrado que permite caracterizar la continuidad de un operador lineal.

TEOREMA — Aplicación Abierta. Supongamos que (E,‖·‖E) y (F,‖·‖F) son dos espacios de Banach.
Si L ∈LC(E,F) es sobreyectiva, entonces L es abierta, es decir, L(O) es abierto en F para todo O ⊆ E
abierto.
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Observación
La forma más habitual de usar el Teorema de la Aplicación Abierta es la siguiente:
Si L ∈LC(E,F) es sobreyectiva, entonces existe r > 0 tal que

BF(0,r)⊆ L(BE(0,1))

Toda aplicación (lineal) abierta es sobreyectiva, luego el Teorema de la Aplicación Abierta es en
realidad una equivalencia.

Demostración Dividiremos la demostración en 4 pasos:
1) Veamos que int

(
L(BE(0,1))

)
6= /0.

Definamos Fk = k L(BE(0,1)). Notemos que por definición Fk es cerrado en F, para todo k ∈ N.
Dado que L es sobreyectiva, tenemos que

⋃
k∈N

Fk = F, pues si y ∈ F, existe x ∈ E tal que y = L(x).

Notemos que x no está necesariamente en BE(0,1), pero para todo k ∈ N tenemos

kL
(

1
k

x
)
= L(x) = y.

Tomando k = ı́nf{ j ∈ N | ‖x‖E < j}, vemos que y ∈ kL(BE(0,1)) pues
1
k
‖x‖E < 1.

Ahora bien, por el Lema de Baire, existe k0 ∈ N tal que int(Fk0) 6= /0, es decir,

int
(

k0L(BE(0,1))
)
6= /0.

En particular, esto implica que

int
(

L(BE(0,1))
)
6= /0.

2) Veamos ahora que 0 ∈ int
(

L(BE(0,1))
)

. De hecho, vamos a ver que existe r > 0 tal que,

BF(0,2r)⊆ L(BE(0,1)).

Por la parte anterior int
(

L(BE(0,1))
)
6= /0, luego existen y0 ∈ L(BE(0,1)) y r > 0 tales que

BF(y0,4r)⊆ L(BE(0,1)).

Sabemos que L(BE(0,1)) es un conjunto simétrico, y por lo tanto:

y ∈ L(BE(0,1)) ⇐⇒ −y ∈ L(BE(0,1)).

Para y ∈ BF(0,4r) tenemos que

y = y+ y0− y0 ∈ BF(y0,4r)+L(BE(0,1))⊆ L(BE(0,1))+L(BE(0,1)).

Sigue que

BF(0,2r)⊆ 1
2

L(BE(0,1))+
1
2

L(BE(0,1)) = L(BE(0,1)).
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Por tanto 0 ∈ int
(

L(BE(0,1))
)

.
3) Veamos que 0 ∈ int(L(BE(0,1))).

Probemos que BF(0,r)⊆ L(BE(0,1)), donde r > 0 es tal que BF(0,2r)⊆ L(BE(0,1)).
Sabemos que para y ∈ BF(0,r) y para todo ε > 0 existe x ∈ BE(0,1) tal que

‖2y−L(x)‖F < ε, (4.1)

pues 2y es un punto de adherencia de L(BE(0,1)).
a) Fijemos ȳ ∈ BF(0,r) en lo que sigue. Tomemos ε = r en (4.1) y sea x1 dado por (4.1) para y = ȳ.

Entonces tenemos
‖x1‖E < 1 y ‖2ȳ−L(x1)‖F < r.

Definamos z1 =
x1
2 . Luego tenemos que ‖z1‖E < 1

2 y ‖ȳ−L(z1)‖F < r
2 .

Notemos también que y1 := ȳ−L(z1) ∈ BF
(
0, r

2

)
y entonces 2y1 ∈ BF(0,r)

b) Tomemos nuevamente ε = r en (4.1) y sea x2 dado por (4.1) para y = 2(ȳ−L(z1)). Entonces
tenemos

‖x2‖E < 1 y ‖4(ȳ−L(z1))−L(x2)‖< r.

Definamos z2 =
x2
4 . Luego tenemos que ‖z2‖E < 1

4 y ‖ȳ−L(z1)−L(z2)‖F < r
4

c) Por inducción, se puede construir una sucesión {zk}k∈N tal que ‖zk‖E < 1
2k y

‖ȳ−L(z1 + z2 + · · ·+ zk)‖F <
r
2k , ∀ k ∈ N\{0}.

Veamos que Sk =
k

∑
j=1

z j converge. Para ello, veamos que {Sk}k∈N es de Cauchy en E.

Notemos que

‖Sk−Sk+ j‖E =

∥∥∥∥∥ k+ j

∑
i=k+1

zi

∥∥∥∥∥
E

≤
k+ j

∑
i=k+1

‖zi‖E ≤
k+ j

∑
i=k+1

1
2i −→k→+∞

0.

Por lo tanto, {Sk}k∈N es de Cauchy en E, y por ende, converge a un cierto x̄ ∈ E.
d) Para concluir necesitamos que L(x̄) = ȳ y ‖x̄‖E < 1. Recordemos que

‖ȳ−L(Sk)‖F <
r
2k , ∀ k ∈ N\{0}

Esto implica que ‖ȳ−L(x̄)‖F = 0 puesto que Sk→ x̄, y por lo tanto, L(x̄) = ȳ.
Además, dado que tenemos

‖Sk‖E ≤
k

∑
j=1
‖z j‖E = ‖z1‖E +

k

∑
j=2
‖z j‖E < ‖z1‖E +

k

∑
j=2

1
2 j < ‖z1‖E +

∞

∑
j=2

1
2 j = ‖z1‖E +

1
2
,

haciendo k→+∞, vemos que ‖x̄‖E ≤ ‖z1‖E + 1
2 < 1. Por lo tanto BF(0,r)⊆ L(BE(0,1)).

4) Veamos ahora la conclusión.
Sea O ⊆ E abierto. Notemos que para x ∈ O , existe rx > 0 tal que BE(x,rx)⊆ O .
Más aún, O =

⋃
x∈O

BE(x,rx). Ahora, fijemos x ∈ O y sea rx > 0 el radio asociado.

Sea ỹ ∈ L(BE(x,rx)), luego existe x̃ ∈ BE(x,rx) tal que L(x̃) = ỹ.
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Como el conjunto BE(x,rx) es abierto, existe un ρ > 0 tal que

x̃+BE(0,ρ) = BE(x̃,ρ)⊆ BE(x,rx).

Aplicando L en lo anterior y utilizando el hecho de que L es lineal, obtenemos

ỹ+L(BE(0,ρ))⊆ L(BE(x,rx)).

Usando ahora el paso 3 tenemos que

BF(ỹ,ρr) = ỹ+BF(0,ρr) = ỹ+ρBF(0,r)⊆ ỹ+ρL(BE(0,1)) = ỹ+L(BE(0,ρ))⊆ L(BE(x,rx)).

Lo que implica que L(BE(x,rx)) son abiertos en F para cualquier x ∈ O .
Finalemente, dado que

L(O) = L

(⋃
x∈O

BE(x,rx)

)
=
⋃

x∈O
L(BE(x,rx)) .

tenemos que L(O) es abierto, pues se escribe como unión arbitraria de conjuntos abiertos. �

4.1 Consecuencias del Teorema de la Aplicación Abierta
Revisemos ahora lagunas consecuencias del Teorema de la Aplicación Abierta respecto a operadores

lineales biyectivos.

COROLARIO 8 Supongamos que (E,‖·‖E) y (F,‖·‖F) son dos espacios de Banach y que L∈LC(E,F)
es biyectiva, entonces L−1 es un operador lineal continuo, es decir, L−1 ∈LC(F,E).

Demostración
L−1 es lineal: dados u,v ∈ F, existen x,y ∈ E tales que u = L(x) y v = L(y). Luego, dado λ ∈ R
tenemos

L−1(u+λv) = L−1(L(x)+λL(y)) = L−1(L(x+λy)) = x+λy = L−1(u)+λL−1(v).

L−1 es continuo: Por el Teorema de la Aplicación Abierta existe r > 0 tal que

BF(0,r)⊆ L(BE(0,1)).

En particular, para todo y ∈ BF(0,r) existe x ∈ BE(0,1) tal que L(x) = y. En consecuencia

‖L−1(y)‖E = ‖x‖E < 1, ∀ y ∈ BF(0,r).

La continuidad de L−1 viene de notar que para y ∈ F\{0} tenemos que ry
2‖y‖F

∈ BF(0,r) y por lo
tanto:

‖L−1(y)‖E =
2‖y‖F

r
·
∥∥∥∥L−1

(
ry

2‖y‖F

)∥∥∥∥
E
≤ 2

r
‖y‖F.

�

El resultado anterior tiene una consecuencia importante respecto a la equivalencia de normas en
espacios de Banach.
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COROLARIO 9 Supongamos que existen dos normas ‖ · ‖1 y ‖ · ‖2 sobre un e.v. E, tales que, tanto
(E,‖ · ‖1) como (E,‖ · ‖2), son espacios de Banach. Supongamos además que existe c1 > 0 tal que

‖x‖2 ≤ c1‖x‖1, ∀ x ∈ E. (4.2)

Luego, las normas son equivalentes, es decir, existe c2 > 0 tal que

‖x‖1 ≤ c2‖x‖2, ∀ x ∈ E.

Demostración Tomemos ‖ · ‖E = ‖ · ‖1 y (F,‖ · ‖F) = (E,‖ · ‖2) en el Corolario 8 con

L = id : (E,‖ · ‖1)→ (E,‖ · ‖2).

Así, L(x) = x para todo x ∈ E. Claramente L es lineal biyectiva, y por (4.2) tenemos L es continua.
Por Corolario 8, podemos deducir que L−1 es continua, lo que implica que

‖id−1(x)‖1 ≤ c2‖x‖2, ∀ x ∈ E,

y esto último es equivalente a
‖x‖1 ≤ c2‖x‖2, ∀ x ∈ E.

�

4.2 Teorema del Grafo Cerrado
Otra consecuencia importante del Teorema de la Aplicación Abierta es una caracterización de

operadores lineales continuos, que dice relación con el grafo del operador.

Notación Supongamos que (E,‖ ·‖E) y (F,‖ ·‖F) son dos e.v.n. Denotaremos por ‖ ·‖E×F a la norma
en el espacio producto E×F dada por:

‖(x,y)‖E×F := ‖x‖E +‖y‖F, ∀x ∈ E, y ∈ F.

TEOREMA — Grafo Cerrado. Supongamos que (E,‖ · ‖E) y (F,‖ · ‖F) son dos espacios de Banach y
que L : E→ F es un operador lineal tal que su grafo

Gr(L) := {(x,y) ∈ E×F | y = L(x)}

es cerrado en (E×F,‖ · ‖E×F). Luego, L es un operador continuo.

Demostración Consideremos dos normas en E:

‖x‖1 = ‖x‖E +‖L(x)‖F y ‖x‖2 = ‖x‖E, ∀x ∈ E.

No es difícil ver que ‖x‖1 y ‖x‖2 son normas sobre E y que además ‖x‖2 ≤ ‖x‖1 para todo x ∈ E.
Además, por hipótesis, que (E,‖ · ‖2) es un espacio de Banach. Luego, si (E,‖ · ‖1) fuese también

un espacio de Banach, entonces por el Corolario 9 existiría c > 0 tal que

‖L(x)‖F ≤ ‖x‖E +‖L(x)‖F = ‖x‖1 ≤ c‖x‖2 = c‖x‖E, ∀ x ∈ E.

Por lo tanto, L sería un operador continuo.
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Para concluir entonces tenemos que probar que (E,‖ · ‖1) es un espacio de Banach (sólo resta ver
la completitud).

Sea {xk}k∈N ⊆ E una sucesión de Cauchy en (E,‖ · ‖1). Luego, para todo ε > 0, existe k0 ∈ N tal
que

‖xk− x j‖E +‖L(xk)−L(x j)‖F = ‖xk− x j‖1 < ε, ∀ k, j ∈ N tales que k, j ≥ k0.

En particular, {xk}k∈N es de Cauchy en (E,‖ · ‖E) y {L(xk)}k∈N es de Cauchy en (F,‖ · ‖F).
Dado que tanto (E,‖ · ‖E) como (F,‖ · ‖F) son espacios de Banach, existen x̄ ∈ E e ȳ ∈ F tales que

‖xk− x̄‖E→ 0 y ‖L(xk)− ȳ‖F→ 0 cuando k→+∞.

En particular, tenemos (xk,L(xk))→ (x̄, ȳ) ∈ E×F.
Sin embargo, dado que el grafo de L es cerrado necesariamente tenemos (x̄, ȳ) ∈ Gr(L), es decir,

L(x̄) = ȳ. Por otro lado, notemos que

‖xk− x̄‖1 = ‖xk− x̄‖E +‖L(xk)−L(x̄)‖F = ‖xk− x̄‖E +‖L(xk)− ȳ‖F→ 0 si k→ ∞.

En otras palabras, tenemos que xk→ x̄ en (E,‖ · ‖1) y por lo tanto (E,‖ · ‖1) es completo.
Finalmente, la conclusión la obtenemos gracias al Corolario 9.

�

Observación La completitud en el Teorema del Grafo Cerrado es fundamental.
Por ejemplo, tomemos E =C∞((0,1))∩C([0,1]) y F =C([0,1],R), ambos espacios dotados de la

norma
‖x‖E = ‖x‖F = sup

t∈[0,1]
|x(t)|= ‖x‖∞.

Consideremos el operador D : E→ F dado por D(x) = x′.
D tiene grafo cerrado: Supongamos que (xk,x′k)→ (x,y) ∈ E×F, es decir, tenemos que xk→ x
uniformemente y x′k→ y uniformemente.
Gracias al Teorema Fundamental del Cálculo y a la convergencia uniforme tenemos

x(t) = lı́m
k→+∞

xk(t) = lı́m
k→+∞

xk(0)+
∫ t

0
x′k(s)ds = x(0)+

∫ t

0
y(s)ds, ∀t ∈ [0,1].

Luego x′ = y. Por lo tanto, Gr(D) es cerrado en E×F.
D no es continuo: Definamos xk(t) := tk+1 para todo t ∈ [0,1] y k ∈ N.
Luego, tenemos D(xk)(t) = (k+1)tk para todo t ∈ [0,1]. Entonces,

‖D(xk)‖∞ = k+1→+∞, si k→+∞,

pero ‖xk‖∞ = 1 y por tanto D no puede ser un operador continuo.
El problema aquí está en que (E,‖ · ‖E) no es completo.
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Ahora vamos a introducir la noción de operador adjunto, mostraremos sus principales propiedades.
Este operador corresponde a una generalización de la noción de transpuesta de una matriz a operadores
lineales continuos entre e.v.n. de dimensión arbitraria.

DEFINICIÓN Supongamos que (E,‖ · ‖E) y (F,‖ · ‖F) son dos e.v.n.. Diremos que un operador (no
necesariamente lineal) A : E→ F es acotado si existe una constante c > 0 tal que

‖A(x)‖F ≤ c‖x‖E, ∀x ∈ E.

Notación Dado A : E→ F, su imagen (también llamado rango) será el conjunto

im(A) := {y ∈ F | ∃x ∈ E, y = A(x)}

y su núcleo (también llamado kernel) será el conjunto

ker(A) := {x ∈ E | A(x) = 0} .

Observación En el caso que A : E→ F sea lineal tenemos que:
ker(A) es un s.e.v. de E (cerrado si A es continuo).
im(A) es un s.e.v. de F (no necesariamente cerrado incluso si A es continuo).
A es acotado si y sólo si A es continuo.

DEFINICIÓN Supongamos que A ∈LC(E,F) es un operador acotado dado. Definimos el operador
adjunto de A como el operador lineal A∗ : F∗→ E∗ que satisface

〈A∗(`),x〉E∗,E = 〈`,A(x)〉F∗,F, ∀ x ∈ E, ∀ ` ∈ F∗.

En otras palabras, el operador adjunto de A viene dado por la fórmula

A∗(`) = `◦A, ∀` ∈ F∗.
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Notación Si (E,‖ ·‖E)
∗ ∼= (X,‖ ·‖X) y (F,‖ ·‖F)

∗ ∼= (Y,‖ ·‖Y), usaremos indistintamente la notación
A∗ : Y→ X o A∗ : F∗→ E∗.

Por ejemplo, si (E,‖ · ‖E) y (F,‖ · ‖F) son espacios de Hilbert, entonces asumiremos que

A : E→ F y A∗ : F→ E.

Observación Supongamos que (E,‖ ·‖E) = (Rn,‖ ·‖p) y (F,‖ ·‖F) = (Rm,‖ ·‖q) con p,q ∈ (1,+∞)
tales que 1

p +
1
q = 1. Si A ∈LC(Rn,Rm) está dada por

A(x) = Mx, x ∈ Rn,

donde M es una matriz de m×n, entonces A∗(y) = M>y para todo y ∈ Rm, pues

〈y,A(x)〉(Rm)∗,Rm = y>Mx = (M>y)>x = 〈M>y,x〉(Rn)∗,Rn ,∀x ∈ Rn, y ∈ Rm.

5.1 Propiedades básicas
PROPOSICIÓN 7 Para cada A ∈ LC(E,F), tenemos que A∗ ∈ LC(F∗,E∗), con ‖A∗‖LC(F∗,E∗) ≤
‖A‖LC(E,F).

Demostración Recordemos que A∗(`) = `◦A para todo ` ∈ F∗.
Es directo por construcción que A∗ : F∗→ E∗ está bien definido como función.
Por composición de funciones lineales continuas tenemos que A∗(`) ∈ E∗ para todo ` ∈ F∗.
A∗ es lineal: dados `1, `2 ∈ F∗ y λ ∈ R,

A∗(`1 +λ`2) = (`1 +λ`2)◦A = `1 ◦A+λ`2 ◦A = A∗(`1)+λA∗(`2).

A∗ es acotado: dado que 〈A∗(`),x〉E∗,E = A∗(`)(x) = `◦A(x) = 〈`,A(x)〉F∗,F tenemos

|〈A∗(`),x〉E∗,E|= |〈`,A(x)〉F∗,F| ≤ ‖`‖F∗‖A(x)‖F ≤ ‖`‖F∗‖A‖LC(E,F)‖x‖E, ∀x ∈ E.

Luego, sigue que

‖A∗(`)‖E∗ = sup
‖x‖E≤1

|〈A∗(`),x〉E∗,E| ≤ ‖A‖LC(E,F)‖`‖F∗ .

Por lo tanto
‖A∗‖LC(F∗,E∗) = sup

‖`‖F∗≤1
‖A∗(`)‖E∗ ≤ ‖A‖LC(E,F).

�

Ejemplo Supongamos que (E,‖ · ‖E) = (`p(R),‖ · ‖`p), con p ∈ [1,+∞).
Consideremos el operador shift a la izquierda Sl : `p(R)→ `p(R) dado por

Sl(x) = (x1,x2,x3, . . .), ∀ x = {xk}k∈N ∈ `p(R).

Vimos que Sl es lineal y acotado (continuo), pues ‖Sl(x)‖`p ≤ ‖x‖`p para todo x ∈ `p(R).
Por otro lado, sabemos que E∗ ∼= (`q(R),‖ · ‖`q) con 1

p +
1
q = 1 y el producto de dualidad se

representa via

〈y,x〉`q,`p =
∞

∑
k=0

ykxk, ∀x ∈ `p(R), y ∈ `q(R).
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Sigue que

〈y,Sl(x)〉`q,`p =
∞

∑
k=0

ykxk+1 = 0 · x0 +
∞

∑
k=1

yk−1xk = 〈Sr(y),x〉`q,`p , ∀ x ∈ `p(R), y ∈ `q(R).

Luego, S∗l = Sr, donde Sr : `q(R)→ `q(R) denota al operador shift a la derecha dado por

Sr(y) = (0,y0,y1,y2,y3,y4, . . .), ∀ y = {yk}k∈N ∈ `q(R).

Además, dado que ‖Sl(x)‖`p ≤ ‖x‖`p tenemos que ‖Sl‖LC(`p,`p) ≤ 1.
Por otro lado, ‖Sr‖LC(`q,`q) = 1 pues ‖Sr(y)‖`q = ‖y‖`q para todo y ∈ `q(R).
Luego tenemos que ‖Sr‖LC(`q,`q) = ‖Sl‖LC(`p,`p) pues

1 = ‖Sr‖LC(`q,`q) = ‖S∗l ‖LC(`q,`q) ≤ ‖Sl‖LC(`p,`p) ≤ 1.

PROPOSICIÓN 8 Para cada A ∈LC(E,F), se tiene que ‖A∗‖LC(F∗,E∗) = ‖A‖LC(E,F).

Demostración Recordemos que, gracias al Teorema de Hahn-Banach Analítico (Corolario 3), tene-
mos que:

∀y ∈ F\{0}, ∃`y ∈ F∗ tal que ‖`y‖F∗ = 1 y `y(y) = ‖y‖F.

Tomemos x ∈ E con ‖x‖E ≤ 1, y evaluemos la afirmación precedente en y = A(x).
Luego tenemos que

‖A(x)‖F = `A(x)(A(x)) = 〈`A(x),A(x)〉F∗,F = 〈A∗(`A(x)),x〉E∗,E.

Esto implica que

‖A(x)‖F ≤ ‖A∗(`A(x))‖E∗‖x‖E ≤ ‖A∗(`A(x))‖E∗ ≤ ‖A∗‖LC(F∗,E∗)‖`A(x)‖F∗ = ‖A∗‖LC(F∗,E∗).

De esto concluimos que

‖A‖LC(E,F) = sup
‖x‖E≤1

‖A(x)‖F ≤ ‖A∗‖LC(F∗,E∗).

Como ya sabíamos de la Proposición 7 que ‖A∗‖LC(F∗,E∗) ≤ ‖A‖LC(E,F), concluimos el resultado. �

Ahora veremos cómo se relacionan el núcleo y la imagen de un operadores lineal continuo y con el
de su operador adjunto asociado.

PROPOSICIÓN 9 Para cada A ∈LC(E,F) tenemos que ker(A∗) = im(A)⊥ y ker(A) = im(A∗)⊥

Demostración ker(A∗) = im(A)⊥: Notemos que ` ∈ ker(A∗), es decir, A∗(`) = 0 si y sólo si

〈`,A(x)〉F∗,F = `◦A(x) = A∗ ◦ `(x) = 0, ∀ x ∈ E.

Sin embargo, esto último es equivalente a que ` ∈ (im(A))⊥, con lo cual obtenemos ker(A∗) =
im(A)⊥.
ker(A) = im(A∗)⊥: Dado x ∈ E tenemos que x ∈ ker(A) si y sólo si

A(x) = 0 ⇐⇒ ‖A(x)‖F = 0 ⇐⇒ máx
‖`‖F∗≤1

|〈`,A(x)〉F∗,F|= 0.

La última equivalencia es gracias al al Teorema de Hahn-Banach Analítico (Corolario 4).
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Por otro lado, usando la definición del operador adjunto tenemos que x ∈ ker(A) si y sólo si

máx
‖`‖F∗≤1

|〈A∗(`),x〉E∗,E|= máx
‖`‖F∗≤1

|〈`,A(x)〉F∗,F|= 0

De esto concluimos que x ∈ ker(A) si y sólo si 〈A∗(`),x〉E∗,E = 0 para todo ` ∈ F∗.
Pero esto último corresponde a la condición x ∈ (im(A∗))⊥

�

5.2 Inyectividad y sobreyectividad
Notemos que la proposición 9 nos entrega la siguiente condición:

ker(A∗) = im(A)⊥, y ker(A) = im(A∗)⊥, ∀A ∈LC(E,F).

Luego:
Si A es sobreyectivo, entonces A∗ es inyectivo pues

ker(A∗) = F⊥ = {` ∈ F∗ | 〈`,y〉F∗,F = 0, ∀y ∈ F}= {0}.

Si A∗ es sobreyectivo, entonces A es inyectivo pues

ker(A) = (E∗)⊥ = {x ∈ E | 〈`,x〉E∗,E = 0, ∀` ∈ E∗}= {0}.

La última igualdad es gracias al Teorema de Hahn-Banach Analítico (Corolario 3):

∀x ∈ E\{0}, ∃` ∈ E∗ tal que ‖`‖E∗ = 1 y `x(x) = ‖x‖E > 0.

Por otro lado,
Si A∗ es inyectivo, entonces A no es necesariamente sobreyectivo, pero im(A) = F pues gracias a
la Proposición 6 tenemos

F = {0}⊥ = ker(A∗)⊥ = (im(A)⊥)⊥ = im(A).

Si A es inyectivo, entonces sólo tenemos im(A∗)⊆ E∗ y la inclusión podría ser estricta.

PROPOSICIÓN 10 Supongamos que A ∈LC(E,F). Luego A∗ es inyectivo si y sólo si im(A) es denso
en F.

Demostración Por Proposición 9 sabemos que ker(A∗)= (im(A))⊥. Luego, en vista de la Proposición
6 tenemos

ker(A∗)⊥ = (im(A)⊥)⊥ = im(A).

(=⇒) Si A∗ es inyectivo, entonces ker(A∗) = {0}, luego ker(A∗)⊥ = {0}⊥ = F, y por lo tanto im(A) =
F.

(⇐=) Recordemos que si N ⊆ F∗ es un s.e.v., entonces N ⊆ (N⊥)⊥. Luego, si im(A) = F, gracias a la
Proposición 9 tenemos

ker(A∗) = ker(A∗)⊆
(

ker(A∗)⊥
)⊥

=

((
im(A)⊥

)⊥)⊥
=
(

im(A)
)⊥

= F⊥ = {0}.

A partir de esto concluimos que ker(A∗) = {0} y por ende A∗ es inyectivo.
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�

TEOREMA Supongamos que A ∈LC(E,F) con (E,‖ · ‖E) y (F,‖ · ‖F) espacios de Banach. Luego:
A es sobreyectivo si y sólo si existe c > 0 tal que ‖`‖F∗ ≤ c‖A∗(`)‖E∗ para todo ` ∈ F∗.
A∗ es sobreyectivo si y sólo si existe c > 0 tal que ‖x‖E ≤ c‖A(x)‖F, para todo x ∈ E.

Demostración Veremos sólo el primer caso (A es sobreyectivo), la demostración para el segundo es
similar y la dejamos como ejercicio (ver Problem 5 - Certamen 1 - 2021).

(=⇒) Por el Teorema de la Aplicación Abierta, existe r > 0 tal que

BF(0,r)⊆ A(BE(0,1))⊆ A
(
BE(0,1)

)
.

Por otro lado, dado ` ∈ F∗ tenemos

‖A∗(`)‖E∗ = sup
‖x‖E≤1

|〈A∗(`),x〉E∗,E|= sup
‖x‖E≤1

|〈`,A(x)〉F∗,F|= sup
y∈A(BE(0,1))

|〈`,y〉F∗,F|.

Juntando estas dos informaciones obtenemos,

sup
y∈A(BE(0,1))

|〈`,y〉F∗,F| ≥ sup
y∈BF(0,r)

|〈`,y〉F∗,F|= sup
y∈BF(0,1)

|〈`,ry〉F∗,F|= r sup
‖y‖F≤1

|〈`,y〉F∗,F|= r‖`‖F∗ .

Tomando c = 1
r se obtiene la conclusión.

(⇐=) Supondremos ahora que existe c > 0 tal que para todo ` ∈ F∗,

‖`‖F∗ ≤ c‖A∗(`)‖E∗ .

Para concluir basta ver, si definimos δ = 1
c , entonces

BF(0,δ )⊆ A(BE(0,1))

En efecto, si lo anterior fuese cierto, entonces replicando argumentos usados para demostrar el Teorema
de la Aplicación abierta podremos demostrar que

BF

(
0,

δ

2

)
⊆ A(BE(0,1)),

y que por lo tanto A es una aplicación abierta, y en consecuencia A debe ser sobreyectiva.
Tomemos y0 /∈ A(BE(0,1)), probaremos que y0 /∈ BF(0,δ ).
Notemos que el conjunto A(BE(0,1)) es cerrado, convexo y no vacío. Luego, por el Teorema de

Hahn-Banach Geométrico (segunda versión), existe ` ∈ F∗ \{0} y α ∈ R tales que

sup
y∈A(BE(0,1))

〈`,y〉F∗,F < α < 〈`,y0〉F∗,F.

Dado que y = 0 ∈ A(BE(0,1)), tenemos que α > 0 y entonces 〈`,y0〉F∗,F > 0.
Luego reescalando (dividiendo por α las desigualdades y redefiniendo `), podemos asumir que

α = 1. En particular tenemos

〈`,y〉F∗,F ≤ 1 < 〈`,y0〉F∗,F, ∀ y ∈ A(BE(0,1)).
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Dado que A(BE(0,1)) es simétrico, tenemos que

|〈`,y〉F∗,F| ≤ 1 < 〈`,y0〉F∗,F, ∀ y ∈ A(BE(0,1)).

Sigue que
|〈`,A(x)〉F∗,F| ≤ 1 < 〈`,y0〉F∗,F, ∀ x ∈ BE(0,1),

y como 〈`,A(x)〉F∗,F = 〈A∗(`),x〉E∗,E para todo x ∈ BE(0,1), vemos que

|〈A∗(`),x〉E∗,E| ≤ 1 < 〈`,y0〉F∗,F, ∀ x ∈ BE(0,1).

Por continuidad, la desigualdad anterior es válida también para todo x ∈ BE(0,1), y por lo tanto

‖A∗(`)‖E∗ = sup
‖x‖E≤1

|〈A∗(`),x〉E∗,E| ≤ 1 < 〈`,y0〉F∗,F ≤ ‖`‖F∗‖y0‖F.

Por hipótesis, tenemos que δ‖`‖F∗ ≤ ‖A∗(`)‖E∗ , pues δ = 1
c .

Esto implica que ‖y0‖F ≥ δ , es decir, y0 /∈ BF(0,δ ).
�



6. Teorema de Stone-Weierstrass

A lo largo de esta sección X ⊆ Rn será un subconjunto compacto y no vacío. Denotaremos por
C (X) al espacio vectorial de funciones continuas f : X→ R. En este espacio consideraremos la norma

‖ f‖∞ := máx
x∈X
| f (x)|, ∀ f ∈ C (X).

Notación Denotaremos por R[x] la colección de todos los polinomios a coeficientes reales:

p ∈ R[x] ⇐⇒ ∃m ∈ N, a0, . . . ,am ∈ R tales que p(x) =
m

∑
j=0

a jx j, ∀x ∈ R.

Similarmente, denotaremos por R[x1. . . . ,xn] la colección de todos los polinomios de n variables a
coeficientes reales:

p ∈ R[x1. . . . ,xn] ⇐⇒ ∃m ∈ N tal que p(x) =
m

∑
‖κ‖=0

aκxk1
1 . . .xkn

n , ∀x ∈ Rn,

donde κ ∈ Nn está dado por κ = (k1, . . . ,kn), ‖κ‖= k1 + . . .+ kn y aκ ∈ R para todo ‖κ‖ ≤ m.

En esta sección mostraremos algunos resultados de aproximación de funciones continuas. En
particular, presentaremos y demostraremos el Teorema de Stone-Weierstrass, el cual nos permitirá
responder la siguiente pregunta:

Dada una función continua f ∈ C (X) y ε > 0 ¿Existe p ∈ R[x1, . . . ,xn] tal que ‖ f − p‖∞ ≤ ε?

6.0.1 Un caso particular
PROPOSICIÓN 11 Existe una sucesión de polinomios {pk}k∈N ⊆ R[x] que converge uniformemente en
[−1,1] a la función valor absoluto x 7→ |x|.
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Demostración Sea p0 ∈ R[x] el polinomio constante igual a cero: p0(x) = 0 para todo x ∈ [−1,1].
Definamos inductivamente la sucesión {pk}k∈N ⊆ C ([−1,1]) via la recurrencia:

pk+1(x) = pk(x)+
1
2
(|x|+ pk(x))(|x|− pk(x)) , ∀x ∈ [−1,1], k ∈ N.

No es difícil ver por inducción que efectivamente las funciones x 7→ pk(x) son continua en [−1,1].
Notemos que si para cada x ∈ [−1,1] fijo, la sucesión {pk(x)}k∈N ⊆R converge a fx ∈R, entonces

fx = fx +
1
2
(|x|+ fx)(|x|− fx) .

En particular, tendremos que f 2
x = x2.

Por otra parte, si {pk(x)}k∈N ⊆ R fuese una sucesión creciente para cada x ∈ [−1,1] fijo, entonces
podríamos concluir que {pk}k∈N converge uniformemente en [−1,1] a la función valor absoluto x 7→ |x|;
esto último es gracias al Teorema de Dini.

Notemos que

pk+1(x) = pk(x)+
1
2
(|x|+ pk(x))(|x|− pk(x)) = pk(x)+

1
2
(
x2− p2

k(x)
)
, ∀x ∈ [−1,1], k ∈ N.

Dado que p0(x) = 0 para todo x ∈ [−1,1], no es difícil ver que por construcción, pk ∈ R[x] para todo
k ∈ N.

Fijemos ahora x ∈ [−1,1]. Para concluir bastará probar por inducción que

0≤ pk(x)≤ pk+1(x)≤ |x|, ∀k ∈ N, (6.1)

pues con esto {pk(x)}k∈N ⊆ R será creciente y acotada superiormente, y en consecuencia convergente.
El caso base k = 0 viene de notar que

p0(x) = 0≤ 1
2

x2 = p1(x) =
1
2

x2 ≤ x2 ≤ |x|.

Si (6.1) es válida para k ∈ N, en particular tendremos 0≤ pk+1(x)≤ |x| ≤ 1.
Luego, por un lado tenemos que

pk+2(x)− pk+1(x) =
1
2
(|x|+ pk+1(x))(|x|− pk+1(x))≥ 0

y por otro

pk+2(x)− pk+1(x)=
1
2
(|x|+ pk+1(x))(|x|− pk+1(x))≤

1
2
(|x|+1)(|x|− pk+1(x))≤ |x|− pk+1(x).

Con esto hemos probado que 0≤ pk+1(x)≤ pk+2(x)≤ |x|, y por inducción concluimos. �

6.1 Aproximación de funciones continuas
Ahora veremos algunos resultados intermediarios de aproximación de funciones continuas.

PROPOSICIÓN 12 Supongamos que X⊆ Rn es compacto y no vacío, y que H ⊆ C (X) es un conjunto
que satisface:

1. Para todo h1,h2 ∈ H, tenemos que máx{h1,h2},mı́n{h1,h2} ∈ H.
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2. Dados x,y ∈ X distintos y λ1,λ2 ∈ R existe h ∈ H tal que h(x) = λ1 y h(y) = λ2.
Entonces H es denso en (C (X),‖ · ‖∞), es decir,

∀ f ∈ C (X), ∀ε > 0, ∃h ∈ H tal que ‖ f −h‖∞ ≤ ε.

Demostración Fijemos f ∈ C (X) y ε > 0. Probemos primero que para todo x ∈ X, existe hx ∈ H tal
que

hx(x) = f (x) y hx(y)+ ε > f (y), ∀y ∈ X.

Dado x ∈ X, por la condición (2), para todo y ∈ X \ {x}, existe hy ∈ H tal que hy(x) = f (x) y
hy(y) = f (y). Para cada y ∈ X\{x}, definamos

Oy := {z ∈ X | hy(z)+ ε > f (z)}

Notemos que cada Oy es un conjunto relativamente abierto en X y que

X⊆
⋃

y∈X\{x}
Oy,

pues x,y ∈ Oy. Luego, dado que X es compacto, existen y1, . . . ,ym ∈ X\{x} tales que

X⊆
m⋃

k=1

Oyk .

Definamos ahora hx := máx{hy1 , . . . ,hym}. Usando inductivamente la condición (1), vemos que
hx ∈ H. Además, por un lado tenemos

hx(x) = máx{hy1(x), . . . ,hym(x)}= máx{ f (x), . . . , f (x)}= f (x).

Por otro lado, dado y ∈ X, tenemos que y ∈ Oyk para algún k ∈ {1, . . . ,m} y por lo tanto

hx(y) = máx{hy1(y), . . . ,hym(y)} ≥ hyk(y)> f (y)− ε.

Ahora vamos a construir la función h ∈ H que satisface

h(y)− ε < f (y)< h(y)+ ε, ∀y ∈ X.

Para cada x ∈ X, definamos ahora

Ux := {y ∈ X | hx(y)− ε < f (y)}

con hx ∈ H tal que
hx(x) = f (x) y f (y)< hx(y)+ ε, ∀y ∈ X.

Notemos que cada Ux es un conjunto relativamente abierto en X y que

X⊆
⋃
x∈X

Ux,
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pues x ∈Ux. Nuevamente, dado que X es compacto, existen x1, . . . ,xd ∈ X tales que

X⊆
d⋃

j=1

Ux j .

Definamos finalmente h := mı́n{hx1 , . . . ,hxd}. Usando inductivamente la condición (1), vemos que
hx ∈ H. Dado y ∈ X, tenemos que y ∈Ux j para algún j ∈ {1, . . . ,d} y por lo tanto

h(y) = mı́n{hx1(y), . . . ,hxd (y)} ≤ hx j(y)< f (y)+ ε.

Finalmente, como
f (y)< hx j(y)+ ε, ∀ j = 1, . . . ,d,

concluimos que
f (y)< mı́n{hx1(y), . . . ,hxd (y)}+ ε = h(y)+ ε.

�

Observación
Consideremos el conjunto H = {h : X→ R | h es Lipschitz continua}.
Notemos primero que H es un s.e.v. de C (X) : dados h1,h2 ∈ H, λ ∈ R y x,y ∈ X tenemos

|(h1+λh2)(x)−(h1+λh2)(y)| ≤ |h1(x)−h1(y)|+ |λ ||h2(x)−h2(y)| ≤ (Lh1 + |λ |Lh2)‖x−y‖Rn ,

Notemos también que dada h ∈ H tenemos que |h| ∈ H pues

||h(x)|− |h(y)|| ≤ |h(x)−h(y)| ≤ Lh‖x− y‖Rn , ∀x,y ∈ X.

Finalmente, dado que

máx{h1,h2}=
1
2
(h1 +h2 + |h1−h2|) y mı́n{h1,h2}=

1
2
(h1 +h2−|h1−h2|) ,

podemos concluir que H satisface la condición (1).
El conjunto de las funciones polinomiales restringidas a X:

H = {h : X→ R | ∃p ∈ R[x1, . . . ,xn] tal que h(x) = p(x), ∀x ∈ X}

no satisface la condición (1). En particular, este resultado no nos permite responder la pregunta
puesta al comienzo de la sección, por lo cual debemos buscar un resultado más adecuado al caso
que no interesa estudiar.

6.1.1 Conjuntos separantes de funciones continuas
DEFINICIÓN Diremos que un s.e.v. H ⊆ C (X) es separante si dados x,y ∈ X distintos, existe h ∈ H
tal que h(x) 6= h(y).

Ejemplos
El conjunto H = {h : X→ R | h es Lipschitz continua} es un s.e.v. separante de C (X), pues si
x 6= y, entonces xk 6= yk para algún k = 1, . . . ,n, pero x 7→ xk es Lipschitz continua:

|xk− yk| ≤ ‖x− y‖1 ≤ c‖x− y‖Rn , ∀x,y ∈ X.
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Notemos primero que el conjunto

H = {h : X→ R | ∃p ∈ R[x1, . . . ,xn] tal que h(x) = p(x), ∀x ∈ X}

es un s.e.v. de C (X) pues

p1 +λ p2 ∈ R[x1, . . . ,xn], ∀p1, p2 ∈ R[x1, . . . ,xn], λ ∈ R.

Este s.e.v. es también separante pues la función proyección sobre las coordenas x 7→ xk es un
polinomio para todo k = 1, . . . ,n.

PROPOSICIÓN 13 Supongamos que X⊆ Rn es un subconjunto compacto y no vacío, y que H ⊆ C (X)
es un s.e.v. separante que contiene a las funciones constantes. Entonces H es denso en (C (X),‖ · ‖∞) si
H satisface también:

máx{h1,h2}, mı́n{h1,h2} ∈ H, ∀h1,h2 ∈ H,

Demostración Usaremos la Proposición 12, para esto solo resta probar que la condición (2) de esa
proposición se verifica:

Dados x,y ∈ X distintos y λ1,λ2 ∈ R existe h ∈ H tal que h(x) = λ1 y h(y) = λ2.
Fijemos x,y ∈ X distintos. Dado que H es separante, existe h̃ ∈ H tal que h̃(x) 6= h̃(y).
Definamos la función h : X→ R dada por h(x) = α h̃(x)+β para todo x ∈ X, con α,β ∈ R por

fijar. Dado que H es un s.e.v. y contiene a las funciones constantes, tenemos que h ∈ H.
Por otro lado, dados λ1,λ2 ∈ R, el sistema lineal de 2×2:

α h̃(x)+β = λ1
α h̃(y)+β = λ2

tiene una única solución (el determinante de la matriz representante es h̃(x)− h̃(y) 6= 0).
Tomando α,β ∈ R solución del sistema lineal, vemos que la condición (2) de la Proposición 12 se

verifica. �

Tomando en consideración las observaciones que hemos hecho hasta este punto, la siguiente es una
consecuencia directa de la Proposición 13.

COROLARIO 10 Supongamos que X⊆Rn es un subconjunto compacto y no vacío. Para toda f ∈ C (X)
existe una sucesión de funciones Lipschitz continuas que converge uniformemente a f en X.

6.2 Teorema de Stone-Weierstrass
DEFINICIÓN Diremos que un s.e.v. H ⊆ C (X) es una subálgebra de C (X) si h1 ·h2 ∈ H para todo
h1,h2 ∈ H.

Observación
Si H ⊆ C (X) es una subálgebra, entonces para todo h ∈ H tenemos que h j ∈ H. En particular,
para cualquier polinomio p ∈ R[x] tenemos que p◦h ∈ H pues

p◦h =
m

∑
j=0

a jh j

Notemos que

h1 ·h2 =
1
2
(
(h1 +h2)

2−h2
1−h2

2
)

Luego, un s.e.v. H ⊆ C (X) es una subálgebra si y sólo si h2 ∈ H para todo h ∈ H.
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Ejemplo El conjunto H = {h : X→ R | ∃p ∈ R[x1, . . . ,xn] tal que h(x) = p(x), ∀x ∈ X} es una
subálgebra de C (X) ya que si p ∈ R[x1, . . . ,xn] entonces p2 ∈ R[x1, . . . ,xn].

Observación Dado que R[x1, . . . ,xn] es una subálgebra separante de C (X) que contiene a las
funciones constantes, el Teorema de Stone-Weierstrass que presentaremos a continuación nos permitirá
afirmar que dada f ∈ C (X) y ε > 0, siempre existe p ∈ R[x1, . . . ,xn] tal que ‖ f − p‖∞ ≤ ε .

TEOREMA — Stone-Weierstrass. Supongamos que X⊆Rn es un subconjunto compacto y no vacío. Si
H es una subálgebra separante de C (X) que contiene a las funciones constantes, entonces H es denso
en (C (X),‖ · ‖∞).

Demostración Tenemos que probar que H = C (X). Primero notemos que H también es:
un s.e.v. de C (X), pues dados h,g ∈ H, existen sucesiones {hk}k∈N,{gk}k∈N ⊆ H tales que
hk→ h y gk→ g, luego h+λg ∈ H para todo λ ∈ R pues hk +λgk→ h+λg y hk +λgk ∈ H
para todo k ∈ N.
una subálgebra de C (X), pues dado h ∈ H, existe una sucesión {hk}k∈N ⊆ H tal que hk → h,
luego h2 ∈ H pues h2

k → h2 y h2
k ∈ H para todo k ∈ N.

separante y contiene a las funciones constantes, pues H ⊆ H
Luego, para concluir usaremos la Proposición 13. Para esto es suficiente probar que si h ∈ H,

entonces también |h| ∈ H1 pues ya vimos que

máx{h1,h2}=
1
2
(h1 +h2 + |h1−h2|) y mı́n{h1,h2}=

1
2
(h1 +h2−|h1−h2|) .

Gracias a la Proposición 11, sabemos que existe una sucesión de polinomios {pk}k∈N ⊆ R[x] cuya
restricción al intervalo [−1,1] converge uniformemente a la función t 7→ |t|:

sup
t∈[−1,1]

||t|− pk(t)| → 0

Sea h ∈ H \{0}; si h(x) = 0, entonces también |h(x)|= 0 y la conclusión sería directa.

Definamos la función g =
1
‖h‖∞

h. Luego, siendo H un s.e.v. tenemos que g ∈ H.

Dado que H es una subálgebra de C (X), tenemos que

pk ◦g =
mk

∑
j=0

ak
jg

j ∈ H, ∀k ∈ N.

Por otro lado |g(x)| ≤ 1 para todo x ∈ X. Luego sigue que

1
‖h‖∞

‖|h|−‖h‖∞ pk ◦g‖∞ = ‖|g|− pk ◦g‖∞ = sup
x∈X
||g(x)|− pk(g(x))| ≤ sup

t∈[−1,1]
||t|− pk(t)| → 0

Definiendo gk = ‖h‖∞ pk ◦g, tenemos que gk ∈ H pues H un s.e.v. y gk→ |h| uniformemente en X.
Finalmente, dado que H es cerrado, concluimos que |h| ∈ H. �

A partir de este teorema es fácil ver que (C (X),‖ · ‖∞) es un e.v.n. separable.

PROPOSICIÓN 14 Si X⊆Rn es un subconjunto compacto, entonces (C (X),‖·‖∞) es un e.v.n. separable.
1Dado h ∈ H, existe una sucesión {hk}k∈N ⊆ H tal que hk→ h, y en particular |hk| → |h|. A partir de esto no podemos

concluir que |h| ∈ H, pues para esto necesitaríamos que |hk| ∈ H, lo que es falso para los polinomios por ejemplo.
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Demostración Dada f ∈C (X) y ε > 0, por el Teorema de Stone-Weierstrass, existe p∈R[x1, . . . ,xn]
tal que ‖ f − p‖∞ ≤ ε

2 .
Dado que X es compacto, existe q ∈Q[x1, . . . ,xn] tal que ‖p−q‖∞ ≤ ε

2 .
Siendo Q[x1, . . . ,xn] un conjunto numerable, concluimos lo buscado. �





7. Espacios vectoriales cociente

En esta parte estudiaremos una clase particular de espacios vectoriales, los llamados espacios
vectoriales cociente asociados a un subespacio vectorial. Estudiaremos algunas sus propiedades básicas
y mostraremos una caracterización de su dual topológico.

A lo largo de esta sección M ⊆ E será un s.e.v. de E.

7.1 Espacios Vectoriales Cociente
Comencemos por clarificar algunas nociones de operaciones algebraicas de conjuntos.

Notación Si A,B⊆ E y λ ∈ R, entonces

A+B := {y ∈ E | ∃a ∈ A, ∃b ∈ B tal que y = a+b} y λA := {y ∈ E | ∃a ∈ A, tal que y = λa}.

Dado x ∈ E, escribiremos x+B en vez de {x}+B para simplificar la notación.

Observación Dado que E es un espacio vectorial, el conjunto potencia P(E) también tiene la
estructura de espacio vectorial: dados A,B⊆ E (ie. A,B ∈P(E)) y λ ∈ R tenemos

A+λB := {x ∈ E | ∃a ∈ A, ∃b ∈ B tal que y = a+λb} ∈P(E)

DEFINICIÓN Supongamos que M ⊆ E es un s.e.v. de E. Definimos el espacio vectorial cociente de E
por M como

E/M := {[x]M ∈P(E) | x ∈ E} .
donde [x]M := x+M = {y ∈ E | ∃m ∈M tal que y = x+m} para todo x ∈ E.

Observación Dado que M ⊆ E es un s.e.v. de E tenemos que x ∈ [x]M pues 0 ∈M y también

M+λM = {x+λy ∈ E | x,y ∈M} ⊆M, ∀λ ∈ R.

Además, E/M es efectivamente un espacio vectorial, pues dados x1,x2 ∈ E y λ ∈ R tenemos:
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[x1]M +λ [x2]M ⊆ [x1 +λx2]M ya que

[x1]M +λ [x2]M = x1 +M+λ (x2 +M) = x1 +λx2 +M+λM ⊆ x1 +λx2 +M = [x1 +λx2]M.

[x1 + λx2]M ⊆ [x1]M + λ [x2]M ya que si y ∈ [x1 + λx2]M, tenemos que y = x1 + λx2 +m para
algún m ∈M, luego

y = (x1 +m)+λx2 ∈ x1 +M+λx2 ⊆ [x1]M +λ [x2]M.

Luego,
[x1]M +λ [x2]M = [x1 +λx2]M ∈ E/M.

Además, en este caso el origen en E/M corresponde a 0 = [m]M para todo m ∈M.

Notación Dado M ⊆ E usaremos la notación ∼M para la relación definida en E via la expresión:

x∼My ⇐⇒ x− y ∈M.

Observación Si M es un s.e.v. de E, entonces no es difícil ver que∼M es una relación de equivalencia
en E, pues es

reflexiva: x∼Mx pues x− x = 0 ∈M.
simétrica: x∼My ⇒ y∼Mx pues si x− y ∈M también tenemos que y− x =−(x− y) ∈M.
transitiva: si x∼My e y∼Mz entonces x− z = (x− y)+(y− z) ∈M .

Los conjuntos [x]M = x+M corresponden a las clases de equivalencia asociadas a la relación ∼M

pues
x− y ∈M ⇐⇒∃m ∈M tal que y = x+m.

En otras palabras, E/M = E/∼M.

7.1.1 Norma sobre E/M
Veamos ahora que el espacio cociente E/M se puede dotar de una topología inducida por una

norma apropiada.

PROPOSICIÓN 15 Supongamos que (E,‖ ·‖E) es un e.v.n. y que M ⊆ E es un s.e.v. cerrado de E, luego
(E/M,‖ · ‖E/M) es un e.v.n. con

‖[x]M‖E/M := dist(x,M) = ı́nf
m∈M
‖x−m‖E, ∀x ∈ E.

Demostración Primero notemos que la función [x]M 7→ ‖[x]M‖E/M es una función bien definida
(no depende x), pues dados x,y ∈ E tales que [x]M = [y]M, tenemos que x∼My , usando el cambio de
variables m̃ = m+ y− x tenemos

‖[x]M‖E/M = ı́nf
m∈M
‖x−m‖E = ı́nf

m∈M
‖y− (m+ y− x)‖E = ı́nf

m̃∈M
‖y− m̃‖E = ‖[y]M‖E/M .

Veamos ahora que es una norma: dados x,x1,x2 ∈ E y λ ∈ R\0 tenemos
‖[x]M‖E/M = 0 si y sólo si [x]M = 0, pues tenemos que ‖[x]M‖E/M = 0 es equivalente a dist(x,M)=
0. Dado que M es cerrado, esto equivale a x ∈M; pues [m]M = 0 ∈ E/M para todo m ∈M.
‖λ [x]M‖E/M = |λ |‖[x]M‖E/M, pues λ [x]M = [λx]M y por lo tanto

‖λ [x]M‖E/M = dist(λx,M) = ı́nf
m∈M
‖λx−λm‖E = |λ | ı́nf

m∈M
‖x−m‖E = |λ |dist(x,M).
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‖[x1]M +[x2]M‖E/M ≤ ‖[x1]M‖E/M +‖[x2]M‖E/M ya que [x1]M +[x2]M = [x1 + x2]M y además

dist(x1 + x2,M) = ı́nf
m1,m2∈M

‖x1 + x2− (m1 +m2)‖E ≤ ı́nf
m1∈M

‖x1−m1‖E + ı́nf
m2∈M

‖x2−m2‖E.

�

DEFINICIÓN Si M ⊆ E es un s.e.v. de E, denotaremos por πM : E→ E/M a la proyección canónica
definida por

πM(x) := [x]M, ∀x ∈ E.

Observación La proyección canónica πM : E→ E/M es:
lineal, pues dados x1,x2 ∈ E y λ ∈ R tenemos

πM(x1 +λx2) = [x1 +λx2]M = [x1]M +λ [x2]M = πM(x1)+λπM(x2).

sobreyectiva, pues dado α ∈ E/M existe x ∈ E tal que α = [x]M, es decir, α = πM(x).
Si adicionalmente (E,‖ · ‖E) es un e.v.n. y M es cerrado, entonces

πM : E→ E/M es acotado pues 0 ∈M y por lo tanto

‖πM(x)‖E/M = ‖[x]M‖E/M = dist(x,M)≤ ‖x‖E, ∀x ∈ E.

En particular, ‖πM‖LC(E,E/M) ≤ 1.
Notemos que si M = E, entonces E/M = {0} y en ese caso πM(x) = 0.

Ahora veremos que si M es un s.e.v. propio de E (M 6= E), entonces, ‖πM‖LC(E,E/M) = 1.

LEMA 1 — Riesz. Supongamos que (E,‖ · ‖E) es un e.v.n. y que M ⊆ E es un s.e.v. cerrado y propio de
E. Luego, existe una sucesión {xk}k∈N ⊆ E tal que ‖xk‖E = 1 para todo k ∈ N y dist(xk,M)→ 1. En
particular, ‖πM‖LC(E,E/M) = 1.

Demostración Fijemos y ∈ E\M y tomemos una sucesión {mk}k∈N ⊆M tal que

‖y−mk‖E→ dist(y,M).

Dado que M es cerrado, entonces necesariamente dist(y,M)> 0. De otra forma tendríamos mk→ y,
pero M es cerrado y mk ∈M, con lo cual y ∈M, lo que es absurdo.

Luego ‖y−mk‖E ≥ dist(y,M) > 0. Para concluir, definamos xk =
y−mk

‖y−mk‖E
para cada k ∈ N y

veamos que dist(xk,M)→ 1. Fijemos m ∈M

‖xk−m‖E =

∥∥∥∥ y−mk

‖y−mk‖E
−m

∥∥∥∥
E
=
‖y− (mk +‖y−mk‖Em)‖E

‖y−mk‖E
≥ dist(y,M)

‖y−mk‖E
, ∀k ∈ N.

Tomando ínfimo sobre m ∈M tenemos

1 = ‖xk‖E = ‖xk−0‖E ≥ dist(xk,M)≥ dist(y,M)

‖y−mk‖E
, ∀k ∈ N.

Dado que ‖y−mk‖E→ dist(y,M), obtenemos que dist(xk,M)→ 1.
Finalmente, concluimos notando que dado que

dist(xk,M) = ‖πM(xk)‖E/M ≤ ‖πM‖LC(E,E/M)‖xk‖E ≤ 1, ∀k ∈ N. �
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7.2 Espacio dual de un espacio cociente

Ahora pasaremos a estudiar el espacio dual de un espacio cociente, en particular no interesa
encontrar una caracterización de este espacio dual.

Notación Si (E,‖ · ‖E) es un e.v.n. y M ⊆ E es un s.e.v. cerrado de E, el operador adjunto de la
proyección canónica es el operador lineal continuo π∗M : (E/M)∗→ E∗ que satisface

〈π∗M(`),x〉E∗,E = 〈`,πM(x)〉(E/M)∗,E/M, ∀x ∈ E, ∀` ∈ (E/M)∗.

Observación Supongamos que M es un s.e.v. cerrado y propio de E.
π∗M : (E/M)∗→E∗ es inyectivo, pues ker(π∗M) = im(πM)⊥ (gracias a la Proposición 9) y sabemos
que πM : E→ E/M es sobreyectiva.
‖π∗M‖LC((E/M)∗,E∗) = ‖πM‖LC(E,E/M) = 1.

PROPOSICIÓN 16 Supongamos que (E,‖ ·‖E) es un e.v.n. y que M ⊆ E es un s.e.v. cerrado y propio de
E. Luego, im(π∗M) = M⊥ y π∗M : (E/M)∗→M⊥ es una isometría:

‖π∗M(`)‖E∗ = ‖`‖(E/M)∗ , ∀` ∈ (E/M)∗.

En particular, (E/M)∗ ∼= M⊥.

Demostración Dado que ‖π∗M‖LC((E/M)∗,E∗) = 1, tenemos que

‖π∗M(`)‖E∗ ≤ ‖π
∗
M‖LC((E/M)∗,E∗) ‖`‖(E/M)∗ ≤ ‖`‖(E/M)∗ , ∀` ∈ (E/M)∗.

Por definición del operador adjunto de la proyección canónica tenemos

〈π∗M(`),x〉E∗,E = 〈`,πM(x)〉(E/M)∗,E/M, ∀x ∈ E, ∀` ∈ (E/M)∗.

De esta identidad podemos deducir que π∗M(`) ∈M⊥, puesto que πM(m) = 0 para todo m ∈M.
Con esto obtenemos que im(π∗M)⊆M⊥.
Resta ver que M⊥ ⊆ im(π∗M) y que ‖`‖(E/M)∗ ≤ ‖π∗M(`)‖E∗ para todo ` ∈ (E/M)∗.
Fijemos ξ ∈M⊥, tenemos que probar que existe ` ∈ (E/M)∗ tal que ξ = π∗M(`).
Consideremos el mapeo `ξ : E/M→ R dado por

`ξ (α) = 〈ξ ,x〉E∗,E, para algún x ∈ E tal que α = [x]M.

Este mapeo es efectivamente una función (su imagen está únicamente determinada) pues si x,y ∈ E
son tales que α = [x]M = [y]M, entonces x− y ∈M y dado que ξ ∈M⊥ tenemos que

〈ξ ,x〉E∗,E = 〈ξ ,x− y+ y〉E∗,E = 〈ξ ,x− y〉E∗,E + 〈ξ ,y〉E∗,E = 〈ξ ,y〉E∗,E.

Notemos que si `ξ ∈ (E/M)∗, entonces necesariamente tendríamos que ξ = π∗M(`ξ ) pues

〈π∗M(`ξ ),x〉E∗,E = 〈`ξ ,πM(x)〉(E/M)∗,E/M = 〈ξ ,x〉E∗,E, ∀x ∈ E.

Con esto habríamos probado que M⊥ ⊆ im(π∗M), y por lo tanto tendríamos M⊥ = im(π∗M).
En particular, π∗M : (E/M)∗→M⊥ sería una biyección lineal; recordemos que π∗M es inyectivo.
Veamos que `ξ ∈ (E/M)∗. Notemos que `ξ : E/M→ R es:
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lineal pues si α1 = [x1]M y α2 = [x2]M, entonces tenemos que α1 +λα2 = [x1 +λx2]M, y luego

`ξ (α1 +λα2) = 〈ξ ,x1 +λx2〉E∗,E = 〈ξ ,x1〉E∗,E +λ 〈ξ ,x2〉E∗,E = `ξ (α1)+λ`ξ (α2).

continuo pues dado que ξ ∈M⊥ tenemos que si α = [x]M para x ∈ E entonces

|`ξ (α)|= |〈ξ ,x〉E∗,E|= |〈ξ ,x−m〉E∗,E| ≤ ‖ξ‖E∗‖x−m‖E, ∀m ∈M.

Tomando ínfimo sobre m ∈M tenemos

|`ξ (α)| ≤ ‖ξ‖E∗ dist(x,M) = ‖ξ‖E∗ ‖[x]M‖E/M = ‖ξ‖E∗‖α‖E/M. (7.1)

Esto implica en particular que ‖`ξ‖(E/M)∗ ≤ ‖ξ‖E∗

Por lo tanto ξ = π∗M(`ξ ).
Ahora bien, dado ` ∈ (E/M)∗, tomemos ξ = π∗M(`). En particular, tendremos

π
∗
M(`) = ξ = π

∗
M(`π∗M(`)).

Dado que π∗M es inyectivo, concluimos que `= `π∗M(`). Finalmente, por (7.1) tenemos que

‖`‖(E/M)∗ = ‖`π∗M(`)‖(E/M)∗ ≤ ‖ξ‖E∗ = ‖π∗M(`)‖E∗ , ∀` ∈ (E/M)∗.

Con esto hemos probado π∗M es una isometría entre (E/M)∗ y M⊥. �

7.3 Completitud de un espacio cociente
Para concluir esta sección, veremos que la completitud es una propiedad heredada por espacio

cociente.

PROPOSICIÓN 17 Supongamos que (E,‖·‖E) es un espacio de Banach y que M⊆E es un s.e.v. cerrado
de E, luego (E/M,‖ · ‖E/M) es un espacio de Banach y πM : E→ E/M es una aplicación abierta.

Demostración Sabemos que (E/M,‖·‖E/M) es un e.v.n., luego resta ver la completitud; el hecho que
πM : E→ E/M es una aplicación abierta será una consecuencia directa del Teorema de la Aplicación
Abierta.

Sea {[xk]M}k∈N una sucesión de Cauchy en (E/M,‖ · ‖E/M). Para concluir, bastará probar que la
sucesión tiene al menos una subsucesión convergente.

Consideremos la subsucesión {[xkn ]M}n∈N definida via la recurrencia:

k0 = ı́nf
{

k ∈ N |
∥∥[xi]M− [x j]M

∥∥
E/M < 1, ∀i, j ≥ k

}
kn+1 := ı́nf

k∈N

{
k ≥ kn |

∥∥[xi]M− [x j]M
∥∥

E/M <
1

2n+1 , ∀i, j ≥ k
}
, ∀n ∈ N.

Luego, por construcción tenemos

dist(xkn+1− xkn ,M) =
∥∥[xkn+1 ]M− [xkn ]M

∥∥
E/M <

1
2n+1 , ∀n ∈ N.

Por definición de ínfimo, tenemos que para cada n ∈ N existe mn ∈M tal que

‖xkn+1− xkn−mn‖E <
1

2n+1 .
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Definamos z0 = 0 y zn+1 =
n

∑
j=0

m j para todo n ∈ N. Notemos que zn ∈M para todo n ∈ N.

La sucesión {xkn− zn}n∈N es de Cauchy en E, pues dado n,N ∈ N\{0} tenemos

(xkn− zn)− (xkn+N − zn+N) =

(
n+N−1

∑
j=n

(
xk j − xk j+1

))
− (zn− zn+N) =

(
n+N−1

∑
j=n

(
xk j − xk j+1

))
−

n+N

∑
j=n

m j,

y por lo tanto

‖(xkn− zn)− (xkn+N − zn+N)‖E ≤
n+N−1

∑
j=n
‖xk j+1− xk j −m j‖E <

n+N−1

∑
j=n

1
2 j+1 . (7.2)

Luego, como (E,‖ · ‖E) es un espacio de Banach, existe x̄ ∈ E tal que xkn− zn→ x̄.
Ahora bien, haciendo N→+∞ en (7.2) obtenemos que

‖(xkn− zn)− x̄‖E ≤
∞

∑
j=n

1
2 j+1 .

Finalmente, dado que zn ∈M para todo n ∈ N, tenemos

‖[xkn ]M− [x̄]M‖E/M = dist(xkn− x̄,M)≤ ‖(xkn− zn)− x̄‖E ≤
∞

∑
j=n

1
2 j+1 .

En otras palabras, [xkn ]M → [x̄]M en E/M, y con esto concluimos el resultado pedido. �



8. Espacios vectoriales complejos

Ahora vamos a mostrar la extensión de algunos de los teoremas más importantes que hemos
estudiado hasta el momento al caso de espacios vectoriales complejos.

Notación Denotaremos por C al conjunto de número complejos, y usaremos i para la unidad
imaginaria. Dado λ ∈ C, con λ = a+ ib (donde a,b ∈ R) denotaremos

|λ | su módulo: |λ |=
√

a2 +b2;
λ su conjugado: λ = a− ib;
ℜ(λ ) su parte real: ℜ(λ ) = a;
ℑ(λ ) su parte imaginaria: ℑ(λ ) = b.

Ejemplos Los siguientes son algunos ejemplos de espacios vectoriales complejos que usaremos en el
curso:

C (X;C): el conjunto de funciones f : X→ C continuas, con X un subconjunto compacto no
vacío de Rn o Cn.
`p(C): la colección de sucesiones x = {xk}k∈N ⊆ C tales que

+∞

∑
k=0
|xk|p <+∞ si p ∈ [1,+∞), o bien sup

k∈N
|xk|<+∞ si p =+∞.

Lp
µ(Ω;C): el conjunto de las (clases de equivalencia de) funciones f : Ω→ C tales que ℜ( f ) :

Ω→R e ℑ( f ) : Ω→R son medibles, con (Ω,A ,µ) siendo un espacio de medida, que verifican∫
Ω

| f (x)|p dµ(x)<+∞ si p ∈ [1,+∞), o bien ı́nf
a≥0
{a | | f | ≤ a, c.t.p.}<+∞ si p =+∞.

8.0.1 Espacios de Banach complejos
DEFINICIÓN Supongamos que E es e.v. complejo. Una función ‖ · ‖E : E→ [0,+∞) es una norma si:
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‖x‖E = 0 si y sólo si x = 0;
‖λx‖E = |λ |‖x‖E para todo x ∈ E y λ ∈ C;
‖x+ y‖E ≤ ‖x‖E +‖y‖E para todo x,y ∈ E.

Diremos en este caso que el par (E,‖ · ‖E) es un e.v.n. complejo.

Notación Si E es un e.v. complejo, denotaremos por

ER := {λx ∈ E | λ ∈ R, x ∈ E}

al e.v. real inducido por E. Notemos que como conjuntos E y ER coinciden, pero uno es un e.v. complejo
y el otro real.

Observación (E,‖ · ‖E) es un e.v.n. complejo, entonces (ER,‖ · ‖E) es un e.v.n. real

DEFINICIÓN Diremos que (E,‖·‖E) es un espacio de Banach complejo si (E,dE) es un e.m. completo
para la métrica inducida por la norma:

dE(x,y) := ‖x− y‖E, ∀ x,y ∈ E.

Ejemplos Los siguientes son algunos ejemplos de espacios de Banach complejos que usaremos en el
curso:

C (X;C) con la norma
‖ f‖∞ := máx

x∈X
| f (x)|, ∀ f ∈ C (X;C).

`p(C) con las normas

‖x‖`p :=

(
+∞

∑
k=0
|xk|p

) 1
p

si p ∈ [1,+∞), o bien ‖x‖`∞ := sup
k∈N
|xk|.

Lp
µ(Ω;C) con las normas

‖ f‖Lp
µ

:=
(∫

Ω

| f (x)|p dµ(x)
) 1

p

si p ∈ [1,+∞), o bien ‖ f‖L∞
µ

:= ı́nf
a≥0
{a | | f | ≤ a, c.t.p.}.

8.0.2 Duales topológicos
DEFINICIÓN El dual topológico de un e.v.n. complejo (E,‖ · ‖E) es el conjunto de las funciones
` : E→ C que son

lineales: `(x+λy) = `(x)+λ`(y) para todo x,y ∈ E y λ ∈ C;
continuas: existe c > 0 tal que |`(x)| ≤ c‖x‖E, para todo x ∈ E.

Usaremos igualmente la notación (E,‖ · ‖E)
∗ o E∗ si no hay confusión. La norma dual es

‖`‖E∗ := sup
‖x‖E≤1

|`(x)|, ∀ ` ∈ (E,‖ · ‖E)
∗.

Observación Supongamos que ` : E→ C es un funcional lineal.
Notemos que

`(ix) = i`(x) = i(ℜ(`)(x)+ iℑ(`(x)) =−ℑ(`(x))+ iℜ(`(x)), ∀x ∈ E.

Por lo tanto ℑ(`(x)) =−ℜ(`(ix)). En consecuencia, tenemos

`(x) = ℜ(`(x))− iℜ(`(ix)), ∀x ∈ E.
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ℜ(`) : ER→ R, dado por x 7→ℜ(`)(x) := ℜ(`(x)), es lineal: dados λ ∈ R y x,y ∈ E tenemos

ℜ(`)(x+λy) =ℜ(`(x+λy)) =ℜ(`(x)+λ`(y)) =ℜ(`(x))+λℜ(`(y)) =ℜ(`)(x)+λℜ(`)(y).

Si ` ∈ E∗, el producto dualidad será 〈`,x〉E∗,E = `(x) ∈ C para todo x ∈ E.
También tendremos que ℜ(`) ∈ E∗R pues |ℜ(`)(x)|= |ℜ(`(x))| ≤ |`(x)| para todo x ∈ E.
Además, tenemos que

ℜ(〈`,x〉E∗,E) = 〈ℜ(`),x〉E∗R,ER , ∀x ∈ E.

8.1 Espacios de Hilbert
DEFINICIÓN Supongamos que E es un e.v. complejo. Diremos que una función 〈·, ·〉 : E×E→ C es
un producto interno (también llamado producto escalar) en E si satisface

1. 〈x,y〉= 〈y,x〉 para todo x,y ∈ E.
2. x 7→ 〈x,y〉 es lineal para todo y ∈ E fijo.
3. 〈x,x〉> 0 para todo x ∈ E\{0}.

Observación A partir de la definición de 〈·, ·〉, también se tiene que para todo x,y,z ∈ E y para
cada λ ∈ C:

〈x,y+λ z〉= 〈y+λ z,x〉= 〈y,x〉+λ 〈z,x〉= 〈y,x〉+λ 〈z,x〉= 〈x,y〉+λ 〈x,z〉.

Cuando esto ocurre, se dice que la aplicación y 7→ 〈x,y〉 es sesqui-lineal.
La función 〈·, ·〉ℜ dada por (x,y) 7→ 〈x,y〉ℜ := ℜ(〈x,y〉), es producto interno sobre el e.v. real
ER, pues

1. 〈x,y〉ℜ = ℜ(〈x,y〉) = ℜ

(
〈x,y〉

)
= ℜ(〈y,x〉) = 〈y,x〉ℜ para todo x,y ∈ ER.

2. x 7→ 〈x,y〉R es lineal para todo y ∈ E fijo, pues dados x1,x2 ∈ ER y λ ∈ R tenemos

〈x1+λx2,y〉ℜ =ℜ(〈x1 +λx2,y〉)=ℜ(〈x1,y〉+λ 〈x2,y〉)=ℜ(〈x1,y〉)+λℜ(〈x2,y〉)= 〈x1,y〉ℜ+λ 〈x2,y〉ℜ.

3. 〈x,x〉ℜ = ℜ(〈x,y〉) = 〈x,x〉> 0 para todo x ∈ E\{0}.
La función ‖ · ‖ : E→ [0,+∞) dada por x 7→ ‖x‖ :=

√
〈x,x〉 es una norma en E y sobre ER.

DEFINICIÓN Sea E un e.v. complejo dotado con el producto interno 〈·, ·〉. Diremos que (E,〈·, ·〉) es
un espacio de Hilbert complejo si es un espacio de Banach complejo con la norma inducida por el
producto interno.

En tal caso, denotaremos indistintamente (E,〈·, ·〉) o bien (E,‖ · ‖E).

Observación Si (E,〈·, ·〉) es un espacio de Hilbert complejo, entonces (ER,〈·, ·〉ℜ) es un espacio de
Hilbert real.

Ejemplos Los siguientes son algunos ejemplos de espacios de Hilbert complejos que usaremos en el
curso:

`2(C) con el producto interno

〈x,y〉 :=
+∞

∑
k=0

xkyk.

L2
µ(Ω;C) con el producto interno

〈 f ,g〉 :=
∫

Ω

f (x)g(x) dµ(x)
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TEOREMA — Representación de Riesz. Supongamos que (E,‖·‖E) es un espacio de Hilbert complejo.
Supongamos que ` ∈ E∗, luego existe un único ϕ ∈ E tal que ‖ϕ‖E = ‖`‖E∗ y

〈`,x〉E∗,E = `(x) = 〈x,ϕ〉, ∀ x ∈ E.

Demostración Recordemos que ℜ(`) : ER→ R es lineal continua y que

`(x) = ℜ(`(x))− iℜ(`(ix)), ∀x ∈ E.

Sabemos también que (ER,〈·, ·〉ℜ), con (x,y) 7→ 〈x,y〉ℜ := ℜ(〈x,y〉), es un espacio de Hilbert real.
Luego para concluir basta obtener una representación para ℜ(`).

Por el Teorema de Representación de Riesz, existe ϕR ∈ ER = E tal que

ℜ(`(x)) = ℜ

(
〈x,ϕR〉

)
, ∀ x ∈ ER = E.

Finalmente, la conclusión viene de tomar ϕ = ϕR y notar que

`(x) = ℜ

(
〈x,ϕR〉

)
− iℜ

(
〈ix,ϕR〉

)
= ℜ

(
〈x,ϕR〉

)
+ iℑ

(
〈x,ϕR〉

)
= 〈x,ϕR〉, ∀x ∈ E.

�

8.2 Teoremas de Hahn-Banach

Ahora mostraremos las versiones en el caso complejo de los teoremas de Hahn-Banach. Nos
enfocaremos en los resultados principales. Las extensiones de los corolarios de estos resultados las
dejaremos como ejercicio para el lector.

8.2.1 Versión Analítica
DEFINICIÓN Supongamos que E un e.v. complejo. Diremos que una función p : E→ R es una semi-
norma si satisface:

1. p(x)≥ 0 para todo x ∈ E;
2. p(λx) = |λ |p(x) para todo x ∈ E y λ ∈ C;
3. p(x+ y)≤ p(x)+ p(y) para todo x,y ∈ E.

TEOREMA — Hahn-Banach Analítico, caso complejo. Supongamos que p : E→ R es una semi-
norma. Sean E0 un s.e.v. de E y `0 : E0→ C una función lineal tales que

|`0(x)| ≤ p(x), ∀ x ∈ E0.

Entonces, existe una función lineal ` : E→ C tal que `|E0 = `0 y que verifica

|`(x)| ≤ p(x), ∀ x ∈ E.

Demostración Primero notemos que E0 es un s.e.v. (real) de ER y que `R0 := ℜ(`0) : E0 → R es
lineal y satisface

`R0 (x)≤ |`R0 (x)|= |ℜ(`0(x)| ≤ |`0(x)| ≤ p(x), ∀x ∈ E0.



8.2 Teoremas de Hahn-Banach 55

Dado que p es una semi-norma, es también en particular sublineal (positivamente homogénea y
sub-aditiva). Luego por el Teorema de Hahn-Banach Analítico, tenemos que existe un funcional lineal
`R : ER→ R tal que

`R|E0 = `R0 y `R(x)≤ p(x), ∀x ∈ E = ER.

Consideremos el funcional ` : E→ C definido por `(x) = `R(x)− i`R(ix).
El funcional ` es lineal:

Dados x,y ∈ E, tenemos

`(x+ y) = `R(x+ y)− i`R(ix+ iy) = `R(x)− i`R(ix)+ `R(y)− i`R(iy) = `(x)+ `(y).

si x ∈ E y λ = a+ ib ∈ C, con a,b ∈ R entonces

`(λx) = `R(λx)− i`R(iλx) = `R((a+ ib)x)− i`R(i(a+ ib)x),

y por lo tanto, usando la linealidad de `R (respecto a R), obtenemos

`(λx) = a`R(x)+b`R(ix)− ia`R(ix)+ ib`R(x).

Reordenando vemos que `(λx) = λ`(x), pues

`(λx) = (a+ ib)`R(x)+(b− ia)`R(ix) = (a+ ib)`R(x)− (a+ ib)i`R(ix) = λ`R(x)−λ i`R(ix).

Por otro lado, notemos que `0 = ℜ(`0)+ iℑ(`0) y que ` es una extensión de `0, pues dado x ∈ E0
tenemos

`|E0(x) = `R|E0(x)− i`R|E0(ix) = `R0 (x)− i`R0 (ix) = ℜ(`0(x))− iℜ(`0(ix)) = ℜ(`0(x))+ iℑ(`0(x)).

Dado que ℜ(`(x)) = `R(x), pues `R tiene valores reales, tenemos

ℜ(`(x)) = `R(x)≤ p(x), ∀x ∈ E.

Si λ ∈ C con |λ |= 1, tenemos para todo x ∈ E:

ℜ(λ`(x)) = ℜ(`(λx))≤ p(λx) = |λ |p(x) = p(x).

Finalmente, dado x ∈ E con x 6= 0 y tomemos λ ∈ C con |λ |= 1 tal que |`(x)|= λ`(x).
Sigue que ℜ(λ`(x)) = |`(x)| y por lo tanto |`(x)| ≤ p(x), lo que concluye la demostración. �

8.2.2 Versión Geométrica
DEFINICIÓN Supongamos que (E,‖ · ‖E) es un e.v.n. complejo. Diremos que un conjunto H ⊆ E es un
hiperplano (cerrado) si existe una función lineal (continua) ` : E→ C y α ∈ R tales que

H = {x ∈ E |ℜ(`(x)) = α} .

TEOREMA — Hahn-Banach Geométrico complejo, primera versión. Supongamos que (E,‖ · ‖E)
es un e.v.n. complejo y que A,B⊆ E son dos conjuntos convexos, disjuntos y no vacíos. Si A es abierto,
entonces existe ` ∈ E∗ no nulo tal que

ℜ(〈`,y〉E∗,E)≤ℜ(〈`,x〉E∗,E) , ∀ x ∈ A, ∀ y ∈ B.
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Demostración Notemos que A y B siguen siendo subconjuntos convexos de ER, y además dado que
ER hereda la norma de E, tenemos que A es abierto en el e.v.n. real ER.

Gracias al Teorema de Hahn-Banach Geométrico (primera versión), existe `R ∈ E∗R no nulo tal que

〈`R,y〉E∗R,ER ≤ 〈`
R,x〉E∗R,ER , ∀ x ∈ A, ∀ y ∈ B.

Finalmente, el funcional ` : E→ C definido por `(x) = `R(x)− i`R(ix) cumple las condiciones del
teorema:

ℜ(〈`,y〉E∗,E)≤ℜ(〈`,x〉E∗,E) , ∀ x ∈ A, ∀ y ∈ B.

�

8.3 Teorema de Stone-Weierstrass
DEFINICIÓN Diremos que un s.e.v. H ⊆ C (X;C) es

una subálgebra de C (X;C) si h1 ·h2 ∈ H para todo h1,h2 ∈ H.
separante si dados x,y ∈ X distintos, existe h ∈ H tal que h(x) 6= h(y).
auto-conjugado si h ∈ H para todo h ∈ H, donde x 7→ h(x) := h(x).

TEOREMA — Stone-Weierstrass complejo. Supongamos que X es un subconjunto compacto de
Rn o Cn. Si H ⊆ C (X;C) es una subálgebra separante auto-conjugada que contiene a las funciones
constantes, entonces H es denso en (C (X;C),‖ · ‖∞).

Demostración Asumamos que X⊆ Rn, si no, dado que Cn ∼= R2n, podemos identificar a X con un
compacto de R2n.

Definamos
HR := {h ∈ H | h(x) ∈ R,∀x ∈ X}.

Notemos que HR+ iHR ⊆ H, pues H es un s.e.v. Claramente, HR ⊆ C (X) es un s.e.v., contiene a
las funciones constantes y es una subálgebra de C (X).

Dado que C (X;C) = C (X)+ iC (X), si HR fuese denso en C (X), entonces podríamos concluir el
resultado pues

HR+ iHR ⊆ H ⊆ C (X;C) y HR+ iHR ⊆ C (X)+ iC (X).

Para poder aplicar el Teorema de Stone-Weierstrass a HR falta probar que HR es separante.
Notemos que dado h ∈ H, tenemos que ℜ(h),ℑ(h) ∈ H, esto es gracias a que H es auto-conjugado

ℜ(h(x)) =
1
2

(
h(x)+h(x)

)
y ℑ(h(x)) =

1
2i

(
h(x)−h(x)

)
, ∀x ∈ X.

Dado que ℜ(h(x)),ℑ(h(x)) ∈ R para todo x ∈ X, tenemos también que ℜ(h),ℑ(h) ∈ HR.
Tomemos x,y ∈ X distintos, al ser H separante, existe h ∈ H tal que h(x) 6= h(y).
Esto último es equivalente a

ℜ(h(x)) 6= ℜ(h(y)) o bien ℑ(h(x)) 6= ℑ(h(y)).

Como ℜ(h),ℑ(h) ∈ HR, concluimos que HR es separante.
Luego por el Teorema de Stone-Weierstrass obtenemos que HR es denso en C (X), y con esto

concluimos.
�



9. Problemas de certámenes

9.1 Enunciados
9.1.1 Problema 1 - Certamen 1 - 2019

Sea (E,‖ · ‖E) un e.v.n. y f : E→ R una función dada. Recordemos que el epígrafo de f es el
subconjunto de E×R dado por

epi( f ) = {(x,z) ∈ E×R | f (x)≤ z}.

Diremos que f es:
convexa si epi( f ) es un conjunto convexo de E×R.
semicontinua inferior si epi( f ) es cerrado en E×R para la norma producto usual.

Además, diremos que una función h : E→ R es afín continua si existen ` ∈ E∗ y c ∈ R tales que

h(x) = `(x)+ c, ∀x ∈ E.

El objetivo del problema es demostrar que f es convexa y semicontinua inferior si y sólo si

f (x) = g(x) := sup{h(x) | h : E→ R es afín continua con h≤ f}, ∀x ∈ E. (9.1)

Para ello, proceda como sigue:
a) Asumiendo que la igualdad (9.1) es cierta, demuestre que g es convexa y semicontinua inferior.

Concluya a partir de esto una de la implicancias pedidas.
Asuma de ahora en adelante que f es convexa y semicontinua inferior.

b) Demuestre que para cada (x̄, z̄) ∈ E×R\ epi( f ) existen ` ∈ E∗ y α ∈ R tales que

`(x̄)+ z̄ < α ≤ `(x)+ f (x), ∀x ∈ E.

Concluya a partir de lo anterior que g está bien definida (i.e. g(x) ∈ R, ∀x ∈ E) y que g≤ f .
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c) Demuestre (puede usar la parte anterior) que para todo x̄ ∈ E y ε > 0 existe h : E→ R afín
continua tal que h≤ f y además verifica

f (x̄)− ε < h(x̄).

Obtenga a partir de esto el resultado pedido.

9.1.2 Problema 2 - Certamen 1 - 2019
Sea (E,‖ · ‖E) un e.v.n. y sea σ : E→ R una función dada. Considere el conjunto

D = {` ∈ E∗ | `(x)≤ σ(x), ∀x ∈ E} .

El objetivo del problema es demostrar que σ es sublineal y continua si y sólo si D es convexo,
cerrado, no vacío y acotado, y que además satisface

σ(x) = sup{`(x) | ` ∈ D} , ∀x ∈ E. (9.2)

Para ello, proceda como sigue:
a) Asuma que σ viene dado por (9.2) y que D es un subconjunto convexo, cerrado, no vacío y

acotado de E∗. Demuestre que σ es sublineal y continua en E.
INDICACIÓN:Demuestre primero que σ es continua en x= 0, luego, usando argumentos similares
al caso de funcionales lineal, obtenga la continuidad de σ en todo el espacio E.

En adelante asuma que σ es sublineal y continua en E para probar la otra implicancia.
b) Demuestre que D es no vacío y que (9.2) se verifica.

INDICACIÓN: Tome x0 ∈ E\{0} fijo. Considere el s.e.v. E0 = 〈{x0}〉 y la función `0 : E0→ R
dada por

`0(tx0) = tσ(x0), ∀t ∈ R.
Usando un teorema apropiado concluya el resultado pedido.

c) Pruebe que D es un subconjunto convexo y cerrado de E∗.
d) Usando la continuidad de σ , pruebe que ∃c > 0 tal que |σ(x)| ≤ c para todo x ∈ E con ‖x‖E ≤ 1.

Demuestre, usando lo anterior, que D es acotado.

9.1.3 Problema 3 - Certamen 1 - 2019
Sean (E,‖ ·‖E) y (F,‖ ·‖F) dos espacios de Banach. Sea L ∈L C (E,F) sobreyectiva tal que ker(L)

es de dimensión finita. Sea ‖ · ‖ otra norma en E para la cual existe m > 0 tal que ‖x‖ ≤ m‖x‖E para
todo x ∈ E. Demuestre que existe c > 0 tal que

‖x‖E ≤ c(‖L(x)‖F +‖x‖), ∀x ∈ E. (9.3)

Pruebe esto argumentando por contradicción, siguiendo los siguientes pasos:
a) Pruebe que existe una sucesión {xk}k∈N tal que

‖L(xk)‖F +‖xk‖<
1

k+1
y ‖xk‖E = 1, ∀k ∈ N.

b) Pruebe que existe r > 0 tal que para cada k ∈ N se pueden encontrar yk ∈ E y zk ∈ ker(L) tales
que

xk = yk + zk, con ‖yk‖E <
1

(k+1)r
y lı́m

k→+∞

‖zk‖E = 1.

c) Muestre que ‖zk‖→ 0 si k→+∞ y obtenga una contradicción a partir de esto.
Observación: (E,‖ · ‖) no es necesariamente un espacio de Banach.
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9.1.4 Problema 1 - Certamen 1 - 2020
En este problema (E,‖ · ‖E) será un e.v.n. y M ⊆ E un s.e.v. dado. Asumimos también que E está

dotado de un orden parcial, que denotaremos indistintamente x� y o y� x y que verifica:
(A1) x� y =⇒ x+ z� y+ z para todo x,y,z ∈ E.
(A2) λ ≥ 0 ∧ x� 0 =⇒ λx� 0 para todo λ ∈ R y x ∈ E.
Definamos el conjunto

P := {x ∈ E | x� 0}

y consideremos `0 : M→ R un funcional lineal que verifica `0(x)≥ 0 para todo x ∈M∩P.
a) Supongamos que para todo x ∈ E existe m ∈M tal que x� m.

a) Pruebe que p(x) := ı́nf{`0(y) | y ∈M, y� x} define una función sublineal en E.
b) Pruebe que existe ` : E→ R lineal tal que `|M = `0 y que verifica `(x)≥ 0 para todo x ∈ P.

b) Supongamos que M∩ int(P) 6= /0.
a) Pruebe que para todo x ∈ E existe m ∈M tal que x� m.
b) Pruebe que existe ` ∈ E∗ tal que `|M = `0 y que verifica `(x)≥ 0 para todo x ∈ P.

9.1.5 Problema 2 - Certamen 1 - 2020
En este problema supondremos que (E,‖ · ‖E) es un espacio de Banach.

a) Dados M ⊆ E subconjunto de E y ε > 0, diremos que un conjunto A⊆M es:
una ε-red en M si para cada x ∈M, existe un y ∈ A tal que ‖x− y‖E < ε;
ε-separado en M si ‖x− y‖E ≥ ε para todo x,y ∈ A con x 6= y.

a) Demuestre que un subconjunto ε-separado en M maximal (en el sentido de la inclusión) es
una ε-red en M.

b) Sea N ⊆ E un conjunto ε-separado en BE(0,1) maximal. Demuestre que

BE(0,1− ε)⊆ Conv(N).

b) En esta parte consideraremos E = `2(R), es decir, el espacio de todas las sucesiones x := {xn}n∈N
con términos en R tales que ‖x‖2

E := ∑
∞
n=1 |xn|2 < ∞. Consideremos el conjunto A⊆ E definido

por

A =

{
n

∑
i=1

αi ei

∣∣∣∣∣n ∈ N, αi ∈ R, i = 1, . . . ,n, αn > 0

}
,

con {en}n∈N la base canónica de E y denotemos por B =−A.
a) Pruebe que A y B son dos conjuntos convexos disjuntos, y que no existe un funcional lineal

continuo no nulo que los separe.
INDICACIÓN: Estudie la imagen de A bajo un funcional lineal continuo no nulo.

b) Explique por qué los teoremas de Hahn-Banach geométricos no aplican en este caso.

9.1.6 Problema 2 - Certamen 1 - 2021
Supongamos que (E,‖ · ‖E) y (F,‖ · ‖F) son dos espacios de Banach y A ∈LC(E,F) es tal que

im(A) es cerrado en F. Pruebe que im(A∗) = ker(A)⊥, para ello proceda como sigue:
1. Pruebe que im(A∗)⊆ ker(A)⊥ y que dado ϕ ∈ ker(A)⊥, el mapeo `0 : im(A)→ R que satisface

`0(z) = 〈ϕ,x〉E∗,E, para algún x ∈ E tal que z = A(x),

es efectivamente una función (su imagen está únicamente determinada) y que además es lineal.



60 Capítulo 9. Problemas de certámenes

2. Dado ϕ ∈ ker(A)⊥, pruebe usando el Teorema de la Aplicación Abierta que el funcional `0
dado por el punto anterior es continuo en (im(A),‖ · ‖F).

3. Obtenga el resultado pedido usando el Teorema de Hahn-Banach Analítico (o algún corolario).

9.1.7 Problema 3 - Certamen 1 - 2021
Supongamos que (F,‖ · ‖F) es un e.v.n. y que f : F→ R es una función continua tal que

f (λy1 +(1−λ )y2)≤ λ f (y1)+(1−λ ) f (y2), ∀y1,y2 ∈ F, ∀λ ∈ [0,1].

Consideremos ahora otro e.v.n. (E,‖ ·‖E), un operador A ∈LC(E,F) y x0 ∈ E, tales que existe ϕ ∈ E∗
que verifica

f (A(x0))+ 〈ϕ,x− x0〉E∗,E ≤ f (A(x)), ∀x ∈ E.

Pruebe, usando el Teorema de Hahn-Banach Geométrico, que existe ` ∈ F∗ tal que ϕ = A∗(`) y que
además satisface

f (A(x0))+ 〈`,y−A(x0)〉F∗,F ≤ f (y), ∀y ∈ F.

INDICACIÓN: Pruebe que los siguientes conjuntos son convexos y disjuntos:

A := {(y,z) ∈ F×R | f (y)< z} y B := {(A(x), f (A(x0))+ 〈ϕ,x− x0〉E∗,E) ∈ F×R | x ∈ E} .

9.1.8 Problema 4 - Certamen 1 - 2021
Supongamos que (E,‖ ·‖E) y (F,‖ ·‖F) son dos espacios de Banach. Consideremos dos operadores

lineales T : E→ F y S : F∗→ E∗ que satisfacen

〈`,T (x)〉F∗,F = 〈S(`),x〉E∗,E, ∀x ∈ E, ∀` ∈ F∗.

Pruebe usando el Teorema del Grafo Cerrado que T y S son operadores acotados.

9.1.9 Problema 5 - Certamen 1 - 2021
Previamente demostramos el siguiente resultado:

TEOREMA — Caracterización de sobreyectividad. Supongamos que A ∈LC(E,F) con (E,‖ · ‖E)
y (F,‖ · ‖F) espacios de Banach. Luego A es sobreyectivo si y sólo si existe c > 0 tal que

‖`‖F∗ ≤ c‖A∗(`)‖E∗ , ∀` ∈ F∗.

Ahora probaremos una versión dual de este resultado (que enunciamos, pero no demostramos).
1. Supongamos que A∈LC(E,F) con (E,‖·‖E) y (F,‖·‖F) dos e.v.n. (no necesariamente espacios

de Banach). Demuestre que, si A∗∗ := (A∗)∗ es el operador adjunto de A∗, entonces

‖A∗∗(Jx)‖F∗∗ = ‖A(x)‖F, ∀x ∈ E.

A partir de esto, pruebe que si A∗ es sobreyectivo entonces

∃c > 0 tal que ‖x‖E ≤ c‖A(x)‖F, ∀x ∈ E. (?)

INDICACIÓN: Considere usar el TEOREMA enunciado más arriba en un contexto apropiado.
2. Asumamos ahora que (E,‖ · ‖E) y (F,‖ · ‖F) son espacios de Banach y que (?) se verifica para

algún A ∈LC(E,F). Pruebe que im(A) es cerrado y, usando la Pregunta 2 - Certamen 1 - 2021,
demuestre que A∗ es necesariamente sobreyectivo.
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9.1.10 Problema 6 - Certamen 1 - 2021
Supongamos que X⊆Rn e Y⊆Rm son dos subconjuntos compactos y no vacíos. Dada una función

continua ϕ ∈ C (X×Y), pruebe usando el Teorema de Stone-Weierstrass que existen dos sucesiones
{ fk}k∈N ⊆ C (X) y {gk}k∈N ⊆ C (Y) tales que fk ·gk→ ϕ uniformemente en X×Y.

9.1.11 Problema 2 - Examen - 2021
Supongamos que X ⊆ Rn es un subconjunto compacto y no vacío. Supongamos además que

σ : R→ R es una función continua que satisface

∀µ ∈M(X),

[∫
X

σ(y>x+θ)dµ(x) = 0, ∀y ∈ Rn, θ ∈ R =⇒ µ = 0
]
.

Pruebe que el s.e.v. generado por la familia de funciones{
g : X→ R | g(x) = σ(y>x+θ), ∀x ∈ X, con y ∈ Rn, θ ∈ R

}
es denso de (C (X),‖ · ‖∞).

9.1.12 Problema 3 - Examen - 2021
Supongamos que (E,‖ · ‖E) un e.v.n. y que C ⊆ E es un conjunto no vacío. Definimos el cono de

recesión de C como el siguiente conjunto

C∞ := {d ∈ E | ∃x ∈C tal que x+ td ∈C, ∀t > 0}.

Pruebe que si C es un conjunto convexo, entonces la definición de C∞ no depende de x, es decir, para
todo x ∈C tenemos

C∞ = {d ∈ E | x+ td ∈C, ∀t > 0}.

A partir de esto, muestre que C∞ es conjunto convexo y cerrado.

9.1.13 Problema 4 - Examen - 2021
Supongamos que (E,‖ · ‖E) y (F,‖ · ‖F) son dos espacios de Hilbert y que A ∈LC(E,F) es un

operador sobreyectivo. Demuestre que T = A◦A∗ es biyectivo.

9.2 Soluciones

9.2.1 Problema 1 - Certamen 1 - 2019
a) Notemos que

epi(g) =
⋂

h:E→R
afín continua

con h≤ f

epi(h)

dado que h es continua, epi(h) es cerrado y dado que h es afín, epi(h) es convexo.
Por lo hecho, epi(g) es una intersección de convexos cerrados, lo que implica que epi(g) es
convexo y cerrado. En particular, g es convexa y semicontinua inferior, y en consecuencia f lo
es.
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b) Dado que epi( f ) es un conjunto cerrado, convexo y no vacío de E×R, por el Teorema de
Hahn-Banach Geométrico (Corolario 5) existen (`,s) ∈ (E×R)∗ ∼= E∗×R y α ∈ R tales que

`(x̄)+ sz̄ < α ≤ `(x)+ sz, ∀ (x,z) ∈ epi( f ). (9.4)

Dado que (x̄, z̄) 6∈ epi( f ), necesariamente

f (x̄)> z̄.

Luego, evaluando (9.4) en x = x̄ y z = f (x̄) se obtiene que

s( f (x̄)− z̄)> 0 =⇒ s > 0.

Dividiendo (9.4) por s > 0 y renombrando 1
s ` como ` se obtiene la desigualdad pedida. Notemos

que h(x) = `(−x)+α es afín continua y h≤ f , luego el conjunto

H = {h : E→ R es afín continua con h≤ f}

es no vacío y como por definición

h(x)≤ f (x), ∀ h ∈ H, ∀ x ∈ E

se tiene que el supremo en la definición de g es finito y siempre está acotado superiormente por
f .

c) Notemos que (x̄, f (x̄)− ε) 6∈ epi( f ) para todo ε > 0. Luego por la parte anterior se tiene que
existe ` ∈ E∗ y α ∈ R tal que

`(x̄)+ f (x̄)− ε < α ≤ `(x)+ f (x), ∀ x ∈ E.

Definiendo h(x) = `(−x)+α se obtiene lo pedido.
�

9.2.2 Problema 2 - Certamen 1 - 2019
a) σ es positivamente homogénea pues para todo λ > 0

σ(λx) = sup{`(λx) | ` ∈ D}= λ sup{`(x) | ` ∈ D}

pues cada ` ∈ D es lineal. Además, es sublineal ya que

σ(x+ y) = sup{`(x+ y) | ` ∈ D}= sup{`(x)+ `(y) | ` ∈ D} ≤ σ(x)+σ(y)

Por lo tanto, σ es sublineal. Más aún, como D es no vacío, entonces σ(x)>−∞ y como D es
acotado en E∗, para todo x ∈ E se tiene que

σ(x) = sup{`(x) | ` ∈ D} ≤ sup{‖`‖E∗‖x‖E | ` ∈ D} ≤ sup
`∈D
‖`‖E∗︸ ︷︷ ︸

<+∞

‖x‖E

Dado que σ(0) = 0 (pues σ(0) = λσ(0) para todo λ > 0) tenemos que σ es continua en x = 0.
Ahora bien para todo x,y ∈ E se tiene que σ(x)≤ σ(x− y)+σ(y), con lo cual

σ(x)−σ(y)≤ σ(x− y)≤ c‖x− y‖E.

Intercambiando los roles de x e y se obtiene que

|σ(x)−σ(y)| ≤ c‖x− y‖E

y así, σ es continua.
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b) Siguiendo la indicación, notemos que

`0(tx0) = σ(tx0), si t > 0

`0(tx0) =−σ(−tx0), si t < 0

pero como 0 = σ(tx0− tx0)≤ σ(tx0)+σ(−tx0), entonces

−σ(−tx0)≤ σ(tx0).

Por lo tanto, `0 ≤ σ en E0.
Como σ es sublineal y continua, se tiene que existe ` ∈ E∗ tal que `|E0 = `0 y `≤ σ en E gracias
al Teorema de Hahn-Banach Analítico; notar que |`(x)| ≤ σ(x) para todo x ∈ E. En particular, D
es no vacío, y por lo tanto para todo x ∈ E,

sup{`(x) | ` ∈ D} ≤ σ(x)

Además, `(x0) = `0(x0) = 1σ(x0) = σ(x0), por lo tanto, como x0 ∈ E es arbitrario se concluye
que para todo x ∈ E, sup{`(x) | ` ∈ D}= σ(x).

c) Basta notar que
D =

⋂
x∈E
{` ∈ E∗ | `(x)≤ σ(x)}︸ ︷︷ ︸

cerrado y convexo en E∗

d) Dado que σ es continua en x = 0, se tiene que para todo ε > 0, existe δ > 0 tal que ‖x‖E ≤ δ

implica que
|σ(x)| ≤ ε.

Tomando ε = 1 se tiene que existe δ1 > 0 tal que

|σ(x)| ≤ 1, ∀ x ∈ E con ‖x‖E ≤ δ1.

Si x ∈ E\{0} con ‖x‖E ≤ 1, entonces
δ1x
‖x‖E

∈ B(0,δ1), lo cual implica que∣∣∣∣σ( δ1x
‖x‖E

)∣∣∣∣≤ 1,

y así

|σ(x)| ≤ 1
δ1
‖x‖E ≤

1
δ1

,

de donde tomando c =
1
δ1

se tiene lo pedido.

Finalmente, sea ` ∈ D, entonces

`(x)≤ σ(x) y − `(x)≤ σ(−x),

con lo que
|`(x)| ≤ c, ∀ x ∈ E, con ‖x‖E ≤ 1

de donde
‖`‖E∗ ≤ c, ∀ ` ∈ D.

Por lo tanto, D es acotado.
�
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9.2.3 Problema 3 - Certamen 1 - 2019
a) Supongamos por contradicción que no se satisface (9.3), en particular se tiene que para todo

k ∈ N, existe x̃k ∈ E tal que

(k+1)(‖L(x̃k)‖F +‖x̃k‖)< ‖x̃k‖E, ∀ k ∈ N,

en particular x̃k 6= 0 para todo k ∈ N, luego definiendo xk =
x̃k
‖x̃k‖E

se obtiene lo pedido.
b) Como L es sobreyectivo, por el Teorema de la Aplicación Abierta, existe r > 0 tal que

BF(0,r)⊆ L(BE(0,1)).

Notemos que (k+1)rL(xk) ∈ BF(0,r), luego existe ỹk ∈ BE(0,1) tal que

(k+1)rL(xk) = L(ỹk), ∀ k ∈ N.

Llamando yk =
ỹk

(k+1)r
se tiene que L(xk) = L(yk) con ‖yk‖E <

1
(k+1)r

.

Por otro lado, zk = xk− yk ∈ ker(L) y

|‖xk‖E−‖yk‖E| ≤ ‖zk‖E ≤ ‖xk‖E +‖yk‖E,

lo que implica que ‖zk‖E→ 1.
c) Dado que

‖yk‖ ≤ m‖yk‖E ≤
m

(k+1)r
y ‖xk‖<

1
k+1

, ∀ k ∈ N,

tenemos que ‖zk‖= ‖xk− yk‖ ≤ ‖xk‖+‖yk‖, lo cual implica que

‖zk‖→ 0 y ‖z‖E→ 1, (9.5)

sin embargo, las normas ‖ · ‖ y ‖ · ‖E son equivalentes en ker(L), pues este es un espacio de
dimensión finita. Luego (9.5) no puede ocurrir y por lo tanto obtenemos una contradicción.

9.2.4 Problema 1 - Certamen 1 - 2020
a) 1) Notemos que por hipótesis el conjunto

{m ∈M | m� x} 6= /0, ∀ x ∈ E

Esto implica que p(x)<+∞ para todo x ∈ E. Por otro lado, dado que−x ∈ E, por hipótesis
existe m̃ ∈M tal que −x� m̃. Además, por (A1) se tiene que 0� m̃+ x y posteriormente

−m̃� x.

Sea m ∈M tal que m � x, luego sigue que 0 � m+ m̃ (Por transitividad junto con (A1)).
Dado que `0 es positivo en M∩P y m+ m̃ ∈M∩P, tenemos que `0(m+ m̃) ≥ 0, con lo
cual

`0(m)≥ `0(−m̃), ∀ m ∈M tal que m� x,

de ahí que p(x)≥ `0(−m̃) y por lo tanto p : E→ R es una función bien definida. Veamos
ahora que es sublineal.
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i) Subaditiva. Sean x,y ∈ E y mx,my ∈M tales que

x� mx e y� my

de donde por (A1) se tiene que

x+ y� mx + y y mx + y� mx +my,

de ahí que, por transitividad
x+ y� mx +my

lo cual implica que

p(x+ y)≤ `0(mx +my) = `0(mx)+ `0(my),

tomando ínfimo sobre mx y my se obtiene que

p(x+ y)≤ p(x)+ p(y), ∀ x,y ∈ E

ii) Positivamente homogénea. Sea λ > 0 y x ∈ E. Notemos que por (A2) tenemos que

p(λx) = ı́nf{`0(y) | y ∈M, y� λx}
= ı́nf

{
`0(y) | y ∈M, 1

λ
y� x

}
= ı́nf

{
λ`0

( 1
λ

y
)
| y ∈M, 1

λ
y� x

}
= λ ı́nf

{
`0
( 1

λ
y
)
| y ∈M, 1

λ
y� x

}
Usando un cambio de variables y el hecho de que M es un s.e.v. de E, obtenemos que

ı́nf
{
`0
( 1

λ
y
)
| y ∈M, 1

λ
y� x

}
= p(x)

y así
p(λx) = λ p(x), ∀ λ > 0 y x ∈ E.

2) Notemos que si x∈M, entonces p(x)≤ `0(x). Por otro lado, si y∈M con y� x, entonces por
(A1) tenemos que y−x� 0. Dado que y−x∈M, tenemos que `0(y)−`0(x) = `0(y−x)≥ 0,
lo que implica que

`0(y)≥ `0(x), ∀ y ∈M que verifica y� x,

de donde p(x)≥ `0(x), es decir, p(x) = `0(x) para todo x ∈M. Luego por el Teorema de
Hahn-Banach Analítico, existe ` : E→ R lineal tal que `(x) ≤ p(x) para todo x ∈ E con
`|M = `0. Resta ver que ` es positivo en P. Sea x ∈ P, luego, teniendo en cuenta (A1) se
sigue que

`(−x)≤ p(−x) = ı́nf{`0(y) | y ∈M,y�−x}= ı́nf{`0(y) | y ∈M,y+x� 0} ≤ `0(0) = 0.

Por lo tanto `(x) =−`(−x)≥ 0
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b) 1) Sea x0 ∈M∩ int(P), luego, existe r > 0 tal que

B(x0,r)⊆ P.

Sea x ∈ E\M (si x ∈M, basta tomar m = x), sigue que

x0−
r
2

(x− x0)

‖x− x0‖E
∈ B(x0,r)

pues ‖x− x0‖E > 0 pues x0 ∈M. De ahí que

x0−
r
2

(x− x0)

‖x− x0‖E
� 0

y por (A2) se tiene que (
2‖x− x0‖E

r
+1
)

x0− x� 0 (9.6)

y de (A1) se sigue que (
2‖x− x0‖E

r
+1
)

x0 � x.

Dado que x0 ∈M y M es un s.e.v. tenemos que m =

(
2‖x− x0‖E

r
+1
)

x0 ∈M y m� x.

2) Combinando a)2) y b)1) tenemos que existe ` : E→R lineal, positiva en P tal que `|M = `0.
Para concluir resta ver la continuidad de `. Notemos que por (9.6) tenemos que para todo
x ∈ E

`(x− x0)≤ `

(
2‖x− x0‖E

r
x0

)
=

2`(x0)

r
‖x− x0‖E.

Por lo tanto, ` es continua en x0, luego ` es continua, es decir, ` ∈ E∗.
�

9.2.5 Problema 2 - Certamen 1 - 2020
a) 1) Veamos que si A⊆M es ε-separado maximal, entonces A es una ε-red en M. En efecto,

razonemos por contradicción. Supongamos que A no es una ε-red en M, entonces existe
x̃ ∈M tal que para todo y ∈ A

‖x̃− y‖E ≥ ε,

luego Ã = A∪{x̃} es ε-separado lo cual contradice la maximalidad de A
2) Sea N ⊆ E ε-separado maximal en BE(0,1), veremos que BE(0,1− ε) ⊆ conv(N). En

efecto, por contradicción, supongamos que existe x ∈ BE(0,1− ε)\ conv(N). Luego por el
Teorema de Hahn-Banach Geométrico (Corolario 5), existe f ∈ E∗ \{0} tal que

f (y)< f (x), ∀ y ∈ conv(N)

y sin perdida de generalidad podemos considerar ‖ f‖E∗ = 1. Tomando supremo sobre la
desigualdad anterior,

sup
w∈N

f (w) = sup
w∈conv(N)

f (w)< f (x)
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Como ‖ f‖E∗ = 1, entonces para δ > 0, existe y ∈ BE(0,1) tal que f (y)> 1−δ . Además,
como N es maximal (en el sentido de la inclusión) entonces por a)1), N es una ε-red, de
donde existe z ∈ N tal que

ε > ‖y− z‖ ≥ f (y)− f (z).

Luego,
sup
w∈N

f (w)≥ f (z)> f (y)− ε > 1−δ − ε,

de esta desigualdad se tiene para todo δ > 0, luego tomando δ → 0

1− ε ≤ sup
w∈N

f (w)< f (x)< ‖x‖ ≤ 1− ε

y se tiene una contradicción.
b) 1) Primero veamos que A,B son convexos disjuntos. Claramente A es convexo, en efecto sean

x1 =
n1

∑
i=1

α
1
i ei, x2 =

n2

∑
i=1

α
2
i ei,

y sea λ ∈ [0,1], luego (sin perder generalidad n1 ≥ n2 y consideramos α2
i = 0 para los

índices i > n2)

xλ = λx1 +(1−λ )x2

= λ

n1

∑
i=1

α
1
i ei +(1−λ )

n2

∑
i=1

α
2
i ei

=
n1

∑
i=1

(
λα

1
i +(1−λ )α2

i
)︸ ︷︷ ︸

∈R ∀ i=1,...,n1

ei

y para i = n1 se tiene que λα1
n1
+(1−λ )α2

n1
= λα1

n1
> 0 (en caso de que n1 = n2 también

se tiene que λα1
n1
+(1−λ )α2

n1
> 0). Por lo tanto xλ ∈ A.

Claramente A y B son disjuntos, puesto que si existiese x̃ ∈ A∩B, entonces αn > 0 y αn < 0
lo que sería una contradicción.
Ahora veamos que no existe funcional lineal continuo no nulo que los separe. En efecto,
razonemos por contradicción. Sea x∗ ∈ E∗ \ {0}. Veamos que x∗(A) = R. Como x∗ 6= 0,
existe un k0 ∈ N tal que x∗(ek0) 6= 0. Luego, para t ∈ R, xt := tek0 + ek0+1 ∈ A (pues
α

xt
k0+1 = 1 > 0) y, por lo tanto

x∗(xt) = x∗(tek0 + ek0+1) ∈ x∗(A).

Luego tx∗(ek0)+ x∗(ek0+1) ∈ x∗(A) para todo t ∈ R. Pero como A es convexo, entonces
x∗(A)⊆R es convexo en R y usando que x∗(ek0) 6= 0, tomando t↗+∞ y t↘−∞ se tiene
que x∗(A) es no acotado, con lo cual x∗(A) = R. Luego, x∗(A) = x∗(B) = R y por lo tanto
no existe un funcional lineal continuo que los separe.

2) El Teorema de Hahn-Banach Geométrico es no aplicable en este caso, ya que int(A) = /0.
Basta considerar cualquier punto x0 en A, y ver que para cualquier bola B(x0,δ ) uno puede
construir una sucesión de puntos con αx0

n ↘ 0, y luego B(x0,δ ) 6⊆ A lo cual implica que
int(A) = /0.
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9.2.6 Problema 2 - Certamen 1 - 2021
1. Veamos primero que im(A∗)⊆ ker(A)⊥. Sea ϕ ∈ im(A∗), entonces existe `∈F∗ tal que ϕ ≡A∗(`).

Por la definición de operador adjunto tenemos que

〈ϕ,x〉E∗,E = 〈A∗(`),x〉E∗,E = 〈`,A(x)〉F∗,F, ∀x ∈ E.

Notemos que si x ∈ ker(A), entonces

〈ϕ,x〉E∗,E = 〈`,0〉F∗,F = 0,

con lo cual se concluye ϕ ∈ ker(A)⊥.
Tomemos ahora ϕ ∈ ker(A)⊥ y un mapeo `0 : im(A)→ R que satisface

`0(A(x)) = 〈ϕ,x〉E∗,E, ∀x ∈ E.

Notemos lo siguiente: si x,y ∈ E son tales que A(x) = A(y), entonces x− y ∈ ker(A), con lo cual

〈ϕ,x− y〉E∗,E = 0,

y por ende

`0(A(x)) = 〈ϕ,x〉E∗,E = 〈ϕ,x− y+ y〉E∗,E
= 〈ϕ,x− y〉E∗,E + 〈ϕ,y〉E∗,E = `0(A(y)).

Por lo tanto, para todo z ∈ im(A), `0(z) no depende del representante x ∈ E que cumpla z = A(x),
y se concluye que `0 está únicamente determinado.
Por último, sean z1,z2 ∈ im(A) y λ ∈ R. Existen x1,x2 ∈ E tales que z1 = A(x1) y z2 = A(x2),
con lo cual

`0(z1 +λ z2) = `0(A(x1)+λA(x2)) = `0(A(x1 +λx2)) = 〈ϕ,x1 +λx2〉E∗,E

=⇒ `0(z1 +λ z2) = 〈ϕ,x1〉E∗,E +λ 〈ϕ,x2〉E∗,E
= `0(A(x1))+λ`0(A(x2)) = `0(z1)+λ`0(z2).

2. En el ítem anterior vimos que `0 es lineal, con lo cual basta con encontrar c > 0 tal que

|`0(z)| ≤ c ‖z‖F, z ∈ im(A)\{0}.

Note que im(A) es sub-espacio vectorial cerrado de (F,‖ · ‖F), que es un espacio de Banach.
Luego, (im(A),‖ · ‖F) también es un espacio de Banach. Como (E,‖ · ‖E) es un espacio de
Banach y A : E→ im(A) es sobreyectiva (por definición), existe r > 0 tal que

Bim(A)(0,r)⊆ A(BE(0,1)).

Sea z ∈ im(A)\{0}, luego

|`0(z)|=
2‖z‖F

r

∣∣∣∣ `0

(
r

2‖z‖F
z
) ∣∣∣∣= 2‖z‖F

r
|`0(A(b))|,
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para algún b ∈ BE(0,1) que sabemos existe pues
r z

2‖z‖F
∈ Bim(A)(0,r).

Por lo tanto,

|`0(z)|=
2
r
‖z‖F |`0(A(b))|=

2
r
‖z‖F |〈ϕ,b〉E∗,E|

≤ 2
r
‖z‖F‖ϕ‖E∗‖b‖E ≤

2
r
‖ϕ‖E∗‖z‖F,

con lo cual, basta tomar c =
2
r
‖ϕ‖E∗ (que no depende de z) y se concluye.

3. Dado que im(A) es un sub-espacio vectorial de F, y `0 es lineal continua, por el Teorema de
Hahn-Banach analítico (Corolario 1), existe ` ∈ F∗ tal que `|im(A) = `0.
Finalmente, por definición de operador adjunto tenemos que

〈A∗(`),x〉E∗,E = 〈`,A(x)〉F∗,F = `(A(x)) = `|im(A)(A(x))

= `0(A(x)) = 〈ϕ,x〉E∗,E

para todo x ∈ E. Por lo tanto,

〈A∗(`),x〉E∗,E = 〈ϕ,x〉E∗,E, ∀x ∈ E

y por ende ϕ = A∗(`), con lo cual se concluye ϕ ∈ im(A∗)

9.2.7 Problema 3 - Certamen 1 - 2021
Probemos la indicación.

A es convexo : Sean (x1,z1),(x2,z2) ∈ A y λ ∈ [0,1]. Luego

f (λx1 +(1−λ )x2)≤ λ f (x1)+(1−λ ) f (x2)

< λ z1 +(1−λ )z2,

por lo cual,

(λx1 +(1−λ )z2, λ z1 +(1−λ )z2) = λ (x1, z1)+(1−λ )(x2, z2) ∈ A.

B es convexo : Sean x1,x2 ∈ E y λ ∈ [0,1]. Luego

A(λx1 +(1−λ )x2) = λA(x1)+(1−λ )A(x2),

y también

f (A(x0))+ 〈ϕ,λx1 +(1−λ )x2− x0〉E∗,E
= f (A(x0))+λ 〈ϕ,x1− x0〉E∗,E +(1−λ )〈ϕ,x2− x0〉E∗,E
= λ ( f (A(x0))+ 〈ϕ,x1− x0〉E∗,E)+(1−λ )( f (A(x0))+ 〈ϕ,x2− x0〉E∗,E)

de lo cual se concluye directamente que B es convexo.
Notemos que A es abierto y no vacío pues f es continua. Además, B es no vacío por construcción. Falta
ver que A∩B = /0, para lo cual supongamos que existe y ∈ A∩B. Luego, f (y)< z y existe x ∈ E tal que

y = A(x) y z = f (A(x0))+ 〈ϕ,x− x0〉E∗,E,
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lo cual implica
f (A(x))< f (A(x0))+ 〈ϕ,x− x0〉E∗,E

y por lo tanto se tiene una contradicción. Se concluye entonces que A∩B = /0.
Luego, por Teorema de Hahn-Banach geométrico (primera versión), existe −L ∈ (F×R)∗ no nula

tal que
L(y,z)≤ L(A(x) , f (A(x0))+ 〈ϕ,x− x0〉E∗,E) , ∀(y,z) ∈ A, ∀x ∈ E. (9.7)

Notemos que
L(y,z) = L(y,0)+ z L(0,1), ∀y ∈ E, ∀z ∈ R.

Denotemos por ` := L(·,0) y por r := L(0,1). Luego, (9.7) puede escribirse como

`(y)+ rz≤ `(A(x))+ r ( f (A(x0))+ 〈ϕ,x− x0〉E∗,E) ∀x ∈ E, ∀(y,z) ∈ A. (9.8)

Dado que f (y)< z para todo (y,z) ∈ A, podemos acotar la desigualdad anterior por abajo y obtenemos

`(y−A(x))≤ r( f (A(x0))+ 〈ϕ,x− x0〉E∗,E− f (y)), ∀x ∈ E, ∀y ∈ F. (9.9)

Evaluando (9.8) en x = x0, y = A(x0) y z = f (A(x0)+1 obtenemos que r ≤ 0.
Veamos que r 6= 0. Si r = 0, entonces

`(y)≤ `(A(x)), ∀x ∈ E,∀y ∈ F

y evaluando en x = x0 se tiene `(y)≤ `(A(x)), para todo y ∈ F. Lo cual tiene como consecuencia que
`≡ 0, pues de no ser así existiría ȳ ∈ F tal que `(ȳ)> 0 (s.p.g.), con lo cual

t`(ȳ) = `(t ȳ)≤ `(A(x0)), ∀t > 0,

y se tendría entonces `(A(x0)) = +∞, lo cual es una contradicción.
Por lo tanto, `≡ 0, lo cual no es posible y por ende se debe tener r < 0.
Reescalando se puede asumir r =−1, con lo cual (9.9) quedaría

`(y−A(x))≤ f (y)− ( f (A(x0))+ 〈ϕ,x− x0〉E∗,E) , ∀x ∈ E, ∀y ∈ F

y evaluando en x = x0 obtenemos

f (A(x0))+ `(y−A(x0))≤ f (y), ∀y ∈ F.

Notemos que por la continuidad de L, ` también es continua, por lo cual ` ∈ F∗.
Resta ver que ϕ = A∗(`). Evaluando la desigualdad anterior en y = A(x0), x = x̃+ x0, tenemos que

−`(A(x̃))≤ 〈ϕ, x̃〉E∗,E, ∀x̃ ∈ E

⇐⇒ 〈ϕ, x̃〉E∗,E ≤ 〈`,A(x̃)〉F∗,F, ∀x̃ ∈ E.

Reemplazando x̃ por −x se tiene la desigualdad contraria y en conclusión

〈ϕ, x̃〉E∗,E = 〈`,A(x̃)〉F∗,F, ∀x̃ ∈ E,

por lo que finalmente se obtiene ϕ = A∗(`).
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9.2.8 Problema 4 - Certamen 1 - 2021
Veamos que

gr(T ) = {(x,T (x)) ∈ E×F | x ∈ E}

es cerrado en E×F, con lo cual será posible concluir directamente del Teorema del Grafo Cerrado
que T es acotado ya que E y F son espacios de Banach. Sea {(xk,T (xk))}k∈N sucesión convergente a
(x̄, ȳ) ∈ E×F. Note que

〈`,T (xk)〉F∗,F = 〈S(`),xk〉E∗,E, ∀` ∈ F∗

y tomando límite con k→+∞ se obtiene

〈`, ȳ〉F∗,F = 〈S(`), x̄〉E∗,E = 〈`,T (x̄)〉F∗,F, ∀` ∈ F∗.

Por lo tanto,
ȳ−T (x̄) ∈ (F∗)⊥ = {0}

y por ende ȳ = T (x̄), con lo cual se concluye que G(T ) es cerrado.
Luego, T es continuo y por ende acotado.
Dado que T ∈LC(E,F), su operador adjunto T ∗ ∈LC(F∗,E∗) está únicamente determinado y

satisface la ecuación

〈T ∗`,x〉E∗,E = 〈`,T (x)〉F∗,F = 〈S(`),x〉E∗,E, ∀x ∈ E, ∀` ∈ F∗.

Por lo tanto, S≡ T ∗ y se obtiene S ∈LC(F∗,E∗) con lo cual es acotado.

9.2.9 Problema 5 - Certamen 1 - 2021
1. Notemos que

‖A∗∗(Jx)‖F∗∗ = sup
‖`‖F∗≤1

|〈A∗∗(Jx), `〉F∗∗,F∗ |= sup
‖`‖F∗≤1

|〈Jx,A∗(`)〉E∗∗,E∗ | ,

pero
〈Jx,A∗(`)〉E∗∗,E = 〈A∗(`),x〉E∗,E = 〈`,A(x)〉F∗,F,

por lo tanto
‖A∗∗(Jx)‖F∗∗ = sup

‖`‖F∗≤1
|〈`,A(x)〉F∗,F|= ‖A(x)‖F,

donde la última igualdad es gracias al Teorema de Hahn-Banach analítico (Corolario 4). Por otra
parte, los espacios E∗ y F∗ son de Banach (incluso si E y F son e.v.n.).
Luego, usando el Teorema con A∗ en lugar de A, tenemos que A∗ es sobreyectiva si y sólo si
∃ c > 0 tal que ‖ϕ‖E∗∗ ≤ c‖A∗∗(ϕ)‖F∗∗ para todo ϕ ∈ E∗∗.
Por lo tanto, si A∗ es sobreyectiva, tenemos que ∃ c > 0 tal que

‖Jx‖E∗∗ ≤ c‖A∗∗(Jx)‖F∗ , ∀x ∈ E,

pues Jx ∈ E∗∗, para todo x ∈ E. Finalmente, considerando la igualdad de normas obtenida
anteriormente se concluye

‖x‖E = ‖Jx‖E∗∗ ≤ c‖A(x)‖E, ∀x ∈ E.
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2. Tenemos que ∃ c > 0 tal que ‖x‖E ≤ c‖A(x)‖F, para todo x ∈ E. Veremos que im(A) es cerrado,
para lo cual sea {A(xk)}k∈N ⊆ im(A) tal que A(xk)−→ ȳ.
Se tendrá entonces que

‖xk− x j‖E ≤ ‖A(xk)−A(x j)‖F, ∀k, j ∈ N.

Como {A(xk)}k∈N es convergente, en particular es de Cauchy y por ende {xk}k∈N también lo es.
Como E es un espacio de Banach, entonces {xk}k∈N converge a algún x̄ ∈ E, y por continuidad
de A

A(xk)−→ A(x̄) =⇒ ȳ = A(x̄),

con lo cual, im(A) es cerrado.
Finalmente, como im(A) es cerrado, por P2 se tiene que im(A∗) = ker(A)⊥. Notemos que
ker(A) = {0} pues si x ∈ ker(A) entonces

‖x‖E ≤ c‖A(x)‖F = 0

con lo cual x = 0. Se concluye entonces que im(A∗) = ker(A)⊥ = {0}⊥ = E∗ y por ende A∗ es
sobreyectiva.

9.2.10 Problema 6 - Certamen 1 - 2021
Sea H = {h∈C (X×Y) | ∃ f ∈C (X), g∈C (Y) tales que h = f ·g}. Es fácil ver que H contiene

a las funciones constantes. Además, es un álgebra puesto que

( f1 ·g1) · ( f2 ·g2) = ( f1 · f2) · (g1 ·g2),

para todo f1, f2 ∈ C (X) y g1,g2 ∈ C (Y), y por álgebra de funciones continuas se tiene que

f1 · f2 ∈ C (X) y g1 ·g2 ∈ C (Y).

H también es separante, pues dados (x1,y1),(x2,y2) ∈ X×Y distintos, se tendrá que x1 6= x2 o bien
y1 6= y2. Para el primer caso tomamos

h(x,y) = ‖x1− x‖X

y en el segundo
h(x,y) = ‖y1− y‖Y

y se tendrá que h(x1,y1) = 0 < h(x2,y2). Finalmente, la conclusión viene del Teorema de Stone-
Weiertrass ya que X×Y es compacto no vacÃo de Rn×Rm y por ende H será denso en C (X×Y).

9.2.11 Problema 2 - Examen - 2021
Dado que σ es una función continua, por definición, es fácil ver que F es un s.e.v. de C (X).

Supongamos por contradicción que F no es denso en (C (X),‖ · ‖∞). Luego, por el Teorema de Hahn-
Banach Geométrico (Corolario 7) y el Teorema de Riesz-Radon tenemos que existe µ ∈M(X)\{0} tal
que

n

∑
k=1

αk

∫
X

σ(y>k x+θk)dµ(x) = 0, ∀α1, . . . ,αn ∈ R, ∀θ1, . . . ,θn ∈ R, ∀y1, . . . ,yn ∈ Rn.
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En particular, esto implica que∫
X

σ(y>x+θ)dµ(x) = 0, ∀θ ∈ R, ∀y ∈ Rn.

Luego, por la hipótesis sobre σ , tenemos que µ = 0, lo que no puede ser. Por lo tanto F debe ser denso
en (C (X),‖ · ‖∞).

9.2.12 Problema 3 - Examen - 2021
Fijemos x̄ ∈C arbitrario y definamos

D(x̄) = {d ∈ E | x̄+ td ∈C, ∀t > 0}=
⋂
t>0

{d ∈ E | x̄+ td ∈C}.

Claramente D(x̄) es un conjunto convexo y cerrado, pues es la intersección arbitraria de conjuntos
convexos y cerrados de la forma {d ∈ E | x̄+ td ∈C}; dado que C es un conjunto convexo, tenemos
que C también es un conjuntos convexo.

Además, es directo verificar que si d ∈ D(x̄), entonces d ∈C∞. Luego, para concluir sólo debemos
probar la inclusión C∞ ⊆ D(x̄).

Sea d ∈ C∞ y supongamos d 6∈ D(x̄), esto implica que ∃t > 0 tal que x̄+ td 6∈ C. Luego, por el
Teorema de Hahn Banach Geométrico (segunda versión) existen ` ∈ E∗ \{0} y α ∈ R tal que

〈`, x̄+ td〉E∗,E∗ < α < 〈`,x〉E∗,E∗ , ∀x ∈C.

Evaluando en x = x̄ obtenemos

〈`,d〉< 0

Por otro lado, como d ∈C∞ , ∃x0 ∈C tal que

x0 + td ∈C, ∀t > 0.

En particular, 〈`,x0〉> α y tomando t0 =
α−〈`,x0〉
〈`,d〉

tenemos que x0 + t0d ∈C. Sin embargo,

〈`,x0 + t0d〉= 〈`,x0〉+ t0〈`,d〉= α,

lo que no puede ser. Luego, necesariamente d ∈ D(x̄) y por lo tanto C∞ = D(x̄).

9.2.13 Problema 4 - Examen - 2021
Denotemos por 〈·, ·〉E y 〈·, ·〉F los productos internos de E y F, respectivamente. Además, en

adelante hacemos la identificación E∗ = E y F∗ = F.
Dado que A es sobreyectivo, gracias al Teorema de la Aplicación Abierta, tenemos que existe c > 0

tal que ‖y‖F ≤ c‖A∗(y)‖E para todo y ∈ F.

c2‖y‖2
F ≤ ‖A∗(y)‖2

F = 〈A∗(y),A∗(y)〉E = 〈y,A◦A∗(y)〉F ≤ ‖y‖F‖T (y)‖F, ∀y ∈ F.

Esto implica que ‖T (y)‖F ≥ c‖y‖F para todo y ∈ F, y en particular T es un operador inyectivo.
Por otro lado, T es autoadjunta, pues A∗∗ = A y por lo tanto, cualquiera sean x,y ∈ F tenemos

〈(A◦A∗)∗(y),x〉F = 〈y,A◦A∗(x)〉F = 〈y,A∗∗◦A∗(x)〉F = 〈A∗(y),A∗(x)〉E = 〈A∗∗◦A∗(y),x〉F = 〈T (y),x〉F.

Luego sigue que ‖T ∗(y)‖F ≥ c‖y‖F para todo y ∈ F. Luego, por teorema visto en clases tenemos
que T es un operador abierto, y por lo tanto sobreyectivo.
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10. Introducción a topologías débiles

Comenzaremos esta segunda parte del curso introduciendo en general la noción de una topología
débil generada a partir de una familia de conjuntos.

10.1 Motivación
Consideremos el siguiente resultado que entrega condiciones necesarias para que la bola unitaria

cerrada en un e.v.n. sea un conjunto compacto.

TEOREMA — Riesz. Supongamos que (E,‖ ·‖E) es un e.v.n. y que BE(0,1) es compacta, entonces E es
de dimensión finita.

Demostración Supongamos por contradicción que E es un espacio vectorial de dimensión infinita.
Luego existe {Ek}k∈N una familia de s.e.v. de E tal que

Ek ⊆ Ek+1, con dim(Ek) = k, ∀k ∈ N.

Dado que cada Ek es también un s.e.v. propio de Ek+1, por el Lema de Riesz existe una sucesión
{xk}k∈N tal que

‖xk‖E = 1, xk ∈ Ek+1 y dist(xk,Ek)≥
1
2
, ∀k ∈ N.

Dado que xk ∈ Ek+1 ⊆ Ek+ j+1 para todo k, j ∈ N, tenemos que

‖xk+ j+1− xk‖E ≥ dist(xk+ j+1,Ek+ j+1)≥
1
2
, ∀k, j ∈ N.

Esto implica, que la sucesión {xk}k∈N no puede tener subsucesiones convergentes.
Por otro lado, el conjunto BE(0,1) es secuencialmente compacto, pues es compacto y (E,‖ · ‖E) es

un e.v.n. Luego, como {xk}k∈N ⊆ BE(0,1) obtenemos una contradicción. �
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Observación En vista del resultado anterior tenemos que si E es de dimensión infinita y K ⊆ E es
cerrado y acotado.

K no es necesariamente compacto para la topología de la norma.
Para que K sea compacto (respecto alguna topología T ), necesitamos que T ⊆ TdE , pues
mientras menos abiertos tenga una topología, más fácil es que un conjunto sea compacto.

Por ejemplo, si consideramos la topología trivial Ttriv = { /0,E}, entonces todo subconjunto de E es
compacto. Cabe entonces preguntarse entonces ¿por qué no usar la topología trivial? La respuesta es
que en este caso el dual topológico se vuelve irrelevante con esta topología:

` : (E,Ttriv)→ (R,TR) es continua =⇒ ` es una función constante

pues `−1({λ}) debe ser cerrado para todo λ ∈ R y los únicos conjuntos cerrados en Ttriv son /0 y E.

Observación Para que el dual topológico no pierda relevancia, necesitamos una topología T que:
cumpla

` ∈ (E,‖ · ‖E)
∗ =⇒ ` : (E,T )→ (R,TR) es continua

contenga al menos los conjuntos de la forma

`−1(A) := {x ∈ E | 〈`,x〉E∗,E ∈ A}, ∀` ∈ E∗, ∀A⊆ R abierto (A ∈TR).

10.2 Topología débil inducida por subconjuntos

DEFINICIÓN Supongamos que X es un conjunto. La topología débil inducida por una familia de
subconjuntos S ⊆P(X) es la topología menos fina (con menos abiertos) que contiene a la colección
de conjuntos S :

σ (S ) :=
⋂
{T |T es una topología en X tal que S ⊆T }.

Observación
Notemos que la colección de topologías que contienen a S es no vacía pues S ⊆Tdisc.
σ (S ) es efectivamente una topología sobre X:

• Supongamos que {Ti}i∈I es la colección de todas las topologías que contienen a S , luego
σ (S ) =

⋂
i∈I

Ti.

• Dado que /0,X ∈Ti para todo i ∈ I, entonces necesariamente /0,X ∈ σ (S ).
• Dados A,B ∈ σ (S ), tenemos que A,B ∈Ti para todo i ∈ I.

Cada Ti es una topología, por lo tanto A∩B ∈ Ti para todo i ∈ I, y en consecuencia
A∩B ∈ σ (S ).

• Dado una colección arbitraria {Aα}α∈Λ ⊆ σ(S ) tenemos que Aα ∈ Ti para todo i ∈ I y
α ∈Λ . Cada Ti es una topología, por lo tanto

⋃
α∈Λ

Aα ∈Ti para todo i∈ I, y en consecuencia⋃
α∈Λ

Aα ∈ σ (S ).

El siguiente resultado muestra cómo construir una base para una topología débil.

PROPOSICIÓN 18 Supongamos que X es un conjunto y S ⊆P(X) es tal que /0,X ∈S . La familia de
conjuntos Θ(S ) formada por la intersección finita de conjuntos en S es una base para la topología
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débil σ(S ). Formalmente,

Θ(S ) :=

{
A ∈P(X) | ∃m ∈ N, ∃A0, . . . ,Am ∈S tal que A =

m⋂
i=0

Ai

}

Demostración Notemos por T la colección de conjuntos que se escriben como unión arbitraria de
conjuntos en Θ(S ), es decir,

T :=

{
A ∈P(X) | ∃{Aα}α∈Λ ⊆Θ(S ) tal que A =

⋃
α∈Λ

Aα

}

Notemos que si A0, . . . ,Am ∈S , como S ⊆ σ(S ), tenemos que
m⋂

i=0

Ai ∈ σ(S ), ya que σ(S ) es

una topología. Esto implica que Θ(S )⊆ σ (S ).
Por otra parte, si {Aα}α∈Λ ⊆Θ(S ), entonces

⋃
α∈Λ

Aα ∈ σ (S ), ya que σ(S ) es una topología.

Por lo tanto, T ⊆ σ (S ) y luego, para concluir, basta ver que T es una topología.
No es difícil ver que /0 y X están T , pues por hipótesis /0,X ∈S .
Dados A,B ∈T , tenemos que A =

⋃
α∈Λ

Aα y B =
⋃
i∈I

Bi, con {Aα}α∈Λ,{Bi}i∈I ⊆Θ(S ).

Como Θ(S ) es intersección finita de conjuntos en S , sigue que Aα ∩Bi ∈ Θ(S ) para todo
(α, i) ∈ Λ× I.
Con esto obtenemos que A∩B ∈T pues

A∩B =
⋃

α∈Λ

Aα ∩B =
⋃

α∈Λ

⋃
i∈I

Aα ∩Bi =
⋃

(α,i)∈Λ×I

Aα ∩Bi.

Dado {Aα}α∈Λ ⊆T tenemos que cada Aα =
⋃
i∈Iα

Ai
α con Ai

α ∈Θ(S ) para cada α ∈ Λ e i ∈ Iα .

Notemos que, definiendo Γ = {(α, i) | α ∈ Λ, i ∈ Iα}, tenemos⋃
α∈Λ

Aα =
⋃

α∈Λ

⋃
i∈Iα

Ai
α =

⋃
(α,i)∈Γ

Ai
α .

Por lo tanto,
⋃

α∈Λ

Aα ∈T , ya que Ai
α ∈Θ(S ) para todo (α, i) ∈ Γ.

�





11. Topología débil de un e.v.n.

Notación Dados x̄ ∈ E, ` ∈ E∗ y ε > 0 denotaremos

Vx̄(`;ε) := {x ∈ E | |〈`,x− x̄〉E∗,E|< ε}.

DEFINICIÓN La topología débil de un e.v.n. (E,‖ · ‖E), denotada σ(E,E∗), es la topología débil
inducida por la familia de conjunto

{Vx̄(`;ε) | x̄ ∈ E, ` ∈ E∗, ε > 0} .

Si A ∈ σ(E,E∗), diremos que A es un abierto débil de E y B = E\A es un cerrado débil de E.

Observación
Como contraparte, la topología de la norma TdE la hemos llamado también la topología fuerte
sobre E.
σ(E,E∗) es la topología con menos abiertos que hace que los funcionales de E∗ sean continuos:

` ∈ (E,‖ · ‖E)
∗ =⇒ ` : (E,σ(E,E∗))→ (R,TR) es continua.

Los conjuntos de la forma

Vx̄(`0, . . . , `m;ε) :=
m⋂

i=0

Vx̄(`i;ε) = {x ∈ E | |〈`i,x− x̄〉E∗,E|< ε, ∀ i = 0, . . . ,m},

donde x̄ ∈ E, `0, . . . , `m ∈ E∗ y ε > 0, forman una base para la topología σ(E,E∗).
Dados a,b ∈ R y ` ∈ E∗, los conjuntos `−1((a,b)), `−1((a,+∞)) y `−1((−∞,b)) son abiertos
débiles.

PROPOSICIÓN 19 Supongamos que (E,‖ · ‖E) es un e.v.n. Luego, (E,σ(E,E∗)) es un e.v.t. Hausdorff.



82 Capítulo 11. Topología débil de un e.v.n.

Demostración Veamos primero que fsum : (E×E,σ(E,E∗)
⊗

σ(E,E∗))→ (E,σ(E,E∗)) es conti-
nua, donde fsum(x,y) = x+ y

Dado que σ(E,E∗)×σ(E,E∗) ⊆ σ(E,E∗)
⊗

σ(E,E∗), basta probar que dados z ∈ E, ε > 0 y
`0, . . . , `m ∈ E∗ tenemos que

f−1
sum (Vz(`0, . . . , `m;ε)) ∈ σ(E,E∗)×σ(E,E∗).

Dado (x̄, ȳ) ∈ f−1
sum (Vz(`0, . . . , `m;ε)), probaremos que existe δ > 0 tal que

Vx̄ (`0, . . . , `m;δ )×Vȳ (`0, . . . , `m;δ )⊆ f−1
sum (Vz(`0, . . . , `m;ε)). (11.1)

Notemos que la condición (x,y) ∈Vx̄ (`0, . . . , `m;δ )×Vȳ (`0, . . . , `m;δ ) es equivalente a

|〈`i,x− x̄〉E∗,E|< δ y |〈`i,y− ȳ〉E∗,E|< δ , ∀i = 0, . . . ,m.

En consecuencia, para cada i = 0, . . . ,m y (x,y) ∈Vx̄ (`0, . . . , `m;δ )×Vȳ (`0, . . . , `m;δ ) tenemos

|〈`i,x+y− z〉E∗,E| ≤ |〈`i,x− x̄〉E∗,E|+ |〈`i,y− ȳ〉E∗,E|+ |〈`i, x̄+ ȳ− z〉E∗,E|< 2δ + |〈`i, x̄+ ȳ− z〉E∗,E|.

Ahora bien, dado que |〈`i, x̄+ ȳ− z〉E∗,E|< ε para todo i = 0, . . . ,m, tomando δ > 0 tal que

2δ + |〈`i, x̄+ ȳ− z〉E∗,E| ≤ ε, ∀i = 0, . . . ,m

obtenemos que fsum(x,y) ∈Vz(`0, . . . , `m;ε). Por lo tanto (11.1) se verifica y fsum es continua.
Análogamente, veamos ahora que fmult : (R×E,TR

⊗
σ(E,E∗))→ (E,σ(E,E∗)) es continua,

donde fmult(λ ,y) = λx. Como antes, basta probar que dados z ∈ E, `0, . . . , `m ∈ E∗ y ε > 0 tenemos
que

f−1
mult (Vz(`0, . . . , `m;ε)) ∈TR×σ(E,E∗).

Dado (λ̄ , x̄) ∈ f−1
sum (Vz(`0, . . . , `m;ε)), probaremos que existe δ > 0 tal que

(λ̄ −δ , λ̄ +δ )×Vx̄ (`0, . . . , `m;δ )⊆ f−1
sum (Vz(`0, . . . , `m;ε)). (11.2)

Notemos que para todo ` ∈ E∗ tenemos

〈`,λx− λ̄ x̄〉E∗,E = λ 〈`,x− x̄〉E∗,E +(λ − λ̄ )〈`, x̄〉E∗,E
= (λ − λ̄ )〈`,x− x̄〉E∗,E + λ̄ 〈`,x− x̄〉E∗,E +(λ − λ̄ )〈`, x̄〉E∗,E.

Por lo tanto, para cada i = 0, . . . ,m y (λ ,x) ∈ (λ̄ −δ , λ̄ +δ )×Vx̄ (`0, . . . , `m;δ ) tenemos

|〈`i,λx−z〉E∗,E|= |〈`i,λx− λ̄ x̄〉E∗,E|+|〈`i, λ̄ x̄−z〉E∗,E|< δ
2+δ (|λ̄ |+|〈`i, x̄〉E∗,E|)+|〈`i, λ̄ x̄−z〉E∗,E|.

Nuevamente, dado que |〈`i, λ̄ x̄− z〉E∗,E|< ε para todo i = 0, . . . ,m, tomando δ > 0 tal que

δ
2 +δ (|λ̄ |+ |〈`i, x̄〉E∗,E|)≤ ε, ∀i = 0, . . . ,m

obtenemos que fmult(λ ,x) ∈Vz(`0, . . . , `m;ε). Por lo tanto (11.2) se verifica y luego fmult es continua.
Con esto concluimos que (E,σ(E,E∗)) es efectivamente un e.v.t. real.
Veamos finalmente que (E,σ(E,E∗)) es Hausdorff. Tomemos x1,x2 ∈ E con x1 6= x2. Gracias al

Teorema de Hahn-Banach Geométrico, segunda versión existe ` ∈ E∗ \{0} y α ∈ R tales que

〈`,x1〉E∗,E < α < 〈`,x2〉E∗,E.

Luego, para finalizar basta tomar

Vx1 := {x ∈ E | 〈`,x〉E∗,E < α} y Vx2 := {x ∈ E | 〈`,x〉E∗,E > α} .

�
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Observación Dado que (E,σ(E,E∗)) es un e.v.t. Hausdorff, podemos afirmar lo siguiente:
Los singleton son conjuntos cerrados débiles para σ(E,E∗).
Los límites de sucesiones convergentes son únicos.
Conjuntos compactos para la topología σ(E,E∗) (compactos débiles) son cerrados débiles.
Si E es de dimensión finita, σ(E,E∗) coincide con la topología de la norma.

11.1 Sucesiones y adherencia
Notación Supongamos que {xk}k∈N ⊆ E es una sucesión que converge respecto a la topología débil
σ(E,E∗) a x̄ ∈ E.

En tal caso diremos que {xk}k∈N converge débilmente a x̄ en σ(E,E∗) y esto lo denotaremos
indistintamente

“xk ⇀ x̄ débilmente en σ(E,E∗)” o simplemente “xk ⇀ x̄”.

Si la sucesión converge con respecto a la topología fuerte (topología de la norma), entonces diremos
que {xk}k∈N converge fuertemente a x̄ en (E,‖ · ‖E) y esto lo denotaremos indistintamente

“xk→ x̄ fuertemente en (E,‖ · ‖E)” o simplemente “xk→ x̄”.

Observación Usando la base de la topología débil σ(E,E∗), tenemos que xk ⇀ x̄ si y sólo si

∀`0, . . . , `m ∈ E∗, ∀ε > 0, ∃k0 ∈ N, tal que xk ∈Vx̄(`0, . . . , `m;ε), ∀k ≥ k0

o equivalentemente

∀` ∈ E∗, ∀ε > 0, ∃k0 ∈ N, tal que |〈`,xk− x̄〉E∗,E|< ε, ∀k ≥ k0.

Notemos que esto último corresponde a pedir que

〈`,xk〉E∗,E→ 〈`, x̄〉E∗,E, ∀` ∈ E∗.

PROPOSICIÓN 20 Supongamos que (E,‖ · ‖E) es un e.v.n, {xk}k∈N ⊆ E es una sucesión y x̄ ∈ E.
1. Si xk→ x̄ fuertemente en (E,‖ · ‖E), entonces xk ⇀ x̄ débilmente en σ(E,E∗).
2. Si xk ⇀ x̄ débilmente en σ(E,E∗), entonces {xk}k∈N es acotada y ‖x̄‖E ≤ lı́minf

n→+∞
‖xk‖E.

3. Si {`k}k∈N ⊆ E∗ es una sucesión tal que `k→ ¯̀ y xk ⇀ x̄ , entonces 〈`k,xk〉E∗,E→ 〈 ¯̀, x̄〉E∗,E.

Demostración
1. Basta notar que dado ` ∈ E∗, por continuidad siempre tenemos que 〈`,xk〉E∗,E→ 〈`, x̄〉E∗,E en

(R, | · |).
2. Notemos que la sucesión de operadores {Jxk}k∈N ⊆ E∗∗ converge puntualmente a Jx̄:

Jxk(`) = 〈Jxk , `〉E∗∗,E∗ = 〈`,xk〉E∗,E→ 〈`, x̄〉E∗,E = 〈Jx̄, `〉E∗∗,E∗ = Jx̄(`), ∀` ∈ E∗.

Dado que cada cada Jxk : E∗ → R es lineal continuo y tanto (E∗,‖ · ‖E∗) como (R, | · |) son
espacios de Banach, por el Teorema de Banach-Steinhaus tenemos que

sup
k∈N
‖Jxk‖E∗∗ <+∞ y ‖Jx̄‖E∗∗ ≤ lı́minf

k→+∞

‖Jxk‖E∗∗ .

Para concluir basta recordar que ‖Jx‖E∗∗ = ‖x‖E para todo x ∈ E; ver Corolario 4.
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3. Notemos que ‖`k− ¯̀‖E∗ → 0 y 〈 ¯̀,xk− x̄〉E∗,E→ 0. Además, para todo k ∈ N tenemos

|〈`k,xk〉E∗,E−〈 ¯̀, x̄〉E∗,E| ≤ |〈`k− ¯̀,xk〉E∗,E|+ |〈 ¯̀,xk− x̄〉E∗,E| ≤ ‖`k− ¯̀‖E∗‖xk‖E+ |〈 ¯̀,xk− x̄〉E∗,E|

La conclusión vienen entonces de notar que, por el punto anterior, {xk}k∈N es también una
sucesión acotada. �

Notación La adherencia de A⊆ E con respecto a la topología σ(E,E∗) la denotaremos Aσ(E,E∗)
.

En general, conjuntos que sean cerrado para la topología fuerte, no serán cerrados para la topología
débil, tal como lo muestra el siguiente caso.

PROPOSICIÓN 21 Supongamos que (E,‖ · ‖E) es e.v.n. de dimensión infinita, entonces

SE
σ(E,E∗)

= BE, donde SE = {x ∈ E | ‖x‖E = 1}.

Demostración Notemos que basta probar que BE ⊆ SE
σ(E,E∗). En efecto, como SE

σ(E,E∗) es cerrado
débil, en particular es también cerrado fuerte. En consecuencia

SE ⊆ BE ⊆
(

SE
σ(E,E∗)

)
= SE

σ(E,E∗)
.

Dado que BE es cerrado débil, podríamos concluir que

SE
σ(E,E∗) ⊆

(
BE
)σ(E,E∗)

= BE ⊆ SE
σ(E,E∗)

.

Para concluir debemos probar entonces que cualquiera sea x̄ ∈ BE, `0, . . . , `m ∈ E∗ y ε > 0, tenemos
que

Vx̄(`0, . . . , `m;ε)∩SE 6= /0.

Definamos ϕ : E→ Rm+1 tal que ϕ(x) = (〈`0,x〉E∗,E, . . . ,〈`m,x〉E∗,E) para cualquier x ∈ E. Dado que
E es un e.v.n. de dimensión infinita, entonces ϕ : E→ Rm+1 no puede ser inyectiva;

Si no ϕ : E→ ϕ(E) sería un isomorfismo y luego dim(E)≤m+1. En particular, existe x0 ∈ ker(ϕ),
con x0 6= 0. Notemos que

〈`i,(x̄+ tx0)− x̄〉E∗,E = t〈`i,x0〉E∗,E = 0, ∀ t ∈ R, ∀i = 0, . . . ,m.

Esto implica que x̄+ tx0 ∈Vx̄(`0, . . . , `m;ε) para todo t ∈ R.
Definamos g(t) := ‖x̄+ tx0‖E para t ∈ R. Notemos que g(0) = ‖x̄‖E < 1 y por otro lado,

g(t)≥ |t|‖x0‖E−‖x̄‖E→+∞ si |t| →+∞.

Por continuidad de t 7→ g(t), existe t0 ∈ R tal que ‖x̄+ t0x0‖E = 1, es decir, x̄+ t0x0 ∈ SE.
Esto implica que Vx̄(`0, . . . , `m;ε)∩SE 6= /0, y en consecuencia BE ⊆ SE

σ(E,E∗). �

Observación
Notemos que

SE = {x ∈ E | ‖x‖E ≥ 1}∩{x ∈ E | ‖x‖E ≤ 1}= (E\BE)∩BE,

y recordemos que BE es un cerrado débil en la topología σ(E,E∗) (Proposición ??).
Luego, si E es de dimensión infinita, el conjunto BE no puede ser un abierto débil para σ(E,E∗).
De otra forma tendríamos que E\BE es cerrado débil y por lo tanto SE también sería un cerrado
débil. En consecuencia tendríamos

SE = SE
σ(E,E∗)

= BE.
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Si E es de dimensión infinita, la topología débil siempre está estrictamente contenida en la
topología fuerte (el conjunto BE es abierto fuerte, pero no débil).
A pesar que en dimensión infinita las topologías fuerte y débil no coinciden, hay e.v.n. donde
toda sucesión débilmente convergente es también fuertemente convergente.

11.1.1 Relación con la convexidad

PROPOSICIÓN 22 Supongamos que (E,‖ · ‖E) es e.v.n. y S⊆ E es un subconjunto convexo. Luego, S
es cerrado débil si y sólo si S es cerrado fuerte.

Demostración Si S es cerrado débil, es directo que S es cerrado fuerte, pues σ(E,E∗)⊆TdE ; no se
necesita la convexidad.

Supongamos que S ⊆ E es un conjunto cerrado fuerte, convexo y no vacío (si S = /0 entonces
S∈ σ(E,E∗)). Gracias al Teorema de Hahn-Banach Geométrico (Corolario 6 específicamente), tenemos
que S coincide con la intersección de todos los semi-espacios cerrados que lo contiene, es decir,

S =
⋂

S⊆M

{M ⊆ E |M es un semi-espacio cerrado}

donde cada semi-espacio cerrado M es de la forma

{x ∈ E | `(x)≤ α}= E\ `−1((α,+∞))

para algún ` ∈ E∗ y α ∈ R.
Notando que todo semi-espacio cerrado M es un cerrado débil (pues es el complemento de un

abierto débil), obtenemos que S se puede escribir como intersección de cerrados débiles, luego es
cerrado débil.

�

Notación Dado un conjunto A⊆ E, denotaremos la envoltura convexa de A por

conv(A) =
⋂

C⊆E
{C | C es convexo y A⊆C} .

LEMA — Mazur. Supongamos que (E,‖ · ‖E) es un e.v.n. y que {xk}k∈N ⊆ E converge débilmente a
x̄ ∈ E en σ(E,E∗). Luego, existe una sucesión {yk}k∈N ⊆ conv({xk}k∈N) que converge fuertemente a
x̄ ∈ E en (E,‖ · ‖E).

Demostración Definamos

S = conv({xk}k∈N) =
⋂

C⊆E
{C | C es convexo y xk ∈C, ∀ k ∈ N} .

Es decir, la envoltura convexa, es el convexo más pequeño, que contiene a los elementos de la sucesión.
Dado que S es convexo, gracias a la Proposición 22 tenemos que

S = Sσ(E,E∗)
.

Ahora bien, como x̄ ∈ {xk}
σ(E,E∗)
k∈N ⊆ Sσ(E,E∗), concluimos entonces que x̄ ∈ S. �
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11.2 Topología débil de un espacio producto

PROPOSICIÓN 23 Supongamos que (E,‖ · ‖E) y (F,‖ · ‖F) son dos e.v.n. Luego

σ(E,E∗)⊗σ(F,F∗) = σ(E×F,(E×F)∗).

Demostración Veamos primero la inclusión σ(E,E∗)⊗σ(F,F∗)⊆ σ(E×F,(E×F)∗).
Tomemos A ∈ σ(E,E∗)⊗σ(F,F∗) y (x̄, ȳ) ∈ A. Luego, existen `1

0, . . . , `
1
m1
∈ E∗, `2

0, . . . , `
2
m2
∈ F∗ y

ε1,ε2 > 0 tales que
Vx̄
(
`1

0, . . . , `
1
m1

;ε1
)
×Vȳ

(
`2

0, . . . , `
2
m2

;ε2
)
⊆ A.

Dados i = 0, . . . ,m1 y (x,y)∈ E×F, definamos ˆ̀1
i (x,y) = `1

i (x). Claramente, ˆ̀1
0, . . . ,

ˆ̀1
m1
∈ (E×F)∗

y
V(x̄,ȳ)

( ˆ̀1
0, . . . , ˆ̀1

m1
;ε1
)
=Vx̄

(
`1

0, . . . , `
1
m1

;ε1
)
×F.

De forma similar, para cada j = 0, . . . ,m2 y (x,y) ∈ E×F, definamos ˆ̀2
j(x,y) = `2

j(y).
Notemos que también tenemos que ˆ̀2

0, . . . ,
ˆ̀2
m2
∈ (E×F)∗ y

V(x̄,ȳ)
( ˆ̀2

0, . . . , ˆ̀2
m2

;ε2
)
= E×Vȳ

(
`2

0, . . . , `
2
m2

;ε2
)
.

Sigue que

V :=V(x̄,ȳ)
( ˆ̀1

0, . . . , ˆ̀1
m1

;ε1
)⋂

V(x̄,ȳ)
( ˆ̀2

0, . . . , ˆ̀2
m2

;ε2
)
=Vx̄

(
`1

0, . . . , `
1
m1

;ε1
)
×Vȳ

(
`2

0, . . . , `
2
m2

;ε2
)
⊆ A.

Dado que V ∈ σ(E×F,(E×F)∗) concluimos que A es un abierto débil de σ(E×F,(E×F)∗).
Veamos ahora que σ(E×F,(E×F)∗)⊆ σ(E,E∗)⊗σ(F,F∗):
Basta probar que, dados (x̄, ȳ) ∈ E×F, ` ∈ (E×F)∗ y ε > 0, tenemos que

V(x̄,ȳ)(`;ε) ∈ σ(E,E∗)⊗σ(F,F∗),

pues σ(E×F,(E×F)∗) es la topología más pequeña que contiene a esta clase de conjuntos.
Definamos para cada (x,y) ∈ E×F las funciones `1(x) = `(x,0) y `2(y) = `(0,y). Claramente,

`1 ∈ E∗ y `2 ∈ F∗ pues ` ∈ (E×F)∗ y ‖(x,y)‖E×F = ‖x‖E +‖y‖F para (x,y) ∈ E×F.
Sean (α,β ) ∈V(x̄,ȳ)(`;ε) y (x,y) ∈ E×F, luego sigue que

〈`,(x,y)− (x̄, ȳ)〉(E×F)∗,E×F = 〈`1,x−α〉E∗,E + 〈`2,y−β 〉F∗,F + 〈`,(α,β )− (x̄, ȳ)〉(E×F)∗,E×F.

Sigue que Vα

(
`1;δ

)
×Vβ

(
`2;δ

)
⊆V(x̄,ȳ)(`;ε) con δ > 0 tal que

2δ + |〈`,(α,β )− (x̄, ȳ)〉(E×F)∗,E×F|< ε.

En efecto, dado (x,y) ∈Vα

(
`1;δ

)
×Vβ

(
`2;δ

)
tenemos

|〈`,(x,y)− (x̄, ȳ)〉(E×F)∗,E×F| ≤ 2δ + |〈`,(α,β )− (x̄, ȳ)〉(E×F)∗,E×F|< ε.

Por lo tanto (α,β ) ∈ int
(
V(x̄,ȳ)(`;ε)

)
(respecto a la topología producto σ(E,E∗)⊗σ(F,F∗)). Luego,

V(x̄,ȳ)(`;ε) es abierto en la topología producto σ(E,E∗)⊗σ(F,F∗). �
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11.2.1 Continuidad de funcionales lineales
PROPOSICIÓN 24 Supongamos que (E,‖ · ‖E) y (F,‖ · ‖F) son dos e.v.n. y L : E→ F es un operador
lineal. Si L es acotado, entonces L : (E,σ(E,E∗))→ (F,σ(F,F∗)) es una función continua.

Demostración Supongamos que L es acotado. Vamos a ver que L−1(A) ∈ σ(E,E∗) para todo A ∈
σ(F,F∗).

Basta restringirnos a conjuntos A de la forma Vȳ(`0, . . . , `m;ε)) con ȳ ∈ F, `0, . . . , `m ∈ F∗ y ε > 0.
Notemos que

L−1(Vȳ(`0, . . . , `m;ε)) = L−1

(
m⋂

i=0

Vȳ(`i;ε)

)
=

m⋂
i=0

L−1 (Vȳ(`i;ε)) .

Para cada i = 0, . . . ,m denotemos ai = 〈`i, ȳ〉F∗,F− ε y bi = 〈`i, ȳ〉F∗,F + ε . Luego, tenemos que

L−1 (Vȳ(`i;ε)) = {x ∈ E | |〈`i,L(x)− ȳ〉F∗,F|< ε}= {x ∈ E | ai < 〈`i,L(x)〉F∗,F < bi}.

Dado que L es acotado, tenemos que L∗ ∈ LC(F∗,E∗), y por lo tanto, cada L∗(`i) ∈ E∗. Esto
implica que cada L−1 (Vȳ(`i;ε)) es abierto débil en σ(E,E∗) pues

L−1 (Vȳ(`i;ε)) = {x ∈ E | ai < 〈L∗(`i),x〉E∗,E < bi}= [L∗(`i)]
−1 ((ai,bi)) ∈ σ(E,E∗).

Luego, L−1(Vȳ(`0, . . . , `m;ε)) ∈ σ(E,E∗) pues se escribe como intersección finita de abiertos
débiles. Por lo tanto L : (E,σ(E,E∗))→ (F,σ(F,F∗)) es una función continua. �

PROPOSICIÓN 25 Supongamos que (E,‖ · ‖E) y (F,‖ · ‖F) son espacios de Banach y L : E→ F es
un operador lineal. Si L : (E,σ(E,E∗))→ (F,σ(F,F∗)) es una función continua, entonces L es un
operador acotado.

Demostración Dado que L es lineal, si Gr(L) es cerrado fuerte en E×F, concluimos usando el
Teorema del Grafo Cerrado.

Veamos primero que Gr(L) es cerrado en σ(E,E∗)⊗σ(F,F∗) (equivalentemente, su complemento
es abierto).

Tomemos (x,y) ∈ E×F\Gr(L), es decir, L(x) 6= y. Dado que (F,σ(F,F∗)) es un e.v.t. Hausdorff,
existen VL(x) ∈N (L(x)) y Vy ∈N (y) tales que

VL(x)∩Vy = /0.

Dado que L : (E,σ(E,E∗))→ (F,σ(F,F∗)) es continua, existe Wx ∈N (x) tal que L(Wx)⊆VL(x). Por
lo tanto, Wx×Vy ⊆ E×F\Gr(L) puesto que L(Wx)∩Vy = /0.

Ahora bien, dado que Wx es una vecindad de x en σ(E,E∗) y Vy es una vecindad de y en σ(F,F∗),
tenemos que Wx×Vy es una vecindad de (x,y) en σ(E,E∗)⊗σ(F,F∗). Por lo tanto, Gr(L) es cerrado
en la topología producto σ(E,E∗)⊗σ(F,F∗).

Veamos ahora que Gr(L) es cerrado fuerte en E×F. Gracias a la Proposición 23, tenemos que
Gr(L) es cerrado débil para la topología σ(E×F,(E×F)∗). Ahora bien, como todo cerrado débil es
cerrado fuerte, tenemos que Gr(L) es cerrado fuerte en E×F.

Luego, por el Teorema del Grafo Cerrado concluimos. �





12. La topología débil-?

Ahora nos enfocaremos en estudiar una topología débil especialmente construida para espacios
que se pueden identificar con el dual topológico de un e.v.n. dado. También presentaremos criterios de
compacidad para esta topología.

Más adelante veremos que el conjunto BE es, bajo ciertas condiciones, compacto respecto a la
topología débil σ(E,E∗). Esto tendrá como consecuencia que, bajo las mismas condiciones, el conjunto
BE∗ será a su vez un compacto de E∗ respecto a la topología débil σ(E∗,E∗∗), pero no siempre.

La principal característica de la topología débil-? que introduciremos ahora es que BE∗ siempre es
compacto respecto a esta topología.

Notación Dados ˆ̀∈ E∗, x ∈ E y ε > 0 denotaremos W ˆ̀(x;ε) := {` ∈ E∗ | |〈`− ˆ̀,x〉E∗,E|< ε}.
DEFINICIÓN La topología débil-? sobre E∗, el dual topológico de un e.v.n. (E,‖ · ‖E), denotada
σ(E∗,E), es la topología débil inducida (sobre el conjunto E∗) por la familia de conjuntos{

W ˆ̀(x;ε) | ˆ̀∈ E∗, x ∈ E, ε > 0
}
.

Si A ∈ σ(E∗,E,), diremos que A es un abierto débil-? de E∗ y como contraparte, B = E∗ \A es un
cerrado débil-? de E∗.

Notemos que
σ(E∗,E) es la topología con menos abiertos tal que los funcionales de evaluación son continuos:

Jx : (E∗,σ(E∗,E))→ (R,TR) es continua, ∀x ∈ E.

Dados a,b ∈R y x ∈ E, el conjunto J−1
x ((a,b)) = {` ∈ E∗ | a < 〈`,x〉E∗,E < b} es abierto débil-?.

También lo son los conjuntos J−1
x ((a,+∞)) y J−1

x ((−∞,b)).
Los conjuntos de la forma

W ˆ̀(x0, . . . ,xm;ε) :=
m⋂

i=0

W ˆ̀(xi;ε) = {` ∈ E∗ | |〈`− ˆ̀,xi〉E∗,E|< ε, ∀ i = 0, . . . ,m},
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donde ˆ̀∈ E∗, x0, . . . ,xm ∈ E y ε > 0, forman una base para la topología σ(E∗,E).

12.1 Propiedades básicas
Es muy imporante destacar lo siguiente sobre la topología débil-?:

Esta topología sólo está definida en espacios duales (en particular L1
µ(Ω) no tiene una topología

débil asociada puesto que, en general, no existe E tal que L1(Ω)∼= E∗).
Sobre el conjunto E∗ podemos definir tres topologías:

• Fuerte TdE∗ : inducida por la norma dual ‖ · ‖E∗ , con una base para esta topología formada
por conjuntos

BE∗( ˆ̀,ε) =
{
` ∈ E∗ | ‖`− ˆ̀‖E∗ < ε

}
, ˆ̀∈ E∗, ε > 0.

• Débil σ(E∗,E∗∗): la más pequeña tal que los funcionales ϕ ∈ E∗∗ siguen siendo continuos,
con una base para esta topología formada por conjuntos

V ˆ̀(ϕ0, . . . ,ϕm;ε) =
{
` ∈ E∗ | |〈ϕi, `− ˆ̀〉E∗∗,E∗ |< ε, ∀ i = 0, . . . ,m

}
,

donde ˆ̀∈ E∗, ϕ0, . . . ,ϕm ∈ E∗∗ y ε > 0.
• Débil-? σ(E∗,E): la más pequeña tal que los funcionales de evaluación Jx ∈ E∗∗ siguen

siendo continuos, con una base para esta topología formada por conjuntos

W ˆ̀(x1, . . . ,xm;ε) := {` ∈ E∗ | |〈 ˆ̀− `,xi〉E∗,E|< ε, ∀i = 0, . . . ,m},

donde ˆ̀∈ E∗, x0, . . . ,xm ∈ E y ε > 0.
Dado que 〈Jx, `〉E∗∗,E∗ = 〈`,x〉E∗,E para todo x ∈ E y ` ∈ E∗, tenemos

σ(E∗,E)⊆ σ(E∗,E∗∗)⊆TdE∗ .

La primera contención es estricta si J(E)( E∗∗ y la segunda contención es estricta si dim(E) =
+∞.

PROPOSICIÓN 26 Supongamos que (E,‖ · ‖E) es un e.v.n. Luego, (E∗,σ(E∗,E)) es un e.v.t. Hausdorff.

Demostración Veamos que fsum : (E∗×E∗,σ(E∗,E)
⊗

σ(E∗,E))→ (E∗,σ(E∗,E)) es continua,
donde fsum(`1, `2) = `1 + `2.

Dado que σ(E∗,E)×σ(E∗,E) ⊆ σ(E∗,E)
⊗

σ(E∗,E), basta entonces probar que para ˆ̀∈ E∗,
x0, . . . ,xm ∈ E y ε > 0 tenemos que

f−1
sum
(
W ˆ̀(x0, . . . ,xm;ε)

)
∈ σ(E∗,E)×σ(E∗,E).

Dado (α,β ) ∈ f−1
sum
(
W ˆ̀(x0, . . . ,xm;ε)

)
, probaremos que existe δ > 0 tal que

Wα (x0, . . . ,xm;δ )×Wβ (x0, . . . ,xm;δ )⊆ f−1
sum
(
W ˆ̀(x0, . . . ,xm;ε)

)
. (12.1)

Notemos que la condición (`1, `2) ∈Wα (x0, . . . ,xm;δ )×Wβ (x0, . . . ,xm;δ ) es equivalente a

|〈`1−α,xi〉E∗,E|< δ y |〈`2−β ,xi〉E∗,E|< δ , ∀i = 0, . . . ,m.

En consecuencia, para cada i = 0, . . . ,m y

(`1, `2) ∈Wα (x0, . . . ,xm;δ )×Wβ (x0, . . . ,xm;δ )
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tenemos

|〈`1 + `2− ˆ̀,xi〉E∗,E| ≤ |〈`1−α,xi〉E∗,E|+ |〈`2−β ,xi〉E∗,E|+ |〈α +β − ˆ̀,xi〉E∗,E|
< 2δ + |〈α +β − ˆ̀,xi〉E∗,E|.

Ahora bien, dado que |〈α +β − ˆ̀,xi〉E∗,E|< ε para todo i = 0, . . . ,m, tomando δ > 0 tal que

2δ + |〈α +β − ˆ̀,xi〉E∗,E| ≤ ε, ∀i = 0, . . . ,m,

obtenemos que fsum(`1, `2)∈W ˆ̀(x0, . . . ,xm;ε). Por lo tanto (12.1) se verifica y fsum resulta ser continua.
Veamos ahora que la función fmult : (R×E,TR

⊗
σ(E∗,E))→ (E,σ(E∗,E)) es continua, donde

fmult(λ , `)= λ`. Similarmente a lo hecho en la parte anterior, basta probar que dados ˆ̀∈E∗, x0, . . . ,xm ∈
E y ε > 0 tenemos que

f−1
mult

(
W ˆ̀(x0, . . . ,xm;ε)

)
∈TR×σ(E∗,E).

Dado (λ ,α) ∈ f−1
sum
(
W ˆ̀(x0, . . . ,xm;ε)

)
, probaremos que existe δ > 0 tal que

(λ −δ ,λ +δ )×Wα (x0, . . . ,xm;δ )⊆ f−1
mult

(
W ˆ̀(x0, . . . ,xm;ε)

)
. (12.2)

Notemos que para todo x ∈ E tenemos

〈t`−λα,x〉E∗,E = t〈`−α,x〉E∗,E +(t−λ )〈α,x〉E∗,E
= (t−λ )〈`−α,x〉E∗,E +λ 〈`−α,x〉E∗,E +(t−λ )〈α,x〉E∗,E.

Por lo tanto, para cada i = 0, . . . ,m y (t, `) ∈ (λ −δ ,λ +δ )×Wα (x0, . . . ,xm;δ ) tenemos

|〈t`− ˆ̀,xi〉E∗,E|= |〈t`−λα,xi〉E∗,E|+ |〈λα− ˆ̀,xi〉E∗,E|
< δ

2 +δ (|λ |+ |〈α,xi〉E∗,E|)+ |〈λα− ˆ̀,xi〉E∗,E|.

Nuevamente, dado que |〈λα− ˆ̀,xi〉E∗,E|< ε para todo i = 0, . . . ,m, tomando δ > 0 tal que

δ
2 +δ (|λ |+ |〈α,xi〉E∗,E|)≤ ε, ∀i = 0, . . . ,m,

obtenemos que fmult(t, `) ∈W ˆ̀(x0, . . . ,xm;ε). Por lo tanto (12.2) se verifica y luego fmult es continua.
Con esto concluimos que (E∗,σ(E∗,E)) es efectivamente un e.v.t. real.
Veamos finalmente que (E∗,σ(E∗,E)) es Hausdorff. Tomemos `1, `2 ∈ E∗ tales que `1 6= `2. Luego,

existe x ∈ E tal que `1(x) 6= `2(x).
Supongamos sin pérdida de generalidad que `1(x)< α < `2(x). Luego basta tomar

A1 = {` ∈ E∗ | 〈`,x〉E∗,E < α},

A2 = {` ∈ E∗ | 〈`,x〉E∗,E > α},
con lo cual A1∩A2 = /0 y `1 ∈ A1 y `2 ∈ A2. Por lo tanto (E∗,σ(E∗,E)) es Hausdorff.

�

Observación Dado que (E∗,σ(E∗,E)) es un e.v.t. Hausdorff, podemos afirmar lo siguiente:
Los singleton son conjuntos cerrados débiles-? para σ(E∗,E).
Los límites de sucesiones convergentes son únicos.
Los compactos para la topología σ(E∗,E) (compactos débiles-?) son cerrados débiles-?.
Si E es de dimensión finita, entonces E∗ es de dimensión finita (Problema 2, Ayudantía 5).
Por lo tanto, σ(E∗,E) coincide con la topología débil y fuerte:

σ(E∗,E) = σ(E∗,E∗∗) = TdE∗
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12.2 Convergencia de sucesiones

Notación Supongamos {`k}k∈N ⊆ E∗ es una sucesión que converge respecto a la topología débil-?
σ(E∗,E) a ˆ̀∈ E∗. En tal caso diremos que {`k}k∈N converge débilmente a ˆ̀ en σ(E∗,E) y esto lo
denotaremos indistintamente

“ `k
?
⇀ ˆ̀ débilmente en σ(E∗,E) ” o simplemente “ `k

?
⇀ ˆ̀ ”.

No confundir con la convergencia débil en σ(E∗,E∗∗)!!

Si la sucesión converge con respecto a la topología fuerte (topología de la norma dual), entonces
diremos que {`k}k∈N converge fuertemente a ˆ̀ en (E∗,‖ · ‖E∗) y esto lo denotaremos indistintamente

“ `k→ ˆ̀ fuertemente en (E∗,‖ · ‖E∗) ” o simplemente “ `k→ ˆ̀ ”.

Observación Usando la base de la topología débil-? σ(E∗,E), tenemos que `k
?
⇀ ˆ̀ si y sólo si

∀x0, . . . ,xm ∈ E, ∀ε > 0, ∃k0 ∈ N, tal que `k ∈W ˆ̀(x0, . . . ,xm;ε), ∀k ≥ k0

o equivalentemente

∀x ∈ E, ∀ε > 0, ∃k0 ∈ N, tal que |〈`k− ˆ̀,x〉E∗,E|< ε, ∀k ≥ k0.

Esto último corresponde a pedir que `k(x) = 〈`k,x〉E∗,E→ 〈 ˆ̀,x〉E∗,E = ˆ̀(x) en (R, | · |) para todo x ∈ E.
En otras palabras, la convergencia en σ(E∗,E) corresponde a la convergencia puntual de funciones
lineales.

PROPOSICIÓN 27 Supongamos que (E,‖ · ‖E) es un e.v.n., {`k}k∈N ⊆ E∗ es una sucesión y ˆ̀∈ E∗.
1. Si `k→ ˆ̀ fuertemente en (E∗,‖ · ‖E∗), entonces `k

?
⇀ ˆ̀ débilmente en σ(E∗,E).

Además, bajo la hipótesis que (E,‖ · ‖E) es un espacio de Banach tenemos:
2. Si `k

?
⇀ ˆ̀ débilmente en σ(E∗,E), entonces {`k}k∈N es acotada y ‖ ˆ̀‖E∗ ≤ lı́minf

n→+∞
‖`k‖E∗ .

3. Si {xk}k∈N ⊆ E es una sucesión tal que xk→ x̄ y `k
?
⇀ ˆ̀ , entonces 〈`k,xk〉E∗,E→ 〈 ˆ̀, x̄〉E∗,E.

Demostración 1. Basta notar que si `k→ ˆ̀ fuertemente en (E∗,‖ · ‖E∗), entonces también con-
verge puntualmente.

2. Notemos que la sucesión de funcionales {`k}k∈N ⊆ E∗ converge puntualmente a ˆ̀.
Dado que (E,‖ · ‖E) y (R, | · |) son espacios de Banach, por el Teorema de Banach-Steinhaus
tenemos

sup
k∈N
‖`k‖E∗ <+∞ y ‖ ˆ̀‖E∗ ≤ lı́minf

k→+∞

‖`k‖E∗ .

3. Notemos que ‖xk− x̄‖E→ 0 y 〈`k− ˆ̀, x̄〉E∗,E→ 0. Además, para todo k ∈ N tenemos

|〈`k,xk〉E∗,E−〈 ˆ̀, x̄〉E∗,E| ≤ |〈`k,xk− x̄〉E∗,E|+ |〈`k− ˆ̀, x̄〉E∗,E|
≤ ‖`k‖E∗‖xk− x̄‖E + |〈`k− ˆ̀, x̄〉E∗,E|

La conclusión vienen entonces de notar que, por el punto anterior, {`k}k∈N es también acotada.
�
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12.3 Compacidad en la topología débil-?
TEOREMA — Banach-Alaoglu. Supongamos que (E,‖ · ‖E) es un e.v.n. Luego BE∗ es un subconjunto
compacto débil-? de E∗.

Demostración Idea de la demostración:
Construir ψ : (Y,T )→ (E∗,σ(E∗,E)) continua con (Y,T ) un espacio topológico.
Escribir BE∗ = ψ(K) para algún subconjunto K ⊆ Y compacto.

Definamos primero la función ϕ : E∗→ RE := ∏
x∈E

R dada por

ϕ(`) = {〈`,x〉E∗,E}x∈E, ∀ ` ∈ E∗.

Claramente ϕ es inyectiva (por igualdad de funciones) y por lo tanto ϕ : E∗→ im(ϕ) es biyectiva.
Sean Y := im(ϕ) y ψ : Y→ E∗ dada por

ψ(y) := ϕ
−1({〈`,x〉E∗,E}x∈E) = `, ∀y ∈ Y tal que y = {〈`,x〉E∗,E}x∈E.

Dado que Y ⊆ RE (espacio producto), la topología natural para considerar en Y es la topología
traza

T :=

{
A∩Y ∈P

(
RE) | A ∈⊗

x∈E
TR

}
.

Veamos ahora que ψ : (Y,T )→ (E∗,σ(E∗,E)) es continua:
Basta probar que ψ−1

(
W ˆ̀(x0, . . . ,xm;ε)

)
∈T cualquiera sean ˆ̀∈ E∗, x0, . . . ,xm ∈ E y ε > 0.

pues los conjuntos de la forma W ˆ̀(x0, . . . ,xm;ε) forman una base para la topología débil-?.
Notemos que

〈 ˆ̀,xi〉E∗,E− ε < 〈`,xi〉E∗,E < 〈 ˆ̀,xi〉E∗,E + ε, ∀` ∈W ˆ̀(x0, . . . ,xm;ε).

Esto implica que

ψ
−1 (W ˆ̀(x0, . . . ,xm;ε)

)
=ϕ

(
W ˆ̀(x0, . . . ,xm;ε)

)
=

m

∏
i=0

(
〈 ˆ̀,xi〉E∗,E− ε,〈 ˆ̀,xi〉E∗,E + ε

)
× ∏

x∈E\{x0,...,xm}
R.

Por lo tanto ψ−1
(
W ˆ̀(x0, . . . ,xm;ε)

)
es abierto en la topología producto, y a posteriori, abierto en

en la topología T .
Definamos K = ϕ

(
BE∗
)

y notemos que dado ` ∈ BE∗ tenemos

−‖x‖E ≤ 〈`,x〉E∗,E ≤ ‖x‖E, ∀x ∈ E.

Equivalentemente
〈`,x〉E∗,E ∈ [−‖x‖E,‖x‖E], ∀x ∈ E.

En particular, tenemos que
K ⊆∏

x∈E
[−‖x‖E,‖x‖E].

Para cada x ∈ E, [−‖x‖E,‖x‖E] es un subconjunto compacto de R, luego por el Teorema de
Tychonoff, (

∏
x∈E

Yx,
⊗
x∈E

Tx

)
, es un espacio topológico compacto,
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donde Yx := [−‖x‖E,‖x‖E] y Tx denota la topología traza en Yx respecto TR.
Dado que K = ϕ

(
BE∗
)
, tenemos que ψ(K) = BE∗ .

Luego, para concluir basta ver que K es cerrado en el espacio producto

(
RE,

⊗
x∈E

TR

)
, ya que

K ⊆∏
x∈E

Yx, con este último siendo un compacto de este espacio producto.

Notemos que

K =ϕ
(
BE∗
)
=

{
{yx}x∈E ∈∏

x∈E
Yx | yx1+x2 = yx1 + yx2 , ∀ x1,x2 ∈ E, yλx = λyx, ∀ λ ∈ R, ∀ x ∈ E

}
,

puesto que cada yx = 〈`,x〉E∗,E para algún ` ∈ BE∗ . Esto implica que K coincide con⋂
x1,x2∈E

{
{yx}x∈E ∈ RE | yx1+x2− yx1− yx2 = 0

}
∩

⋂
λ∈R, x∈E

{
{yx}x∈E ∈ RE | yλx−λyx = 0

}
∩∏

x∈E
Yx.

Dado x̄ ∈ E, la proyección πx̄ :

(
RE,

⊗
x∈E

TR

)
→ (R,TR) es continua, donde πx̄ ({yx}x∈E) = yx̄ , para

cada {yx}x∈E ∈ RE. En efecto, basta notar que π
−1
x̄ (A) = A× ∏

x∈E\{x̄}
R para todo A⊆ R. Esto a su vez

implica que, dados x,x1,x2 ∈ E y λ ∈ R, las siguiente funciones son también continuas

{yx}x∈E 7→ fx1,x2 ({yx}x∈E) := yx1+x2− yx1− yx2 y {yx}x∈E 7→ gx,λ ({yx}x∈E) := yλx−λyx,

y en consecuencia los conjuntos f−1
x1,x2

({0}) y g−1
x,λ ({0}) son cerrados en

(
RE,

⊗
x∈E

TR

)
.

Notemos que
f−1
x1,x2

({0}) =
{
{yx}x∈E ∈ RE | yx1+x2− yx1− yx2 = 0

}
y

g−1
x,λ ({0}) =

{
{yx}x∈E ∈ RE | yλx−λyx = 0

}
.

Por lo tanto K es cerrado en

(
RE,

⊗
x∈E

TR

)
, pues corresponde a la intersección de conjuntos cerrados

de ese espacio. �

12.4 Teorema de Hahn-Banach Geométrico
Ahora vamos a presentar una versión del Teorema de Hahn-Banach geométrico especializado para

la topología débil-?. Este resultado nos permitirá demostrar de forma sencilla un resultado fundamental
acerca de la densidad de la inyección canónica.

12.4.1 Hahn-Banach Geométrico, primera versión
Recordemos que el Teorema de Hahn-Banach Geométrico en el espacio E∗ nos dice que dados

dos conjuntos convexos, disjuntos y no vacíos A,B ⊆ E∗, si A es abierto (fuerte), entonces existe
ϕ ∈ E∗∗ \{0} tal que

〈ϕ,α〉E∗∗,E∗ ≤ 〈ϕ,β 〉E∗∗,E∗ , ∀ α ∈ A, ∀ β ∈ B.
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Observación En muchos casos nos gustaría que ϕ = Jx, donde Jx es un funcional de evaluación
Jx : E∗→ R

Jx(`) = 〈Jx, `〉E∗∗,E∗ = `(x).

Sin embargo, bajo el contexto que estamos trabajando no es posible asegurar esto.
Esto se debe a que el hiperplano que separa a A y B es cerrado fuerte, no necesariamente cerrado

débil-?.

TEOREMA — Hahn-Banach Geométrico, primera versión topología σ(E∗,E). Supongamos que
(E,‖ · ‖E) es un e.v.n. y que A,B ⊆ E∗ son dos conjuntos convexos, disjuntos y no vacíos. Si A es
abierto débil-?, entonces existe x ∈ E\{0} tal que

〈α,x〉E∗,E ≤ 〈β ,x〉E∗,E, ∀ α ∈ A, ∀ β ∈ B.

Demostración Dado que A⊆ E∗ es un abierto débil-?, es decir A ∈ σ(E∗,E), también es un abierto
fuerte en (E∗,‖ · ‖E∗).

Por el Teorema de Hahn-Banach Geométrico (primera versión), existe ϕ ∈ E∗∗ \{0} y λ ∈ R tal
que

〈ϕ,α〉E∗∗,E∗ ≤ λ ≤ 〈ϕ,β 〉E∗∗,E∗ ∀ α ∈ A, ∀ β ∈ B.

Dado que A es abierto débil-?, sabemos entonces que existen ˆ̀∈ A, x̄0, . . . , x̄m ∈ E y δ̄ > 0 tales
que W ˆ̀(x̄0, . . . , x̄m; δ̄ )⊆ A. Probemos primero que

|〈ϕ, `〉E∗∗,E∗ |< λ +1−〈ϕ, ˆ̀ 〉E∗∗,E∗ , ∀ ` ∈W0(x̄0, . . . , x̄m; δ̄ ). (12.3)

Como 〈ϕ,α〉E∗∗,E∗ ≤ λ para todo α ∈A, tenemos 〈ϕ, `〉E∗∗,E∗ < λ +1 para todo `∈W ˆ̀(x̄0, . . . , x̄m; δ̄ ).
Además, si ` ∈W ˆ̀(x̄0, . . . , x̄m; δ̄ ) entonces 2 ˆ̀− ` ∈W ˆ̀(x̄0, . . . , x̄m; δ̄ ) y por tanto,

〈ϕ,2 ˆ̀− `〉E∗∗,E∗ < λ +1, ∀ ` ∈W ˆ̀(x̄0, . . . , x̄m; δ̄ ),

de donde deducimos que

〈ϕ, ˆ̀ 〉E∗∗,E∗−λ −1 < 〈ϕ, `− ˆ̀ 〉E∗∗,E∗ < λ +1−〈ϕ, ˆ̀ 〉E∗∗,E∗ , ∀ ` ∈W ˆ̀(x̄0, . . . , x̄m; δ̄ ).

Notando que W ˆ̀(x̄0, . . . , x̄m; δ̄ ) = ˆ̀+W0(x̄0, . . . , x̄m; δ̄ ), pues (E∗,σ(E∗,E)) es un e.v.t., obtenemos
(12.3).

Veamos ahora que ϕ : (E∗,σ(E∗,E))→ (R,TR) es continua.
Dado que ϕ es lineal, tenemos que

ϕ(`) = ϕ( ¯̀)+ϕ(`− ¯̀), ∀`, ¯̀∈ E∗.

Luego, por composición y álgebra de funciones continuas, basta probar que ϕ es continua en `= 0.
Es decir, debemos demostrar que dado ε > 0, existen x0, . . . ,xm ∈ E y δ > 0 tales que

|〈ϕ, `〉E∗∗,E∗ |< ε, ∀ ` ∈W0(x0, . . . ,xm;δ ).

Dado que 0 ∈W0(x̄0, . . . , x̄m; δ̄ ), por (12.3) tenemos que λ0 = λ +1−〈ϕ, ˆ̀ 〉E∗∗,E∗ > 0.
Sea ε > 0. Notemos que (12.3) se puede escribir de la siguiente forma∣∣∣∣∣

〈
ϕ,

ε

λ0
`

〉
E∗∗,E∗

∣∣∣∣∣< ε, ∀ ` ∈W0(x̄0, . . . , x̄m; δ̄ ).
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Definamos `0 =
ε

λ0
`. Notemos que para todo i = 0, . . . ,m tenemos

|〈`, x̄i〉E∗,E|< δ̄ ⇐⇒

∣∣∣∣∣
〈

ε

λ0
`,

λ0

ε
x̄i

〉
E∗,E

∣∣∣∣∣< δ̄ ,

con lo cual
` ∈W0(x̄0, . . . , x̄m; δ̄ ) ⇐⇒ `0 ∈W0(x0, . . . ,xm; δ̄ ),

en donde xi =
λ0

ε
x̄i para todo i = 0, . . . ,m.

Por lo tanto, considerando las definiciones previas y δ = δ̄ , obtenemos

|〈ϕ, `0〉E∗∗,E∗ |< ε, ∀ `0 ∈W0(x0, . . . ,xm;δ ).

Esto implica que ϕ : (E∗,σ(E∗,E))→ (R,TR) es continua en `= 0, y a posteriori, continua.
Veamos ahora que ϕ es efectivamente un funcional de evaluación.
Dado que ϕ : (E∗,σ(E∗,E))→ (R,TR) es continua en `= 0, existen x0, . . . ,xm ∈ E y ε > 0 tales

que
|〈ϕ, `〉E∗∗,E∗ |< 1, ∀ ` ∈W0(x0, . . . ,xm;ε).

Notemos que si 〈`,xi〉E∗,E = 0 para todo i = 0, . . . ,m, entonces |〈ϕ, `〉E∗∗,E∗ | < λ para cualquier
λ > 0. En efecto, dado λ > 0 tenemos que 1

λ
` ∈W0(x0, . . . ,xm;ε), con lo cual |〈ϕ, 1

λ
`〉E∗∗,E∗ |< 1.

En particular, podemos deducir que

〈`,xi〉E∗,E = 0, ∀ i = 0, . . . ,m =⇒ 〈ϕ, `〉E∗∗,E∗ = 0.

Finalmente, gracias al Lema 2 (que probaremos a continuación), existen λ0, . . . ,λm ∈ R tales que si
x̄ = ∑

m
i=0 λixi, entonces tenemos

〈ϕ, `〉E∗∗,E∗ =
m

∑
i=0

λi〈`,xi〉E∗,E =

〈
`,

m

∑
i=0

λixi

〉
E∗,E

= 〈Jx̄, `〉E∗∗,E∗ ∀` ∈ E∗. �

LEMA 2 Supongamos que F es un espacio vectorial y ϕ,ϕ0, . . . ,ϕm : F→ R son funciones lineales. Si
la condición:

ϕi(y) = 0, ∀ i = 0, . . . ,m =⇒ ϕ(y) = 0

se cumple, entonces existen λ0, . . . ,λm ∈ R tales que ϕ =
m

∑
i=0

λiϕi.

Demostración Sea Ψ : F→ Rm+2 dada por

Ψ(v) = (ϕ(v),ϕ0(v), . . . ,ϕm(v)), ∀ v ∈ F.

Por hipótesis, tenemos al vector (1,0, . . . ,0) ∈ Rm+1 no pertenece a Ψ(F). Ahora bien, Ψ es lineal, y
por lo tanto Ψ(F) es convexo. Luego, por el Teorema de Hahn-Banach geométrico (segunda versión)
en Rm+1 tenemos que existe η ∈ Rm+1 con η 6= 0 tal que η = (η̂ ,η0, . . . ,ηm),

η̂ < η̂ϕ(v)+
m

∑
i=0

ηiϕi(v), ∀ v ∈ F.
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Evaluando en v = 0, tenemos que η̂ < 0. Reescalando entonces podemos asumir que η̂ =−1.
Por otro lado evaluando en ṽ = tv con v ∈ F y t ∈ R,

−1 <
m

∑
i=0

ηiϕi(tv)−ϕ(tv) = t

(
m

∑
i=0

ηiϕi(v)−ϕ(v)

)
.

como t ∈ R es libre, entonces necesariamente ∑
m
i=0 ηiϕi(v) = ϕ(v). De otra forma, obtenemos una

contradicción tomando
t =− 1

∑
m
i=0 ηiϕi(v)−ϕ(v)

.

Para concluir, basta tomar λi = ηi para todo i = 0, . . . ,m.
�

12.4.2 Hahn-Banach Geométrico, segunda versión
TEOREMA — Hahn-Banach Geométrico, segunda versión topología σ(E∗,E). Supongamos que
(E,‖ · ‖E) es un e.v.n. y que A,B ⊆ E∗ son dos conjuntos convexos, disjuntos y no vacíos. Si A es
compacto débil-? y B es cerrado débil-?, entonces existen x ∈ E\{0} y λ ∈ R tales que

sup
α∈A
〈α,x〉E∗,E < λ < ı́nf

β∈B
〈β ,x〉E∗,E.

Demostración Notemos que si E∗ \ (B−A) fuese abierto débil-?, dado que 0 6∈ B−A pues A∩B = /0,
existirían x0, . . . ,xm ∈ E y ε > 0 tales que

W0(x0, . . . ,xm;ε)∩ (B−A) = /0.

Claramente V :=W0(x1, . . . ,xm;ε) y B−A son conjuntos convexos de E∗, pues A y B lo son.
Luego por el Teorema de Hahn-Banach en σ(E∗,E) (primera versión) existiría x ∈ E\{0} tal que

〈`,x〉E∗,E ≤ 〈β −α,x〉E∗,E, ∀ ` ∈V, ∀ α ∈ A, ∀ β ∈ B, (12.4)

Dado que V es abierto débil-?, en particular es abierto fuerte, entonces existe r > 0 tal que BE∗(0,r)⊆V ,
(pues 0 ∈V ) y por lo tanto, usando el hecho que V es un conjunto simétrico, de (12.4), tendríamos que

r‖x‖E = sup
‖`‖E∗≤r

|〈`,x〉E∗,E| ≤ 〈β −α,x〉E∗,E ∀ α ∈ A, ∀ β ∈ B.

Finalmente, tomando supremo sobre los α ∈ A y luego ínfimo sobre los β ∈ B, obtendríamos

sup
α∈A
〈α,x〉E∗,E < sup

α∈A
〈α,x〉E∗,E + r‖x‖E ≤ ı́nf

β∈B
〈β ,x〉E∗,E, ∀ α ∈ A, ∀ β ∈ B.

Para concluir probaremos que E∗ \ (B−A) es abierto débil-?.
Fijemos ˆ̀ 6∈ B−A arbitrario. En particular, para cualquier α ∈ A, tenemos ˆ̀+α 6∈ B, o bien,

ˆ̀+α ∈ E∗ \B. Dado que E∗ \B es abierto débil-? y (E∗,σ(E∗,E)) es un e.v.t., para todo α ∈ A, existe
W (α) una vecindad débil-? de `= 0, tal que

ˆ̀+α +W (α)⊆ E∗ \B.

Sin pérdida de generalidad, podemos tomar W (α) de la forma usual

W (α) =W0 (xα
0 , . . . ,x

α
m;εα), con xα

0 , . . . ,x
α
m ∈ E y εα > 0.
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Notemos que A⊆
⋃

α∈A

α +
1
2

W (α), luego como A es compacto débil-?, existen α1, . . . ,αn ∈ A tales

que
A⊆

n⋃
i=1

αi +
1
2

W (αi).

Veamos ahora que V :=W + ˆ̀, con W := 1
2

n⋂
i=1

W (αi), satisface la condición V ∩ (B−A) = /0.

Notemos primero que W es abierto débil-? y contiene al cero. Argumentemos por contradicción.
Supongamos que existe w ∈W tal que w+ ˆ̀∈ B−A, es decir, existe α ∈ A tal que w+ ˆ̀+α ∈ B.
Luego, para algún i ∈ {1, . . . ,n} tendríamos que α ∈ αi +

1
2W (αi), y por lo tanto

w+ ˆ̀+α ∈ ˆ̀+
1
2

W (αi)+αi +
1
2

W (αi)⊆ ˆ̀+αi +W (αi)⊆ E∗ \B.

En consecuencia, V ∩ (B−A) = /0, y por lo tanto E∗ \ (B−A) es abierto débil-?. �

12.4.3 Densidad de la inyección canónica

Ahora nos enfocaremos en demostrar un resultado fundamental acerca de la densidad de la inyección
canónica. Para esto, primero necesitamos ver el siguiente lema.

LEMA 3 Si (E,‖ · ‖E) es un e.v.n. y A ⊆ E∗ es un conjunto convexo, entonces Aσ(E∗,E) es también
convexo.

Demostración Sean `1, `2 ∈ S := Aσ(E∗,E) y λ ∈ [0,1]. Debemos probar que

`λ := λ`1 +(1−λ )`2 ∈ S.

Es suficiente probar que para cualquier x0, . . . ,xm ∈ E y ε > 0, tenemos

W`λ (x0, . . . ,xm;ε)∩A 6= /0.

Como `1, `2 ∈ S, existen h1,h2 ∈ A tales que, para cada i = 1,2, tenemos

hi ∈W`i(x0, . . . ,xm;ε)∩A.

Luego, como A es convexo y W`i(x0, . . . ,xm;ε) = `i+W0(x0, . . . ,xm;ε) para cada para i = 1,2, tenemos

λh1 +(1−λ )h2 ∈ A y λh1 +(1−λ )h2 ∈ `λ +λW0(x0, . . . ,xm;ε)+(1−λ )W0(x0, . . . ,xm;ε).

Finalmente, obtenemos el resultado buscado notando que W`λ (x0, . . . ,xm;ε) = `λ +W0(x0, . . . ,xm;ε) y

λW0(x0, . . . ,xm;ε)+(1−λ )W0(x0, . . . ,xm;ε)⊆W0(x0, . . . ,xm;ε).

�

LEMA — Goldstine. Supongamos que (E,‖ · ‖E) es un e.v.n. Luego,

J
(
BE
)σ(E∗∗,E∗)

= BE∗∗ .
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Demostración Recordemos que ‖Jx‖E∗∗ = ‖x‖E para todo x ∈ E. En particular, tenemos que

J
(
BE
)
⊆ BE∗∗ .

Gracias al Teorema de Banach-Alaoglu, BE∗∗ es compacto débil-?, y en particular, cerrado débil-?

en E∗∗. Luego tenemos J
(
BE
)σ(E∗∗,E∗)

⊆ BE∗∗ .

Supongamos por contradicción que existe ϕ ∈ BE∗∗ \ J
(
BE
)σ(E∗∗,E∗)

y denotemos por

S := J
(
BE
)σ(E∗∗,E∗)

.

Notemos primero que {ϕ} ⊆ E∗∗ es compacto débil-?, convexo y no vacío. Por otro lado, S es
cerrado débil-? y no vacío. Además, por el Lema 3 también tenemos que S se convexo, entonces por el
Teorema de Hahn-Banach para la topología débil-? (segunda versión) en E∗∗, existen ` ∈ E∗ y λ ∈ R
tales que

sup
‖x‖E≤1

〈Jx, `〉E∗∗,E∗ < λ < 〈ϕ, `〉E∗∗,E∗ , ∀x ∈ BE.

Notando que

‖`‖E∗ = sup
‖x‖E≤1

〈`,x〉E∗,E = sup
‖x‖E≤1

〈Jx, `〉E∗∗,E∗ y 〈ϕ, `〉E∗∗,E∗ ≤ ‖`‖E∗

pues ‖ϕ‖E∗∗ ≤ 1, obtenemos ‖`‖E∗ < λ < ‖`‖E∗ , lo que es absurdo. �





13. Topología débil y espacios reflexivos

Ahora vamos a introducir la noción de espacios reflexivos y estudiaremos su relación con la
compacidad en la topología débil

DEFINICIÓN Diremos que un e.v.n. (E,‖ · ‖E) es reflexivo si la inyección canónica es sobreyectiva, i.e.
J(E) = E∗∗:

∀ϕ ∈ E∗∗, ∃x ∈ E tal que ϕ = Jx.

Observación
En general, si E es reflexivo, entonces uno identifica E∗∗ con E.
Si E∗∗∼=E entonces E no es necesariamente reflexivo, la isometría debe ser la inyección canónica.
Todo espacio reflexivo es un espacio de Banach:

• Si {xk}k∈N ⊆ E es una sucesión de Cauchy, entonces {Jxk}k∈N ⊆ E∗∗ es una sucesión de
Cauchy.

• Dado (E∗∗,‖ · ‖E∗∗) es siempre un espacio de Banach, existe ϕ ∈ E∗∗ tal que Jxk → ϕ

(fuertemente).
• Si E es reflexivo, existe x ∈ E tal que ϕ = Jx.
• Dado que ‖xk− x‖E = ‖Jxk − Jx‖E∗∗ para todo k ∈ N, tenemos que xk→ x (fuertemente).

Antes de continua, veamos algunas propiedades de continuidad de la inyección canónica, que no
serán de utilidad más adelante.

PROPOSICIÓN 28 Supongamos que (E,‖·‖E) es un e.v.n. Luego, J : (E,σ(E,E∗))→ (E∗∗,σ(E∗∗,E∗))
es continua. Si además (E,‖ · ‖E) es reflexivo, entonces J−1 : (E∗∗,σ(E∗∗,E∗))→ (E,σ(E,E∗)) es
continua.

Demostración Notemos que dado x̄ ∈ E, `0, . . . , `m ∈ E∗ y ε > 0, tenemos

J−1(WJ(x̄)(`1, · · · , `m;ε)) =Vx̄(`1, . . . , `m;ε).
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En efecto, basta notar que

J−1(WJ(x̄)(`1, · · · , `m;ε)) =
m⋂

i=0

J−1{ϕ ∈ E∗∗ | |〈ϕ− Jx̄, `i〉E∗∗,E∗ |< ε}

y que para cada i = 0, . . . ,m tenemos

J−1{ϕ ∈ E∗∗ | |〈ϕ− Jx̄, `i〉E∗∗,E∗ |< ε}= {x ∈ E | |〈Jx− Jx̄, `i〉E∗∗,E∗ |< ε}
= {x ∈ E | |〈`i,x− x̄〉E∗,E|< ε}.

Luego, como Vx̄(`1, . . . , `m;ε) es una vecindad abierta débil de x̄, obtenemos la continuidad de la
inyección canónica J.

Por otro lado, si (E,‖ · ‖E) es reflexivo, entonces tenemos

(J−1)−1 (Vx̄(`0, . . . , `m;ε)) = J (Vx̄(`1, . . . , `m;ε)) =WJ(x̄)(`1, · · · , `m;ε).

También, dado ϕ̄ ∈ E∗∗, existe x̄ ∈ E tal que ϕ̄ = J(x̄).
Como WJ(x̄)(`1, · · · , `m;ε) es una vecindad abierto débil-? de ϕ̄ , obtenemos la continuidad de la

inversa de la inyección canónica. �

13.1 Compacidad débil en espacios reflexivos
TEOREMA — Kakutani. Un e.v.n. (E,‖ · ‖E) es reflexivo si y sólo si BE es compacto para la topología
débil σ(E,E∗).

Demostración Supongamos primero que (E,‖ · ‖E) es reflexivo. Gracias al Teorema de Banach-
Alaoglu, BE∗∗ es compacto débil−? en E∗∗ (en la topología σ(E∗∗,E∗)).

Además como J es una isometría tenemos que

J−1(BE∗∗) = BE.

Por la Proposición 28, tenemos que J−1 : (E∗∗,σ(E∗∗,E∗))→ (E,σ(E,E∗)) es continua. Luego BE es
compacto en (E,σ(E,E∗)), es decir, es compacto débil.

Supongamos ahora que BE es compacto débil en (E,σ(E,E∗)). Por la Proposición 28, tenemos que
J : (E,σ(E,E∗))→ (E∗∗,σ(E∗∗,E∗)) es continua. Luego J

(
BE
)

es compacto débil-?, en particular es
cerrado débil-? en σ(E∗∗,E∗). En consecuencia, por el Lema de Goldstine, tenemos

J(BE) = J(BE)
σ(E∗∗,E∗)

= BE∗∗ .

A partir de esto podemos, por homotecia, concluir que J(E) = E∗∗, es decir, E es reflexivo.
�

Veamos ahora algunas consecuencias de este resultado.

COROLARIO 11 Supongamos que (E,‖ · ‖E) es reflexivo y que K ⊆ E es un subconjunto cerrado
(fuerte), convexo y acotado. Entonces K es compacto débil en σ(E,E∗).

Demostración K es cerrado fuerte y convexo, entonces K es cerrado débil en σ(E,E∗).Por otro lado,
dado que K es acotado, existe r > 0 tal que K ⊆ BE(0,r). Por el Teorema de Kakutani, BE(0,r) es
compacto débil. Luego, necesariamente K es compacto débil. �
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COROLARIO 12 Supongamos que (E,‖·‖E) es reflexivo y M⊆E es un s.e.v. cerrado. Luego, (M,‖·‖E)
es reflexivo.

Demostración Por el Teorema de Kakutani, basta ver que BM = BE ∩M es compacto débil en
σ(M,M∗). Para esto, notemos primero que la topología débil σ(M,M∗) es la topología traza en M
asociada a σ(E,E∗). Fijemos x̄ ∈M y ε > 0.

Sea V = {x ∈ E | |〈`i,x− x̄〉E∗,E|< ε,∀i = 0, . . . ,m} ∈ σ(E,E∗) con `0, . . . , `m ∈ E∗.
Claramente, cada `i|M ∈M∗, luego tenemos que

V ∩M = {x ∈M | |〈`i|M,x− x̄〉M∗,M|< ε, ∀i = 0, . . . ,m} ∈ σ(M,M∗).

Dado que V es un elemento arbitrario de la base de σ(E,E∗), concluimos que

σ(E,E∗)|M ⊆ σ(M,M∗).

Sea V M = {x ∈M | |〈`i,x− x̄〉M∗,M|< ε, ∀i = 0, . . . ,m} ∈ σ(M,M∗), con `0, . . . , `m ∈M∗.
Por el Corolario 3, para cada i = 0, . . . ,m, existe ˆ̀i ∈ E∗ tal que ˆ̀i|M = `i. Por lo tanto,

V M = {x ∈ E | |〈 ˆ̀i,x− x̄〉E∗,E|< ε,∀i = 0, . . . ,m}∩M ∈ σ(E,E∗)|M.

Dado que V M es un elemento arbitrario de la base de σ(M,M∗), tenemos que

σ(M,M∗)⊆ σ(E,E∗)|M.

Dado que E es reflexivo, entonces BE es compacto para la topología débil σ(E,E∗). Notemos
también que M es cerrado débil pues M es cerrado fuerte y convexo. Luego, dado que BM = BE∩M,
tenemos que BM es cerrado débil en σ(E,E∗). Por lo tanto BM es compacto débil en σ(E,E∗), y en
consecuencia, compacto débil en σ(M,M∗), �

COROLARIO 13 Supongamos que (E,‖ · ‖E) es un espacio de Banach. Luego E es reflexivo si y sólo si
E∗ es reflexivo.

Demostración Supongamos primero que E es reflexivo, y veamos que dado ξ ∈ E∗∗∗, existe ` ∈ E∗
tal que

〈ξ ,ϕ〉E∗∗∗,E∗∗ = 〈ϕ, `〉E∗∗,E∗ , ∀ϕ ∈ E∗∗.
Definamos `(x) := 〈ξ ,J(x)〉E∗∗∗,E∗∗ para todo x ∈ E. Claramente, ` : E→ R es lineal.

Notemos además ` ∈ E∗, pues es un operador acotado pues:

|`(x)|= |〈ξ ,J(x)〉E∗∗∗,E∗∗ | ≤ ‖ξ‖E∗∗∗‖J(x)‖E∗∗ = ‖ξ‖E∗∗∗‖x‖E, ∀x ∈ E.

Finalmente, dado ϕ ∈ E∗∗, existe x ∈ E tal que ϕ = J(x), pues E es reflexivo, y en consecuencia

〈ξ ,ϕ〉E∗∗∗,E∗∗ = 〈ξ ,J(x)〉E∗∗∗,E∗∗ = 〈`,x〉E∗,E = 〈J(x), `〉E∗∗,E∗ = 〈ϕ, `〉E∗∗,E∗ .
Supongamos ahora que E∗ es reflexivo. Por la parte anterior, tenemos que E∗∗ es también refle-

xivo.Como E es un espacio de Banach, tenemos que M := J(E) es un s.e.v. cerrado (fuerte) de E∗∗.
Luego, por el Corolario 12, tenemos que M es un espacio reflexivo.

Sea L : M→ E definido por L(y) = x tal que J(x) = y para todo y ∈M = J(E). No es difícil ver
que L es un operador lineal, biyectivo y acotado (respecto a la norma ‖ · ‖E∗∗ en M ⊆ E∗∗). De hecho es
una isometría:

‖L(y)‖E = ‖x‖E = ‖J(x)‖E∗∗ = ‖y‖E∗∗ , ∀y ∈M.

Gracias a la Proposición 24, L : (M,σ(M,M∗))→ (E,σ(E,E∗)) es una función continua. Combi-
nando esto con el Teorema de Kakutani, tenemos que L(BM) es compacto débil en σ(E,E∗).

Dado que L(BM) = BE, usando nuevamente el Teorema de Kakutani, deducimos que E es reflexivo.
�
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13.2 Aplicación en Optimización

Ahora veremos algunas consecuencias respecto a la existencia de soluciones óptimas de problemas
de optimización. Un concepto que juega un rol fundamente en este caso es el se semicontinuidad
inferior.

DEFINICIÓN Supongamos que (X,T ) es un e.t., diremos que una función f : X→ R es semicontinua
inferior (s.c.i.) para la topología T si epi( f ) = {(x,s) ∈ X×R | f (x)≤ s} es cerrado en (X×R,T ⊗
TR).

epi(f)

E

X

R

Figura 13.1: Ejemplo de una función s.c.i.

PROPOSICIÓN 29 Supongamos que (X,T ) un e.t. y f : X→ R es una función dada. Luego, son
equivalentes:

(i) f es s.c.i. para la topología T .
(ii) ∀γ ∈ R, el conjunto Γγ( f ) := {x ∈ X | f (x)≤ γ} es cerrado en T .

(iii) ∀x ∈ X, f (x)≤ lı́minf
y→x

f (y) := sup
A∈N (x)

ı́nf
y∈A

f (y)

Demostración
(i) =⇒ (ii) Como Γγ( f )×{γ} se puede escribir como la intersección de epi( f ) con X×{γ},
deducimos que Γγ( f )×{γ} es cerrado en X×R, y de aquí que Γγ( f ) es cerrado.
(ii) =⇒ (iii) Dados x ∈ X y γ ∈ (−∞, f (x)), tenemos que A := E\Γγ( f ) = {y ∈ X | f (y)> γ}
es una vecindad (abierta) de x por (ii). De este modo γ ≤ lı́minfy→x f (y).
Como lo anterior es válido para todo γ < f (x), hacemos γ → f (x) y concluimos el resultado.
(iii) =⇒ (i) Tomemos (x,λ ) /∈ epi( f ), es decir, λ < f (x). Consideremos γ ∈ R tal que λ < γ <
f (x).
Por (iii), usando la definición del supremo tenemos que existe A ∈N (x) tal que γ < ı́nf

y∈A
f (y).

En consecuencia, para todo y ∈ A, tenemos que f (y)> γ , y por lo tanto, (y,γ) /∈ epi( f ).
Sigue que A× (−∞,γ) y epi( f ) son disjuntos, y como A× (−∞,γ) ∈N ((x,λ )) en la topología
T ⊗TR,
concluimos que X\ epi( f ) es abierto, y por lo tanto epi( f ) es cerrado.

�
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DEFINICIÓN Supongamos que X⊆ E es un conjunto convexo. Diremos que una función f : X→ R es
convexa si

f (λx+(1−λ )y)≤ λ f (x)+(1−λ ) f (y), ∀x,y ∈ X, λ ∈ [0,1].

Observación Notemos que f : X→ R es convexa si y sólo si epi( f ) es un convexo de E×R.

PROPOSICIÓN 30 Supongamos que (E,‖ · ‖E) es un e.v.n., X⊆ E es un conjunto convexo y f : X→ R
es una función convexa. Si f es s.c.i. para la topología fuerte, entonces f es s.c.i. para la topología débil
σ(E,E∗).

Demostración Notemos que epi( f ) es un conjunto convexo y cerrado fuerte en el e.v.n. producto
(E×R,‖ · ‖E×R). En consecuencia, epi( f ) es cerrado débil en σ(E×R,(E×R)∗). Luego, epi( f ) es
cerrado en la topología producto σ(E,E∗)⊗TR, y por lo tanto, s.c.i. en σ(E,E∗). �

Ejemplo La función x 7→ ‖x‖E es continua en (E,‖ · ‖E) y convexa, luego es s.c.i. en σ(E,E∗).

TEOREMA — Weierstrass-Hilbert-Tonelli. Supongamos que (E,‖ · ‖E) es un espacio reflexivo y que
A⊆ E es un cerrado (fuerte), convexo y no vacío. Supongamos que f : E→ R es una función convexa
s.c.i para la topología fuerte. Si existe x0 ∈ A tal que A f (x0) es acotado, donde

A f (x0) := {x ∈ A | f (x)≤ f (x0)},

entonces existe x̄ ∈ A tal que f (x̄)≤ f (x) para todo x ∈ A.

Demostración Notemos primero que pra concluir bastará probar que⋂
γ>ı́nfA( f )

{x ∈ A f (x0) | f (x)≤ γ} 6= /0.

Si fuese el caso, existiría x̄ ∈ A f (x0) tal que f (x̄) ≤ γ para todo γ > ı́nfA( f ). Luego, si γ → ı́nfA( f )
obtenemos f (x̄)≤ ı́nfA( f ) y por lo tanto, f (x̄)≤ f (x) para todo x ∈ A.

Veamos que A f (x0) compacto débil en σ(E,E∗). No es difícil ver que A f (x0) es un conjunto
convexo y no vacío. Además

A f (x0)×{ f (x0)}= epi( f )∩ (A×{ f (x0)}).

Por lo tanto, A f (x0) es cerrado fuerte, pues f : E→ R es s.c.i para la topología fuerte. Por otro lado,
como A f (x0) es acotado, usando Corolario 11, deducimos que A f (x0) es compacto débil.

Supongamos ahora por contradicción que⋂
γ>ı́nfA( f )

{x ∈ A f (x0) | f (x)≤ γ}= /0,

o equivalentemente, para todo x ∈ A f (x0), existe γ > ı́nfA( f ) tal que f (x)> γ . Esto implica que

A f (x0)⊆
⋃

γ>ı́nfA( f )

{x ∈ E | f (x)> γ}∩A f (x0).

Por las Proposición 29 y Proposición 30, tenemos que los siguiente conjuntos son abiertos débiles:

{x ∈ E | f (x)> γ}, ∀γ ∈ R.
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Dado que A f (x0) es compacto débil, existen γ1, . . . ,γm > ı́nfA( f ) tales que

A f (x0)⊆
m⋃

i=1

{x ∈ A f (x0) | f (x)> γi}=
{

x ∈ A f (x0)

∣∣∣∣ f (x)> mı́n
i=1,...,m

γi

}
.

Esto implica que para todo x ∈ A f (x0) tenemos que mı́n
i=1,...,m

γi < f (x). Sin embargo, esto no puede

ocurrir, puesto si no obtendríamos

ı́nf
x∈A

f (x) = ı́nf
x∈A f (x0)

f (x)≥ mı́n
i=1,...,m

γi > ı́nf
x∈A

f (x).

�



14. Espacios separables y metrizabilidad

En esta parte estudiaremos la noción de separabilidad y su relación con la compacidad secuencial
de las topologías débiles. La relevancia de esto recae en la siguiente observación

Observación Si
(
BE∗ ,σ(E∗,E)|BE∗

)
fuese un espacio topológico metrizable, entonces

Teorema de Banach-Alaoglu =⇒ BE∗ es secuencialmente compacto débil-?

Luego, toda sucesión {`k}k∈N ⊆ E∗ acotada, tendría una subsucesión débilmente convergente en
σ(E∗,E). Similarmente, si (E,‖ · ‖E) fuese un espacio reflexivo y

(
BE,σ(E,E∗)|BE

)
fuese metrizable,

entonces

Teorema de Kakutani =⇒ BE es secuencialmente compacto débil

Esto implicaría que toda sucesión {xk}k∈N ⊆ E acotada, tendría una subsucesión que converge débil-
mente en σ(E,E∗).

PROPOSICIÓN 31 Si (E,‖ · ‖E) es un e.v.n. separable, entonces
(
BE∗ ,σ(E∗,E)|BE∗

)
es un e.v.t. metri-

zable.

Demostración Primero vamos a construir una norma en E∗ y a partir de eso una métrica apropiada.
Dado que E es separable, existe F ⊆ E numerable y denso (respecto a la topología fuerte) en E. Luego,
existe una sucesión {xk}k∈N ⊆ BE densa en BE.

Definamos N : E∗→ R via la fórmula:

N(`) :=
+∞

∑
k=0

1
2k+1 |〈`,xk〉E∗,E|, ∀` ∈ E∗.
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Notemos que por definición N(0) = 0 y N(`)≥ 0 para todo ` ∈ E∗. Además N(`) ∈ R, pues

N(`)≤
+∞

∑
k=0

1
2k+1 ‖`‖E∗‖xk‖E ≤ ‖`‖E∗ .

Notemos también que si N(`) = 0, entonces 〈`,xk〉E∗,E = 0 para todo k ∈ N. Luego, por densidad,
para todo x ∈ BE, tenemos 〈`,x〉E∗,E = 0 con lo cual `≡ 0.

Finalmente, es fácil ver que N es una norma en E∗ pues para todo `1, `2, ` ∈ E∗ y λ ∈ R tenemos

m

∑
k=0

1
2k+1 |〈`1 + `2,xk〉E∗,E| ≤ N(`1)+N(`2), ∀m ∈ N

y

|λ |
m

∑
k=0

1
2k+1 |〈`,xk〉E∗,E|=

m

∑
k=0

1
2k+1 |〈λ`,xk〉E∗,E|, ∀m ∈ N.

Definamos ahora la métrica d(`1, `2) :=N(`1−`2). Veamos que la topología inducida por la métrica
Td coincide con la topología traza σ(E∗,E)|BE∗

en BE∗ .

Sea ˆ̀∈ BE∗ y V ∈N ( ˆ̀) para la topología débil-?, debemos probar que existe r > 0 tal que

{` ∈ BE∗ | d(`, ˆ̀)< r} ⊆V ∩BE∗ .

Usando la base para σ(E∗,E), existen y0, . . . ,ym ∈ BE y ε > 0 tales que W ˆ̀(y0, . . . ,ym;ε)⊆V .
Dado que {xk}k∈N es densa en BE, tenemos que para cada i = 0, . . . ,m; existe ki ∈ N tal que

‖yi− xki‖E ≤
ε

4
.

Notemos que dados ` ∈ BE∗ e i ∈ {0, . . . ,m}, tenemos

|〈`− ˆ̀,yi〉E∗,E| ≤ |〈`− ˆ̀,yi− xki〉E∗,E|+ |〈`− ˆ̀,xki〉E∗,E|

≤ 2‖yi− xki‖E +2ki+1 1
2ki+1 |〈`− ˆ̀,xki〉E∗,E|.

Tomando r < ε

2 ·
1

2ki+1 para todo i = 0, . . . ,m, tenemos que si d(`, ˆ̀)< r entonces

|〈`− ˆ̀,yi〉E∗,E| ≤
ε

2
+2ki+1d(`, ˆ̀)<

ε

2
+

ε

2
= ε.

A partir esto obtenemos {` ∈ BE∗ | d(`, ˆ̀)< r} ⊆W ˆ̀(y0, . . . ,ym;ε)∩BE∗ , y por lo tanto

σ(E∗,E)|BE∗
⊆Td .

Sea ahora ˆ̀∈ BE∗ y r > 0. Afirmamos que si m ∈ N es tal que
1

2m <
r
2

entonces

W ˆ̀

(
x0, . . . ,xm;

r
2

)
∩BE∗ ⊆ {` ∈ BE∗ | d(`, ˆ̀)< r}.
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Basta notar que, dado que {xk}k∈N ⊆ BE, para todo ` ∈ BE∗ tenemos

d(`, ˆ̀) =
m

∑
k=0

1
2k+1 |〈`− ˆ̀,xk〉E∗,E|+

+∞

∑
k=m+1

1
2k+1 |〈`− ˆ̀,xk〉E∗,E|

≤
m

∑
k=0

1
2k+1 |〈`− ˆ̀,xk〉E∗,E|+2

+∞

∑
k=m+1

1
2k+1

=
m

∑
k=0

1
2k+1 |〈`− ˆ̀,xk〉E∗,E|+

1
2m

≤
m

∑
k=0

1
2k+1 |〈`− ˆ̀,xk〉E∗,E|+

r
2
.

Luego, si además ` ∈W ˆ̀
(
x0, . . . ,xm; r

2

)
, tenemos que d(`, ˆ̀)< r. Por lo tanto

Td ⊆ σ(E∗,E)|BE∗
.

Lo que prueba finalmente el resultado.
�

De forma similar se puede probar el siguiente resultado.

PROPOSICIÓN 32 Si (E,‖·‖E) es un e.v.n. tal que (E∗,‖·‖E∗) es separable, entonces
(
BE,σ(E,E∗)|BE

)
es un e.v.t. metrizable.

Demostración Dado que E∗ es separable, podemos tomar {`k}k∈N densa en BE∗ y definir la norma

N(x) :=
+∞

∑
k=0

1
2k+1 |〈`k,x〉E∗,E|, ∀ x ∈ E.

Usando los mismos argumentos de la proposición 31 y la base de vecindades correspondiente, se
concluye.

�

14.1 Compacidad secuencial débil-?
TEOREMA — Teorema de Banach-Alaoglu secuencial. Supongamos que (E,‖ · ‖E) es un e.v.n.
separable y {`k}k∈N es una sucesión acotada en E∗. Luego existe una subsucesión {`k j} j∈N que converge
débilmente en σ(E∗,E)

Demostración Sin pérdida de generalidad, supongamos que ‖`k‖E∗ ≤ 1, para todo k ∈ N. Por el
Teorema de Banach-Alaoglu, sabemos que BE∗ es compacta para la topología débil-? σ(E∗,E). Gracias
a la Proposición 31, tenemos

(
BE∗ ,σ(E∗,E)|BE∗

)
es metrizable y la conclusión se sigue.

�

Veamos ahora algunas consecuencias de este importante resultado.

COROLARIO 14 Supongamos que (E,‖ ·‖E) es un e.v.n. separable y que K ⊆ E∗ es un conjunto cerrado
débil-? y no vacío. Luego, K tiene un elemento de norma mínima: existe ˆ̀∈ K tal que

‖ ˆ̀‖E∗ ≤ ‖`‖E∗ , ∀` ∈ K.
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Demostración Dado que K es no vacío, existe {`k}k∈N ⊆ K tal que

lı́m
k→+∞

‖`k‖E∗ = α := ı́nf{‖`‖E∗ | ` ∈ K}.

La sucesión {`k}k∈N es acotada, luego tiene una subsucesión que converge débilmente en σ(E∗,E).
Denotemos la subsucesión de la misma forma y sea ˆ̀∈ E∗ su límite débil-?. Como K ⊆ E∗ es un
conjunto cerrado débil-?, tenemos que ˆ̀∈ K.

Finalmente, como `k
?
⇀ ˆ̀, tenemos que

α ≤ ‖ ˆ̀‖E∗ ≤ lı́minf
k→+∞

‖`k‖E∗ = α

�

El corolario anterior puede ser aplicado para estudiar la compacidad secuencial débil-? en L∞.

COROLARIO 15 Supongamos que (Ω,A ,µ) es un espacio de medida σ -finita y que { fk}k∈N es una
sucesión que acotada en (L∞

µ (Ω),‖ · ‖L∞). Luego existe f̂ ∈ L∞
µ (Ω) y una subsucesión { fk j} j∈N tal que∫

Ω

fk j g dµ →
∫

Ω

f̂ g dµ, ∀ g ∈ L1
µ(Ω).

Demostración Recordemos que (L1
µ(Ω),‖ · ‖L1)∗ ∼= (L∞

µ (Ω),‖ · ‖L∞) y que el producto dualidad se
puede calcular como

〈 f ,g〉L∞
µ (Ω),L1

µ (Ω) =
∫

Ω

f g dµ, ∀ f ∈ L∞
µ (Ω), g ∈ L1

µ(Ω).

Finalmente, dado que (L1
µ(Ω),‖ · ‖L1) es separable (ayudantía), obtenemos el resultado. �

14.2 Compacidad secuencial débil
TEOREMA — Compacidad secuencial débil. Supongamos que (E,‖ · ‖E) es un espacio reflexivo y
{xk}k∈N es una sucesión acotada en E. Luego existe una subsucesión {xk j} j∈N que converge débilmente
en σ(E,E∗).

Demostración Supongamos primero que (E∗,‖ · ‖E∗) es separable. Notemos que {J(xk)}k∈N es una
sucesión acotada en E∗∗.

Por el Teorema de Banach-Alaoglu secuencial, existen ϕ̄ ∈ E∗∗ y {J(xk j)} j∈N tal que J(xk j)
?
⇀ ϕ̄

débilmente en σ(E∗∗,E∗):

〈J(xk j), `〉E∗∗,E∗ → 〈ϕ̄, `〉E∗∗,E∗ , ∀` ∈ E∗.

Dado que E es reflexivo, J(x̄) = ϕ̄ para algún x̄ ∈ E. Por lo tanto tenemos

〈`,xk j〉E∗,E = 〈J(xk j), `〉E∗∗,E∗ → 〈J(x̄), `〉E∗∗,E∗ = 〈`, x̄〉E∗,E.

En otras palabras, xk j ⇀ x̄ débilmente en σ(E,E∗).
Veamos ahora el caso general. Definamos M0 = 〈{xk}k∈N〉 y M = M0 (cerradura respecto a la

topología fuerte). Notemos primero que (M,‖ · ‖E) es un espacio reflexivo (Corolario 12). Además,
por construcción {xk}k∈N es también una sucesión acotada en M. Luego, para concluir basta ver que
(M∗,‖ · ‖M∗) es separable (y utilizar el punto precedente).
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Supongamos, sin pérdida de generalidad, que {xk}k∈N ⊆ BM. Notemos que (M,‖ · ‖E) es un e.v.n.
separable, ya que 〈{xk}k∈N〉Q es denso en M. Luego, como (M,‖ · ‖E) es reflexivo, (M∗∗,‖ · ‖M∗∗) es
separable pues M ∼= M∗∗.

Sea {ϕk}k∈N ⊆M∗∗ una sucesión densa en M∗∗. Dado k ∈N, tomemos `k ∈BE∗ tal que
1
2
‖ϕk‖E∗∗ ≤

〈ϕk, `k〉E∗∗,E∗ ≤ ‖ϕk‖E∗∗ . Definamos L0 = 〈{`k}k∈N〉Q. Notemos que L0 es numerable y denso en
L := 〈{`k}k∈N〉. Para concluir, veamos que L es denso en (M∗,‖ · ‖M∗).

Supongamos por contradicción que esto no es así. Por el Corolario 7, debe existir ϕ ∈M∗∗ \{0} tal
que

〈ϕ, `〉E∗∗,E∗ = 0, ∀` ∈ L.

Dado ε > 0, podemos encontrar m ∈ N tal que ‖ϕ−ϕm‖E∗∗ < ε (por densidad) y por lo tanto

1
2
‖ϕm‖E∗∗ ≤ 〈ϕm, `m〉E∗∗,E∗ = 〈ϕm−ϕ, `m〉E∗∗,E∗ ≤ ‖ϕm−ϕ‖E∗∗‖`m‖E∗ < ε.

En consecuencia,
‖ϕ‖E∗∗ ≤ ‖ϕ−ϕm‖E∗∗+‖ϕm‖E∗∗ < 3ε.

Dado que ε > 0 es arbitrario, concluimos que ϕ = 0 y obtenemos una contradicción. Luego, L es denso
en M∗ y por lo tanto (M∗,‖ · ‖M∗) es separable. �

El resultado anterior se puede extender a cualquier sucesión que esté contenida en un conjunto
compacto débil.

TEOREMA — Eberlein-Šmulian. Supongamos que (E,‖ · ‖E) es un e.v.n separable, A⊆ E es dado y
{xk}k∈N ⊆ A es una sucesión.

Si X := Aσ(E,E∗) es compacto débil, entonces {xk}k∈N tiene una subsucesión débilmente convergen-
te.

Demostración Primero, notemos que X es un conjunto acotado, pues dado que X es compacto débil,
tenemos que

−∞ < mı́n
y∈X

`(y)≤ |〈`,x〉E∗,E|= máx
y∈X

`(y)<+∞, ∀x ∈ X, ` ∈ E∗.

Esto implica que, para cada ` ∈ E∗, existe c` ∈ R tal que sup
x∈X
|〈Jx, `〉E∗∗,E∗ | ≤ c`. Luego, por el Teorema

de Banach-Steinhaus tenemos que sup
x∈X
‖x‖E = sup

x∈X
‖Jx‖E∗∗ <+∞.

Dado que X es acotado, asumamos sin perdida de generalidad, X⊆ BE.

Ahora bien, como (E,‖ · ‖E) es separable,
(
BE∗ ,σ(E∗,E)|BE∗

)
es metrizable, gracias a la Pro-

posición 31. En consecuencia, por el Teorema de Banach-Alaoglu,
(
BE∗ ,σ(E∗,E)|BE∗

)
es un e.m.

compacto.
Afirmamos que existe conjunto denso numerable en BE∗ respecto a la topología σ(E∗,E)|BE∗

.

En efecto, dado k ∈ N, existen `k
1, . . . , `

k
mk
∈ BE∗ tal que BE∗ ⊆

mk⋃
i=1

Bd

(
`k

i ,
1
2k

)
. Luego el conjunto⋃

k∈N

{
`k

1, . . . , `
k
mk

}
es numerable y denso en BE∗ para la topología débil-?.
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Sea {`k}k∈N un conjunto denso en BE∗ para la topología σ(E∗,E)|BE∗
. Repitiendo los argumentos

usados para demostrar la Proposición 32, con la métrica

d̂(x,y) =
+∞

∑
k=0

1
2k+1 |〈`k,x− y〉E∗,E|, ∀ x,y ∈ X,

tenemos que
(
BE,σ(E,E∗)|BE

)
es metrizable.

Finalmente, dado que X es compacto débil y X ⊆ BE, concluimos que X es secuencialmente
compacto. �

Observación En el Teorema de Eberlein-Šmulian no es necesaria asumir que (E,‖ · ‖E) es un e.v.n
separable, pues uno puede hacer el mismo análisis con M = 〈{xk}k∈N〉 en vez de E y {xk}k∈N en vez
de A:

Notemos que M es cerrado débil de E (pues M es convexo).
Luego, X∩M es compacto débil en σ(E,E∗).
Recordemos que σ(M,M∗) = σ(E,E∗)|M (Demostración Corolario 12).
En consecuencia, X∩M es compacto débil σ(M,M∗).

Dado que {xk}k∈N
σ(E,E∗) ⊆ X∩M, tenemos que {xk}k∈N

σ(E,E∗)
es compacto débil en σ(M,M∗).



15. Espacios uniformemente convexos

Ahora estudiaremos la noción de espacios uniformemente convexos y veremos cómo se relaciona
con la reflexividad de un espacio. Usando esta noción probaremos que los espacios de Hilbert y Lp con
p ∈ (1,+∞) son reflexivos.

DEFINICIÓN Diremos que un e.v.n. (E,‖ ·‖E) es uniformemente convexo si para todo ε ∈ (0,2] existe
δ > 0 tal que

∀ x,y ∈ BE, ‖x− y‖E > ε =⇒
∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥
E
< 1−δ

Observación
Esta propiedad implica que la esfera unitaria SE = {x ∈ E | ‖x‖E = 1}) no puede contener
segmentos.
(Rn,‖ · ‖1) y (Rn,‖ · ‖∞) NO son uniformemente convexos, pero si lo son (Rn,‖ · ‖p) con p ∈
(1,+∞).
Si la norma ‖·‖E proviene de un producto interno, entonces (E,‖·‖E) es uniformemente convexo.
Esto se debe a que la identidad del paralelogramo es válida:∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥2

E
=

1
2
‖x‖2

E +
1
2
‖y‖2

E−
∥∥∥∥x− y

2

∥∥∥∥2

E
, ∀ x,y ∈ E.

Si ‖x‖E,‖y‖E ≤ 1, con ‖x− y‖E > ε , entonces∥∥∥∥x+ y
2

∥∥∥∥2

E
≤ 1− ε2

4
< 1− ε2

4
+

ε4

64
=

(
1− 1

8
ε

2
)2

,

con lo cual basta tomar δ =
1
8

ε2 ya que ε ≤ 2 <
√

8, y con esto 1− 1
8

ε2 ≥ 0.
En particular, todo espacio de Hilbert es uniformemente convexo.
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PROPOSICIÓN 33 Supongamos que (E,‖ · ‖E) es un espacio uniformemente convexo y que {xk}n∈N es
una sucesión que converge débilmente en σ(E,E∗) a algún x̄ ∈ E. Luego

lı́msup
n→+∞

‖xk‖E ≤ ‖x̄‖E =⇒ xk→ x fuertemente en (E,‖ · ‖E).

Observación Recordemos que si xk ⇀ x̄ débilmente en σ(E,E∗) entonces ‖x̄‖E ≤ lı́minf
n→+∞

‖xk‖E. En

particular, esta proposición dice que si xk ⇀ x̄ y ‖xk‖E→‖x̄‖E, entonces xk→ x̄ fuertemente.

Demostración Si x̄ = 0, la conclusión es directa, pues tenemos ‖xk‖E→ 0 =⇒ xk→ 0 = x̄. Por otro

lado, supongamos que x̄ 6= 0 y definamos λk = máx{‖xk‖E,‖x̄‖E}, yk =
xk

λk
e ȳ =

x̄
‖x̄‖E

.

Claramente λk > 0 y ‖yk‖E ≤ 1 para todo k ∈ N. Además, notemos que λk→‖x̄‖E e yk ⇀ ȳ. Esto
implica que

1 = ‖ȳ‖E ≤ lı́minf
k→+∞

∥∥∥∥yk + ȳ
2

∥∥∥∥
E
≤ lı́msup

k→+∞

∥∥∥∥yk + ȳ
2

∥∥∥∥
E
≤ lı́msup

k→+∞

‖yk‖E +‖ȳ‖E

2
≤ 1.

Por lo tanto, 1
2‖yk+ ȳ‖E→ 1, por la convexidad uniforme de (E,‖·‖E) necesariamente 1

2‖yk− ȳ‖E→ 0.
Si no, existiría ε ∈ (0,2] y una subsucesión {yk j} j∈N tales que ‖yk j − ȳ‖E > ε para todo j ∈ N. Dado
que (E,‖ · ‖E) es uniformemente convexo, existiría δ > 0 tal que 1

2‖yk j + ȳ‖E < 1−δ para todo j ∈ N.
Esto contradice el hecho que 1

2‖yk + ȳ‖E→ 1. Luego, yk→ ȳ y a posteriori, xk→ x̄ (fuertemente). �

Veamos ahora la relación que existe entre convexidad uniforme de un espacio y la reflexividad de
este.

Observación La convexidad uniforme es una propiedad geométrica, mientras que la reflexividad
es topológica. Por esto, es importante asumir de antemano la completitud del espacio en el siguiente
resultado.

TEOREMA — Milman-Pettis. Si (E,‖ · ‖E) es un espacio de Banach uniformemente convexo, entonces
es reflexivo.

Demostración Por hipótesis tenemos que para todo ε ∈ (0,2], existe δ > 0 tal que

∀ x,y ∈ BE, ‖x− y‖E > ε =⇒
∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥
E
< 1−δ .

Para probar que (E,‖ · ‖E) es reflexivo, basta ver si ϕ0 ∈ E∗∗ con ‖ϕ0‖E∗∗ = 1, entonces ϕ0 ∈ J(BE).
Notemos que si ϕ0 ∈ J(BE), es decir, que para todo ε > 0, existe x ∈ BE tal que

‖ϕ0− Jx‖E∗∗ ≤ ε,

entonces, ϕ0 ∈ J(BE) pues J(BE) es cerrado fuerte en E∗∗; ya que (E,‖ · ‖E) es un espacio de Banach.
Tomemos ε > 0 y sea δ > 0 dado por la convexidad uniforme de (E,‖ · ‖E). Sin pérdida de

generalidad, supongamos que ε ≤ 2. En particular, podemos tomar `0 ∈ E∗ con ‖`0‖E∗ ≤ 1 tal que

〈ϕ0, `0〉E∗∗,E∗ ≥ ‖ϕ0‖E∗∗−
δ

2
= 1− δ

2
.

Consideremos V , la vecindad abierta débil-∗ de ϕ0, dada por

V :=
{

ϕ ∈ E∗∗ | |〈ϕ−ϕ0, `0〉E∗∗,E∗ |<
δ

2

}
.
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Necesariamente debemos tener que J(BE)∩V 6= /0 pues, gracias al Lema de Goldstine, tenemos

ϕ0 ∈ BE∗∗ = J(BE)
σ(E∗∗,E∗)

.

Por lo tanto, existe x̄∈BE tal que |〈Jx̄−ϕ0, `0〉E∗∗,E|< δ

2 . Para concluir, veamos ahora que x̄ verifica

‖ϕ0− Jx̄‖E∗∗ ≤ ε. (15.1)

Consideremos el conjunto

A := {ϕ ∈ E∗∗ | ‖ϕ− Jx̄‖E∗∗ > ε}.

Luego, si x̄ no verifica la desigualdad (15.1), es claro que ϕ0 ∈ A. Notemos que el conjunto A es un
abierto débil-? de σ(E∗∗,E∗). En efecto, por una parte tenemos que

A = E∗∗ \BE∗∗(Jx̄,ε).

Por otra parte, BE∗∗(Jx̄,ε)=Tε

(
BE∗∗

)
, donde Tε(ϕ)= Jx̄+εϕ para todo ϕ ∈E∗∗. Dado (E∗∗,σ(E∗∗,E∗))

es un e.v.t., tenemos que Tε : (E∗∗,σ(E∗∗,E∗))→ (E∗∗,σ(E∗∗,E∗)) es continua.
En consecuencia, por el Teorema de Banach-Alaoglu, tenemos que BE∗∗(Jx̄,ε) es compacto débil-?.

A posteriori, BE∗∗(Jx̄,ε) es cerrado débil-?, y por lo tanto, A es un abierto débil-? de σ(E∗∗,E∗).
Supongamos por contradicción que x̄ es tal que ‖ϕ0− Jx̄‖E∗∗ > ε . Luego, ϕ0 ∈ A. Notemos que

A∩V es un abierto débil-? en σ(E∗∗,E∗) que contiene a ϕ0 ∈ BE∗∗ = J(BE)
σ(E∗∗,E∗)

.
Nuevamente, gracias al Lema de Goldstine, necesariamente tenemos que J(BE)∩A∩V 6= /0. Luego,

existe y ∈ E tal que

‖x̄− y‖E = ‖Jy− Jx̄‖E∗∗ > ε y |〈Jy−ϕ0, `0〉E∗∗,E∗ |<
δ

2
.

Por un lado, tenemos gracias a la convexidad uniforme
∥∥∥∥ x̄+ y

2

∥∥∥∥
E
< 1−δ . Pero por otro lado, tenemos

2−δ ≤ 2〈ϕ0, `0〉E∗∗,E∗ <
δ

2
+ 〈Jx̄, `0〉E∗∗,E∗+

δ

2
+ 〈Jy, `0〉E∗∗,E∗ ≤ δ +‖x̄+ y‖E,

pues 〈ϕ0, `0〉E∗∗,E∗ ≥ 1− δ

2
. En consecuencia, 1−δ ≤

∥∥∥∥ x̄+ y
2

∥∥∥∥
E

, lo que es absurdo.

�

15.1 Algunas consecuencias importantes
COROLARIO 16 Todo espacio de Hilbert (E,‖ · ‖E) es un espacio reflexivo.

Demostración Basta notar que todo espacio de Hilbert es un espacio uniformemente convexo. �

COROLARIO 17 Supongamos que (E,‖ · ‖1) y (E,‖ · ‖2) son espacios de Banach, tales que existe c > 0
que verifica

‖x‖1 ≤ c‖x‖2, ∀x ∈ E.

Si (E,‖ · ‖1) es un espacio uniformemente convexo, entonces (E,‖ · ‖2) es reflexivo.
Si (E,‖ · ‖2) es un espacio uniformemente convexo, entonces (E,‖ · ‖1) es reflexivo.
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Demostración Por el Corolario 9, tenemos que las normas son equivalentes.
La conclusión viene de recordar que si ‖ · ‖1 y ‖ · ‖2 son dos normas equivalentes en E, entonces

los duales topológicos de E coinciden, es decir, (E,‖ · ‖1)
∗ = (E,‖ · ‖2)

∗.
las normas duales ‖ · ‖E∗1 y ‖ · ‖E∗2 son equivalentes (no necesariamente iguales).

En particular, tendremos que (E,‖ · ‖1)
∗∗ = (E,‖ · ‖2)

∗∗. �

15.1.1 Dualidad de espacios Lp

TEOREMA — Dualidad de espacios Lp. Supongamos que (Ω,A ,µ) es un espacio de medida y
p,q ∈ (1,+∞) son tales que 1

p +
1
q = 1. Luego, (Lp

µ(Ω),‖ · ‖Lp) es reflexivo y

(Lp
µ(Ω),‖ · ‖Lp)∗ ∼= (Lq

µ(Ω),‖ · ‖Lq).

Demostración Consideremos primero el caso p≥ 2.
Notemos que por la Proposición ??, (Lp

µ(Ω),‖ · ‖Lp) es uniformemente convexo, y por lo tanto es
reflexivo.

Definamos el operador lineal T : Lq
µ(Ω)→ (Lp

µ(Ω))∗ dado por

T (u)( f ) :=
∫

Ω

u f dµ, ∀ f ∈ Lp
µ(Ω), ∀ u ∈ Lq

µ(Ω).

Para concluir, probaremos que T es un isomorfismo isométrico entre Lq
µ(Ω) y (Lp

µ(Ω))∗. Notemos
que por Hölder tenemos que |T (u)( f )| ≤ ‖u‖Lq‖ f‖Lp para todo u ∈ Lq

µ(Ω) y f ∈ Lp
µ(Ω). Luego,

T (u) ∈ (Lp
µ(Ω))∗ y además ‖T (u)‖(Lp

µ (Ω))∗ ≤ ‖u‖Lq para todo u ∈ Lq
µ(Ω).

Esta desigualdad, es de hecho una igualdad. En efecto, dado u∈Lq
µ(Ω), definamos fu = |u|q−2u 1{u6=0}.

Tenemos que fu es medible y | fu|p = |u|(q−1)p = |u|q, pues 1
p +

1
q = 1. En particular, fu ∈ Lp

µ(Ω) y dado
que q

p = q 1
p = q(1− 1

q) = q−1, también tenemos

‖ fu‖Lp =

(∫
Ω

|u(x)|q dµ(x)
) 1

p

= ‖u‖
q
p
Lq = ‖u‖q−1

Lq .

Además,
〈T (u), fu〉Lp

µ (Ω))∗,Lp
µ (Ω) =

∫
Ω

u|u|q−2u dµ =
∫

Ω

|u|q dµ = ‖u‖q
Lq ,

lo que implica que

‖T (u)‖(Lp
µ (Ω))∗ ≥

〈T (u), fu〉
‖ fu‖Lp

=
‖u‖q

Lq

‖u‖q−1
Lq

= ‖u‖Lq .

Por lo tanto T es una isometría, pues ‖T (u)‖(Lp
µ (Ω))∗ = ‖u‖Lq para todo u ∈ Lq

µ(Ω).
Claramente, T es lineal e inyectiva pues T (u) = 0 si y sólo si u = 0, gracias a que T es una isometría.

Además, como
(
Lq

µ(Ω),‖ · ‖Lq
)

es un espacio de Banach, T (Lq
µ(Ω)) es un s.e.v. cerrado de (Lp

µ(Ω))∗.
Veamos que T es sobreyectiva. Supongamos por contradicción que no lo es. Por el Corolario 7,

existe ϕ ∈ (Lp
µ(Ω))∗∗ \{0} tal que

〈ϕ,T (u)〉(Lp
µ (Ω))∗∗,(Lp

µ (Ω))∗ = 0, ∀ u ∈ Lq
µ(Ω).

Dado que (Lp
µ(Ω),‖ · ‖Lp) es reflexivo, existe f ∈ Lp

µ(Ω)\{0} tal que ϕ = J f , y en consecuencia

〈T (u), f 〉(Lp
µ (Ω))∗,Lp

µ (Ω) = 〈ϕ,T (u)〉(Lp
µ (Ω))∗∗,(Lp

µ (Ω))∗ = 0, ∀ u ∈ Lq
µ(Ω).
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No es difícil ver que u f := | f |p−2 f , es una función medible que satisface u f ∈ Lq
µ(Ω). Con esto

obtenemos una contradicción, pues tendríamos f = 0 ya que

‖ f‖p
Lp = 〈T (u f ), f 〉(Lp

µ (Ω))∗,Lp
µ (Ω) = 0.

Finalmente consideremos el caso p ∈ (1,2). Notemos que q ∈ (2,+∞) pues 1
2 = 1− 1

2 > 1− 1
p > 0,

y por lo tanto 1
2 > 1

q > 0. Usando la parte anterior, tenemos que (Lq
µ(Ω),‖ · ‖Lq) es reflexivo y

(Lq
µ(Ω),‖ · ‖Lq)∗ ∼= (Lp

µ(Ω),‖ · ‖Lp).

Esto implica que (Lp
µ(Ω),‖ · ‖Lp) es reflexivo, gracias a la Corolario 3 (Clase 16).

Luego, re-haciendo la demostración para el caso p≥ 2 obtenemos que

(Lp
µ(Ω),‖ · ‖Lp)∗ ∼= (Lq

µ(Ω),‖ · ‖Lq).

�

Observación
Para concluir también podríamos haber usar el hecho que

(Lq
µ(Ω),‖ · ‖Lq)∼= (Lq

µ(Ω),‖ · ‖Lq)∗∗ ∼= (Lp
µ(Ω),‖ · ‖Lp)∗.

Esto viene de notar que si (E,‖ · ‖E)∼= (F,‖ · ‖F), entonces (E,‖ · ‖E)
∗ ∼= (F,‖ · ‖F)

∗.
El teorema anterior implica que si (Ω,A ,µ) es un espacio de medida y p,q ∈ (1,+∞) son tales
que 1

p +
1
q = 1, entonces para todo ` ∈ (Lp

µ(Ω),‖ · ‖Lp)∗ existe un único u ∈ Lq
µ(Ω) tal que

〈`, f 〉Lp
µ (Ω)∗,Lp

µ (Ω) =
∫

Ω

u f dµ, ∀ f ∈ Lp
µ(Ω) y además ‖u‖Lq = ‖`‖Lp

µ (Ω)∗ .





16. Compacidad secuencial débil en espacios Lp

Para terminar este capítulo, analizaremos la compacidad secuencial débil en los espacios Lp y la
compacidad débil (en general) en el espacio L1. En particular, discutiremos sobre qué se puede decir de
sucesiones acotadas en L1.

16.1 Caso p ∈ (1,+∞)

Comenzaremos por la compacidad secuencial débil para el caso p ∈ (1,+∞).

PROPOSICIÓN 34 Supongamos que (Ω,A ,µ) es un espacio de medida, p,q ∈ (1,+∞) verifican
1
p +

1
q = 1 y que { fk}k∈N ⊆ Lp

µ(Ω) es una sucesión acotada. Luego existe f̂ ∈ Lp
µ(Ω) y una subsucesión

{ fk j} j∈N tal que ∫
Ω

fk j g dµ →
∫

Ω

f̂ g dµ, ∀ g ∈ Lq
µ(Ω). (16.1)

Demostración Por el Teorema Dualidad de espacios Lp , tenemos que (Lp
µ(Ω),‖ · ‖Lp) es reflexivo.

Además, para todo g ∈ Lq
µ(Ω), por la desigualdad de Hölder, tenemos que `g ∈ Lp

µ(Ω)∗, donde

〈`g, f 〉Lp
µ (Ω)∗,Lp

µ (Ω) =
∫

Ω

f gdµ, ∀ f ∈ Lp
µ(Ω).

Luego, gracias al Teorema de Compacidad secuencial débil, { fk}k∈N tiene un subsucesión que
converge débilmente en σ

(
Lp

µ(Ω),Lq
µ(Ω)

)
:= σ

(
Lp

µ(Ω),Lp
µ(Ω)∗

)
.

Si { fk j} j∈N es la subsucesión convergente y f̂ ∈ Lp
µ(Ω) su límite, entonces tenemos:∫

Ω

fk j g dµ = 〈`g, fk j〉Lp
µ (Ω)∗,Lp

µ (Ω)→ 〈`g, f̂ 〉Lp
µ (Ω)∗,Lp

µ (Ω) =
∫

Ω

f̂ g dµ, ∀ g ∈ Lq
µ(Ω).

�
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Observación Si (Ω,A ,µ) es un espacio de medida σ -finita, lo anterior también se verifica en el
caso p =+∞ y q = 1:

Si { fk}k∈N ⊆ L∞
µ (Ω) es una sucesión acotada, existe f̂ ∈ L∞

µ (Ω) y una subsucesión { fk j} j∈N tal que∫
Ω

fk j g dµ →
∫

Ω

f̂ g dµ, ∀ g ∈ L1
µ(Ω).

Esto es consecuencia del Teorema de Banach-Alaoglu, para el cual es importante que
(L∞

µ (Ω),‖ · ‖L∞)∼= (L1
µ(Ω),‖ · ‖L1)∗.

(L1
µ(Ω),‖ · ‖L1) es separable

¿Qué se puede decir en el en el caso p = 1 y q =+∞?

Principales problemas:
(L1

µ(Ω),‖ · ‖L1) en general NO es reflexivo.
(L1

µ(Ω),‖ · ‖L1) en general NO es isométricamente isomorfo al dual de un e.v.n.

PROPOSICIÓN 35 El espacio (`1(R),‖ · ‖`1) no es reflexivo.

Demostración Tomemos {ek}k∈N ⊆ `1(R) donde para cada k ∈N tenemos que ek = {ek, j} j∈N ⊆R y

ek, j =

{
1 si k = j,
0 si k 6= j,

∀ j ∈ N.

Como ‖ek‖`1 = 1 para todo k ∈ N, si `1(R) fuese reflexivo, existiría una subsucesión convergente
débil. Notemos también que (`1(R))∗ ∼= `∞(R). Luego, para cada {ak}k∈N ∈ `∞(R) tenemos que

〈{a j} j∈N,ek〉`∞(R),`1(R) = ak, ∀k ∈ N.

Con esto, si {ek j} j∈N es la subsucesión que converge débilmente y ê ∈ `1(R) su límite, entonces
tendríamos

ak j = 〈{ak}k∈N,ek j〉`∞(R),`1(R) −→ 〈{ak}k∈N, ê〉`∞(R),`1(R).

Fijemos j ∈ N y consideremos {a j
k}k∈N ∈ `∞(R) donde para cada k ∈ N tenemos

a j
k =

{
0 si k < j,
1 si k ≥ j.

Dado que k j ≥ j para todo j ∈ N, obtenemos la siguiente contradicción

1 = lı́m
j→+∞

a j
k j
= lı́m

j→+∞
〈{a j

k}k∈N, ê〉`∞(R),`1(R) = lı́m
j→+∞

∞

∑
k= j

êk = 0.

�

PROPOSICIÓN 36 Supongamos que (Ω,A ,µ) es un espacio de medida σ -finita. Luego, el e.v.n.
(L1

µ(Ω),‖ · ‖L1) no es reflexivo.
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Demostración Consideremos primero el caso que µ es una medida continua:

∀ε > 0, ∃A ∈A tal que 0 < µ(A)< ε.

Luego, para cada k ∈ N, luego, existe A′k ∈A tal que 0 < µ(A′k)<
1

2k+1 .

Definamos Ak :=
+∞⋃
i=k

A′i y notemos también que

Ak+1 ⊆ Ak y 0 < µ(Ak)≤
+∞

∑
i=k

µ(A′i)≤ 1 ∀k ∈ N.

Supongamos por contradicción que (L1
µ(Ω),‖ · ‖L1) es reflexivo y consideremos fk := 1

µ(Ak)
1Ak .

Luego, fk es medible y de hecho fk ∈ L1
µ(Ω) con ‖ fk‖L1 = 1. Luego, existe una subsucesión { fk j} j∈N

que converge débilmente a una cierta función f̂ ∈ L1
µ(Ω).

Dado que (Ω,A ,µ) es un espacio de medida σ -finita, tenemos que (L1
µ(Ω))∗ ∼= L∞

µ (Ω), y por lo
tanto ∫

Ω

fk j g dµ →
∫

Ω

f̂ g dµ, ∀ g ∈ L∞
µ (Ω)

Notemos que dados k, j ∈ N, tales que k j ≥ k, tenemos que fk j1Ak = fk j pues Ak j ⊆ Ak.
Luego, fijando k ∈ N y evaluando en g = 1Ak ∈ L∞

µ (Ω) tenemos∫
Ω

f̂1Ak dµ = lı́m
j→+∞

∫
Ω

fk j1Ak dµ = lı́m
j→+∞

∫
Ω

fk j dµ = lı́m
j→+∞

‖ fk j‖L1 = 1.

Por otro lado, usando el TCD tenemos que
∫

Ω

f̂1Ak dµ → 0, pues 1Ak → 0 c.t.p. lo cual es una

contradicción.
Supongamos ahora, que existe ε > 0 tal que para todo A ∈A si µ(A)> 0 entonces µ(A)≥ ε .
Dado que (Ω,A ,µ) es de medida σ -finita, existe {Ωk}k∈N ⊆A disjuntos tales que

Ω =
⋃
k∈N

Ωk y µ(Ωk)<+∞.

Cada Ωk contiene a los más una cantidad finita de subconjuntos medibles, disjuntos y de medida es
positiva. De otra forma, para k ∈ N fijo existiría {Ak

j} j∈N ⊆A disjuntos tales que

⋃
j∈N

Ak
j ⊆Ωk con µ(Ak

j)> 0.

Luego, necesariamente cada µ(Ak
j)≥ ε y lo que no llevaría a una contradicción pues

+∞ > µ(Ωk)≥ µ

(
m⋃

j=0

Ak
j

)
=

m

∑
j=0

µ(Ak
j)≥ (m+1)ε, ∀m ∈ N.

Por lo tanto Ω tiene a lo más una cantidad numerable de subconjuntos disjuntos de medida positiva. A
partir de esto, es fácil ver que L1

µ(Ω)∼= `1(R), y por lo tanto L1
µ(Ω) no es reflexivo. �
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16.2 Compacidad débil en L1

Dado que los espacios L1 no son reflexivos, en general no bastará que una sucesión sea acotada
para que ésta tenga una subsucesión débilmente convergente. Por esta razón se necesitan hipótesis
adicionales, como la que introduciremos ahora.

DEFINICIÓN Si (Ω,A ,µ) es un espacio de medida, diremos que un subconjunto F ⊆ L1
µ(Ω) es

equi-integrable si:
1. Para todo ε > 0, existe δ > 0, tal que∫

A
| f |dµ < ε, ∀A ∈A tal que µ(A)< δ , ∀ f ∈ F.

2. Para todo ε > 0, existe A ∈A con µ(A)<+∞ tal que∫
Ω\A
| f | dµ < ε, ∀ f ∈ F.

Antes de continuar, necesitamos presentar el siguiente lema técnico.

LEMA 4 Supongamos que (E,‖ · ‖E) es un espacio de Banach y que K ⊆ E verifica

∀ ε > 0,∃ Kε ⊆ E compacto débil tal que K ⊆ Kε +BE(0,ε). (16.2)

Entonces K está contenido en un conjunto compacto débil.

Demostración Notemos que para todo ε > 0, si Kε ⊆ E es dado por (16.2) y J : E→ E∗∗ es la
inyección canónica, tenemos:

J(K)⊆ J(Kε)+ J(BE(0,ε))⊆ J(Kε)+BE∗∗(0,ε).

El conjunto J(Kε)+BE∗∗(0,ε) es compacto débil−? en E∗∗.
En efecto:

Dado que (E∗∗,σ(E∗∗,E∗)) es un e.v.t., la suma de conjuntos compactos es un conjunto compac-
to.
BE∗∗(0,ε) es compacto débil-? gracias al Teorema de Banach-Alaoglu.
J(Kε) también lo es ya que J : (E,σ(E,E∗))→ (E∗∗,σ(E∗∗,E∗)) es continua (Proposición 28).

Esto implica que J(K)
σ(E∗∗,E∗)

es compacto débil-? en E∗∗.
Notemos que

J(K)
σ(E∗∗,E∗) ⊆ J(Kε)+BE∗∗(0,ε)⊆ J(E)+BE∗∗(0,ε), ∀ε > 0.

En consecuencia,
J(K)

σ(E∗∗,E∗) ⊆ J(E) = J(E),

pues J(E) es cerrado fuerte en E∗∗ ya que E es un espacio de Banach.
Finalmente, dado que J−1 : (J(E),σ(E∗∗,E∗))→ (E,σ(E,E∗)) es continua (Proposición 28),

obtenemos la conclusión:

K ⊆ J−1
(

J(K)
σ(E∗∗,E∗))

, pues J(K)⊆ J(K)
σ(E∗∗,E∗)

.

�
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El lema precedente es una herramienta fundamental para demostrar el siguiente resultado de
compacidad débil en L1.

TEOREMA — Dunford-Pettis. Supongamos que (Ω,A ,µ) es un espacio de medida σ -finita y que
F ⊆ L1

µ(Ω) es conjunto acotado y equi-integrable. Entonces F está contenido en un conjunto compacto
débil respecto a σ

(
L1

µ(Ω),L∞
µ (Ω)

)
.

Demostración En vista del Lema 4 y dado que (L1
µ(Ω),‖ ·‖L1) es un espacio de Banach, basta probar

que
∀ε > 0,∃Kε ⊆ L1

µ(Ω) compacto débil tal que F ⊆ Kε +BL1
µ (Ω)(0,ε).

Fijemos ε > 0, luego por equi-integrabilidad (condición (2)), existe un conjunto A ∈A medible
con µ(A)<+∞ tal que ∫

Ω\A
| f | dµ ≤ ε

2
, ∀ f ∈ F.

Dado que F es acotado en L1
µ(Ω), definimos

cF := sup{‖ f‖L1 | f ∈ F}<+∞.

Dados k ∈ N y f ∈ F fijos, definamos el conjunto medible

E f
k := {x ∈Ω | | f (x)|> k+1}.

Notemos que | f | ·1E f
k
> k+1, y por lo tanto

µ(E f
k ) =

∫
Ω

1E f
k

dµ ≤
∫

Ω

| f |
k+1

·1E f
k

dµ ≤ 1
k+1

‖ f‖L1 ≤
cF

k+1
, ∀k ∈ N, ∀ f ∈ F.

Por otro lado, sea δ > 0 dado por la equi-integrabilidad (condición (1)). Luego, para todo k ∈ N tal
que cF

k+1 < δ tenemos ∫
E f

k

| f | dµ ≤ ε

2
, ∀ f ∈ F.

En adelante, consideramos k ∈ N fijo tal que cF
k+1 < δ .

Dado f ∈ F , definamos g f ∈ L1
µ(Ω), via la fórmula:

g f := f ·1A\E f
k
+

(k+1) f
| f |

·1A∩E f
k
+0 ·1Ω\A.

Afirmamos que ‖ f −g f ‖L1 ≤ ε para todo f ∈ F . Si esto es cierto, en particular tendremos que

F ⊆ {g f } f∈F +BL1
µ (Ω)(0,ε).

En efecto, notemos que, debido a la forma que escogimos A y a que g f = 0 c.t.p. en Ω\A, tenemos

‖ f −g f ‖L1 =
∫

Ω

| f −g f | dµ =
∫

Ω\A
| f | dµ +

∫
A
| f −g f | dµ ≤ ε

2
+
∫

A
| f −g f | dµ.

Por otro lado, dado que g f = f ·1A\E f
k

c.t.p. en A\E f
k , tenemos que

∫
A
| f−g f | dµ =

∫
A\E f

k

| f−g f | dµ+
∫

A∩E f
k

| f−g f | dµ =
∫

A∩E f
k

| f−g f | dµ =
∫

A∩E f
k

∣∣∣∣ f − (k+1) f
| f |

∣∣∣∣ dµ.
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Dado que | f | ·1E f
k
> k+1 y cF

k+1 < δ , obtenemos finalmente que∫
A∩E f

k

∣∣∣∣ f − (k+1) f
| f |

∣∣∣∣ dµ =
∫

A∩E f
k

| f |
(

1− k+1
| f |

)
dµ ≤

∫
A∩E f

k

| f | dµ ≤
∫

E f
k

| f | dµ ≤ ε

2
.

Definamos ahora Fε = {g f } f∈F . Dado que F ⊆ Fε +BM(0,ε), para concluir resta ver que existe un
compacto débil Kε tal que Fε ⊆ Kε .

Definamos el operador T : L∞
µ (A)→ L1

µ(Ω) via la fórmula:

T (u) = u ·1A +0 ·1Ω\A, ∀u ∈ L∞
µ (A).

El operador, como función, está bien definido pues µ(A)<+∞ y

‖T (u)‖L1 =
∫

Ω

|u ·1A +0 ·1Ω\A| dµ =
∫

A
|u| dµ ≤ µ(A)‖u‖L∞ , ∀u ∈ L∞

µ (A).

Ahora bien, dado f ∈ F , consideremos h f ∈ L∞
µ (A) dada por:

h f = f ·1A\E f
k
+

(k+1) f
| f |

·1A∩E f
k
.

Notemos que ‖h f ‖L∞ ≤ k+1 y que también g f = f ·1A\E f
k
+ (k+1) f

| f | ·1A∩E f
k
+0 ·1Ω\A = T (h f ).

Por lo tanto,
Fε ⊆ T

(
(k+1)BL∞

µ (A)

)
.

Dado que (k+1)BL∞
µ (A) es compacto débil-? (Teorema de Banach-Alaoglu),

Si T :
(
L∞

µ (A),σ(L∞
µ (A),L

1
µ(A))

)
→
(
L1

µ(Ω),σ(L1
µ(Ω),L∞

µ (Ω))
)

fuese continua, entonces obtene-
mos el resultado tomando

Kε = T
(
(k+1)BL∞

µ (A)

)
.

Veamos que efectivamente T :
(
L∞

µ (A),σ(L∞
µ (A),L

1
µ(A))

)
→
(
L1

µ(Ω),σ(L1
µ(Ω),L∞

µ (Ω))
)

es conti-
nua. En efecto, dado que T es lineal, basta ver la continuidad en 0 ∈ L∞

µ (A).
Sea V ∈N (T (0)) en σ(L1

µ(Ω),L∞
µ (Ω)). Luego, como T (0) = 0, existen f0, . . . , fm ∈ L∞

µ (Ω) y
r > 0 tales que V0( f0, . . . , fm;r)⊆V . Notemos que en este caso tenemos que

V0( f0, . . . , fm;r) =
{

v ∈ L1
µ(Ω) |

∣∣∣∣∫
Ω

v fidµ

∣∣∣∣< r, ∀i = 0, . . . ,m
}

En consecuencia,

T−1 (V0( f0, . . . , fm;r)) =
{

u ∈ L∞
µ (A) |

∣∣∣∣∫
Ω

(u ·1A +0 ·1Ω\A) fidµ

∣∣∣∣< r, ∀i = 0, . . . ,m
}

Con esto vemos que T−1 (V0( f0, . . . , fm;r)) ∈ σ(L∞
µ (A),L

1
µ(A)) pues cada fi ·1A ∈ L1

µ(A) y

〈u, fi ·1A〉L∞
µ (A),L1

µ (A) =
∫

A
u fi ·1Adµ =

∫
Ω

(u ·1A +0 ·1Ω\A) fidµ.

En otras palabras,

T−1 (V0( f0, . . . , fm;r)) =W0( f0 ·1A, . . . , fm ·1A;r) ∈ σ(L∞
µ (A),L

1
µ(A)).

�



16.3 Medidas de Radon 125

PROPOSICIÓN 37 Supongamos que (Ω,A ,µ) es un espacio de medida σ -finita y que { fk}k∈N⊆ L1
µ(Ω)

es una sucesión acotada y equi-integrable. Luego existe f̂ ∈ L1
µ(Ω) y una subsucesión { fk j} j∈N tal que∫

Ω

fk j g dµ →
∫

Ω

f̂ g dµ, ∀ g ∈ L∞
µ (Ω).

Demostración Notemos que { fk}k∈N ⊆ L1
µ(Ω) es conjunto acotado y equi-integrable. Luego, está

contenido en un compacto débil respecto a σ
(
L1

µ(Ω),L∞
µ (Ω)

)
; Teorema de Dunford-Pettis. Finalmente,

la existencia de una subsucesión que converge débilmente está garantizada por el Teorema de Eberlein-
Šmulian. �

16.3 Medidas de Radon
Ahora vamos a estudiar brevemente el dual topológico de C (X) y veremos su relación con los

espacios L1.

DEFINICIÓN Supongamos que X⊆ Rn es un subconjunto compacto y no vacío. El dual topológico de
(C (X),‖ · ‖∞), denotado M(X), se llama el espacio de medidas de Radon en X.

Notación La norma dual la denotaremos

‖`‖M(X) = sup
‖g‖∞≤1

∣∣〈`,g〉M(X),C (X)

∣∣ .
Observación

El espacio (C (X),‖ · ‖∞) no es reflexivo (Problema 2, Ayudantía 8).
El nombre medidas de Radon para M(X) viene del hecho que todo `∈M(X) se puede representar
a través de dos medidas definidas sobre los Borelianos de X.

COROLARIO 18 Supongamos que X⊆ Rn es un subconjunto compacto y no vacío. Si {`k}k∈N ⊆M(X)
es una sucesión acotada, entonces existen ˆ̀∈M(X) y {`k j} j∈N tales que

〈`k j ,g〉M(X),C (X)→ 〈 ˆ̀,g〉M(X),C (X), ∀g ∈ C (X).

Demostración Consecuencia directa del Teorema de Banach-Alaoglu y la Proposición 14. �

16.3.1 Relación con L1

PROPOSICIÓN 38 Supongamos que X⊆ Rn es un conjunto compacto y que (Ω,A ,µ) es un espacio
de medida con Ω ⊆ X. Si { fk}k∈N ⊆ L1

µ(Ω) es una sucesión acotada, entonces existen dos medidas
Borelianas finitas, ν1 : B(X)→ R y ν2 : B(X)→ R, y una subsucesión { fk j} j∈N tales que∫

Ω

fk j g dµ →
∫

X
g dν1−

∫
X

g dν2, ∀g ∈ C (X).

Demostración Dada f ∈ L1
µ(Ω), definamos el operador ` f : C (X)→ R via la fórmula:

` f (g) :=
∫

Ω

f g dµ, ∀g ∈ C (X).

Notemos que ` f ∈M(X), con ‖` f ‖M(X) ≤ ‖ f‖L1 , para todo f ∈ L1
µ(Ω), pues∣∣` f (g)

∣∣≤ ∫
Ω

| f g| dµ ≤ ‖ f‖L1‖g‖∞, ∀g ∈ C (X).
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Si { fk}k∈N ⊆ L1
µ(Ω) es una sucesión acotada, entonces {` fk}k∈N ⊆M(X) es también acotada.

Luego, por el Corolario 18 y Proposición 83 (Teorema de representación de Riesz-Radon) , existen
ˆ̀∈M(X), una subsucesión { fk j} j∈N y dos medidas Borelianas finitas, ν1 : B(X)→R y ν2 : B(X)→R,
tales que∫

Ω

fk j g dµ = 〈` fk j ,g〉M(X),C (X)→ 〈 ˆ̀,g〉M(X),C (X) =
∫

X
g dν1−

∫
X

g dν2, ∀g ∈ C (X).

�



17. Problemas de certámenes

17.1 Enunciados
17.1.1 Problema 2 - Certamen 2 - 2019

Sea (E,‖ ·‖E) un espacio de Banach real uniformemente convexo y sea C⊆ E un conjunto convexo
cerrado no vacío.

a) Demuestre por contradicción que para todo r > 0 y ε > 0 existe δ > 0 tal que

x,y ∈ BE(0,r) con ‖x− y‖E > ε =⇒
∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥2

E
≤ 1

2
‖x‖2

E +
1
2
‖y‖2

E−δ .

b) Demuestre para todo x ∈ E existe un único elemento en C, que llamaremos la proyección de x
sobre C y que denotaremos PC(x), tal que

‖x−PC(x)‖E = dist(x,C) := ı́nf
c∈C
‖x− c‖E.

c) Sea x̄ ∈ E fijo y {ck}k∈N ⊆ E una sucesión que verifica que ck ∈C para todo k ∈ N y es tal que

lı́m
k→+∞

‖x̄− ck‖E = dist(x̄,C)

Demuestre ck→ PC(x̄) fuertemente en E cuando k→+∞.

17.1.2 Problema 2 - Certamen 2 - 2019
Sea (E,‖ · ‖E) un espacio de Banach real. Sean ϕ : E∗→ R un funcional lineal y α ∈ R dados.

Suponga que el hiperplano H ⊆ E∗ definido más abajo es cerrado para la topología σ(E∗,E):

H := {` ∈ E∗ | ϕ(`) = α} .
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a) Pruebe que ϕ : E∗→R es continuo para el caso en que en E∗ se considera la topología σ(E∗,E).
INDICACIÓN: Note que dado ¯̀∈ E∗, los conjuntos de la forma W =W ¯̀(x0, . . . ,xm;δ )− ¯̀ son
vecindades simétricas y abiertas de 0 ∈ E∗ en la topología σ(E∗,E).

b) Usando la parte anterior, pruebe que existe x̄ ∈ E con x̄ 6= 0 tal que

H = {` ∈ E∗ | 〈`, x̄〉E∗,E = α} .

17.1.3 Problema 3 - Certamen 2 - 2019
Sea A C [0,1] el conjunto de todas las funciones continuas en [0,1] a valores en R que son derivables

en casi todo punto de [0,1] y cuya derivada pertenece a L1
m([0,1]). En particular, si x ∈ A C [0,1]

entonces
x(t) = x(0)+

∫ t

0
x′(s)ds, ∀t ∈ [0,1].

Sea {xk}k∈N ⊆A C [0,1] una sucesión tal que {xk(t)}k∈N es acotado para cada t ∈ [0,1] y para la
cual existe α ∈ L1

m([0,1]) positiva que verifica

|x′k(t)| ≤ α(t), ∀k ∈ N, c.t.p. t ∈ [0,1].

a) Pruebe que existe una subsucesión de {xk}k∈N que converge uniformemente a algún x̄ ∈ C [0,1].
Por simplicidad, asumamos que la subsucesión encontrada en la parte anterior coincide con la suce-
sión original. Ahora buscamos demostrar que x̄ ∈A C [0,1] con x′nk

⇀ x̄′ débilmente en la topología
σ(L1

m([0,1]),L
∞
m([0,1])) para alguna subsucesión {xnk}k∈N.

b) Para cada k∈N, considere la función t 7→wk(t) :=
x′k(t)
α(t)

definida c.t.p. en [0,1]. Pruebe que existe

una subsucesión {wnk}k∈N y w̄∈L∞
m([0,1]) tal que wnk

∗
⇀ w̄ débilmente en σ

(
L∞
m([0,1]),L

1
m([0,1])

)
.

c) Sea T : L∞
m([0,1])→ L1

m([0,1]) el operador definido por

T (w) = αw, ∀w ∈ L∞
m([0,1]).

Pruebe que T es continuo si en L∞
m([0,1]) se considera la topología débil-∗ σ

(
L∞
m([0,1]),L

1
m([0,1])

)
y en L1

m([0,1]) la topología débil σ
(
L1
m([0,1]),L

∞
m([0,1])

)
.

d) Pruebe que x′nk
⇀ αw̄ débilmente en σ

(
L1
m([0,1]),L

∞
m([0,1])

)
y concluya el resultado pedido.

17.1.4 Problema 2 - Certamen 2 - 2020
En este problema supondremos que (E,‖ · ‖E) es un espacio de Banach real, K ⊆ E es un subcon-

junto compacto no vacío de E y Γ⊆ E∗ es un cono convexo cerrado débil-? no vacío de E∗.
a) Supongamos que K ⊆ E es convexo. El objetivo de esta parte es demostrar que si

∀` ∈ Γ, ∃x ∈ K (que puede depender de `) tal que 〈`,x〉E∗,E ≥ 0 (H)

entonces
∃x0 ∈ K tal que 〈`,x0〉E∗,E ≥ 0, ∀` ∈ Γ. (C)

Notemos que la diferencia entre (H) y (C), es que en esta última x0 no depende de ` ∈ Γ.
Observemos también que (C) es equivalente a decir que A∩K 6= /0, donde

A := {x ∈ E | 〈`,x〉E∗,E ≥ 0 para todo ` ∈ Γ}.

En adelante asumiremos por contradicción que A∩K = /0.
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1) Muestre que existe `0 ∈ E∗ tal que

sup
x∈K
〈`0,x〉E∗,E < 0≤ ı́nf

a∈A
〈`0,a〉E∗,E.

INDICACIÓN: Pruebe que A es un conjunto convexo cerrado no vacío.
2) Muestre, razonando por contradicción y usando el Teorema de Hahn-Banach en E∗, que

`0 ∈ Γ. A partir de esto demuestre que (H) =⇒ (C).
b) En esta parte buscamos extender la implicancia (H) =⇒ (C) para el caso en que K no es

necesariamente convexo, pero que verifica que Q :=
⋃

λ≥0 λK es convexo y que

∀x,y ∈ K, 0 /∈ [x,y] := {z ∈ E | ∃λ ∈ [0,1], z = λx+(1−λ )y}.

1) Verifique que 0 /∈ K y pruebe que Q es cerrado.
2) Muestre que existen `0 ∈ E∗ y δ > 0 tales que 〈`0,x〉E∗,E ≥ δ , para todo x ∈ K.

INDICACIÓN: Primero justifique el hecho que si x ∈ K entonces −x /∈ Q. Luego muestre
que para todo x ∈ K existe ` ∈ E∗ \{0} tal que

〈`,x〉E∗,E > 0 y 〈`,y〉E∗,E ≥ 0 ∀y ∈ K.

Concluya el resultado pedido usando la compacidad de K.
3) Definamos K0 := Q∩H donde H = {x ∈ E | 〈`0,x〉E∗,E = 1}. Pruebe que x ∈ K entonces

λx ∈ K0 para algún λ > 0. Además, pruebe que

K0 ⊆
⋃

0≤λ≤ 1
δ

λK.

Concluya a partir de esto que K0 es compacto.
4) Demuestre la implicancia (H) =⇒ (C) usando las partes anteriores.

c) Supongamos ahora que (F,‖ · ‖F) es otro espacio de Banach real. En esta parte consideramos
L⊆ E∗ y M ⊆ F∗ subconjuntos dados y ψ : E∗→ F una función fija que verifica

∀y∗ ∈M, ∃x∗ ∈ L tal que 〈y∗,ψ(x∗)〉F∗,F ≥ 0.

Supongamos que adicionalmente tenemos que
i) ψ(L) es compacto y

⋃
λ≥0 λM es un convexo cerrado débil-? de F∗.

ii)
⋃

λ≥0 λψ(L) es convexo.
iii) 0 6= λψ(x)+(1−λ )ψ(y) cualquiera sean x,y ∈ L y λ ∈ [0,1].

Pruebe que
∃x∗0 ∈ L, tal que 〈y∗,ψ(x∗0)〉F∗,F ≥ 0, ∀y∗ ∈M.

d) Supongamos a,b,c,d ∈ R son tales que a < b y c < d. Tomemos E =C([a,b]) y F =C([c,d]),
espacios de funciones continuas a valores en R, ambos dotados de la norma ‖ · ‖∞ correspon-
diente. Denotemos por P([a,b]) y P([c,d]) a los conjuntos de todas las medidas de probabilidad
(Borelianas) definidas sobre los intervalos [a,b] y [c,d], respectivamente. Notemos que P([a,b])
se puede identificar con un subconjunto de E∗, pues dado µ ∈ P([a,b]) el funcional

f 7→ `µ( f ) :=
∫
[a,b]

f dµ
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es lineal continuo en (C[a,b],‖ · ‖∞). De forma análoga P([c,d]) se puede identificar con un
subconjunto de F∗.
Dada una función continua π : [a,b]× [c,d]→ R, consideremos B : P([a,b])×P([c,d])→ R
definido por

B(µ,ν) :=
∫∫

[a,b]×[c,d]
π(s, t)dµ(s)dν(t), ∀µ ∈ P([a,b]), ν ∈ P([c,d]).

Esta función están bien definida gracias al Teorema de Fubini. El objetivo de esta parte de
demostrar, usando la parte anterior, que

c∗ := sup
µ∈P([a,b])

ı́nf
ν∈P([c,d])

B(µ,ν) = ı́nf
ν∈P([c,d])

sup
µ∈P([a,b])

B(µ,ν) =: c∗. (17.1)

1) Pruebe que P([a,b]) y P([c,d]) son compactos débiles-? en E∗ y F∗, respectivamente.
Pruebe además que ∪λ≥0λP([c,d]) es un convexo cerrado débil-? en F∗.

2) Supongamos k ∈ N fijo y consideremos la función ψk : P([a,b])→C([c,d]) dada por

ψk(µ)(t) =
∫
[a,b]

π(s, t)dµ(s)− kc∗

k+1
, ∀µ ∈ P([a,b]), ∀t ∈ [c,d].

i) Pruebe que ψk : (P([a,b]),σ(E∗,E))→ (C([c,d]),σ(F,F∗)) es continua en P([a,b]).
ii) Demuestre que ψk(P([a,b])) es cerrado fuerte en C([c,d]).

iii) Pruebe, usando el Teorema de Arzelá-Ascoli que ψk(P([a,b])) es relativamente com-
pacto en C([c,d]). Muestre entonces que ψk(P([a,b])) es compacto en C([c,d])

3) Pruebe que c∗ ≥ kc∗
k+1 . Concluya a partir de esto que la igualdad (17.1) es cierta.

17.1.5 Problema 3 - Certamen 2 - 2020
En este problema supondremos que (E,‖ · ‖E) es un espacio de Banach real. Diremos que B⊆C es

una J-frontera para C si para todo x ∈ E, existe un `0 ∈ B tal que 〈`0,x〉E∗,E = sup`∈C〈`,x〉E∗,E.
Un conjunto B⊂ BE∗ se dice un J-frontera de E si es una J-frontera para el conjunto BE∗

a) Supongamos que E es un espacio de Banach tal que su dual topológico E∗ es separable. Sea C un
subconjunto acotado convexo cerrado no vacío de E∗. Demostraremos que si B es una J-frontera
para C, entonces C = conv(B).

1) Demuestre que si `0 ∈C \ conv(B), entonces existen ϕ ∈ SE∗∗ y α,β ∈ R tales que

〈ϕ, `〉E∗∗,E∗ ≤ α < β < 〈ϕ, `0〉E∗∗,E∗ , ∀` ∈ B.

2) Pruebe que existe una sucesión {xk}k∈N ⊂ BE tal que Jxk

∗
⇀ ϕ en σ(E∗∗,E∗) y concluya el

resultado
En lo que sigue, consideremos A un subconjunto cerrado débil de σ(E,E∗).

b) 1) Demuestre si A es σ(E,E∗)-compacto, entonces todo funcional lineal continuo ` ∈ E∗
alcanza su supremo en algún punto de A.

2) Demuestre que si E∗∗ es separable y todo funcional lineal continuo ` ∈ E∗ alcanza su
supremo en A, entonces A es compacto débil en σ(E,E∗).
INDICACIÓN: Defina el conjunto C = conv(A) y use la parte a) para demostrar que es
compacto débil en σ(E,E∗).
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17.1.6 Problema 4 - Certamen 2 - 2020
En esta pregunta demostraremos el siguiente resultado: Un espacio de Banach E es reflexivo sí

y solo si existe un θ ∈ (0,1) tal que para toda sucesión {xk}k∈N en SE (la esfera unitaria de E) que
verifica ı́nf{‖u‖E | u ∈ conv{x0,x1,x2, . . .}} ≥ θ se tiene que existe k0 ∈ N, u ∈ conv{x0, . . . ,xk0} y
v ∈ conv{xk0+1, . . .} tales que ‖u− v‖E ≤ θ .

a) Pruebe que si E es reflexivo, entonces los conjuntos Kk = conv{xk+1, . . .} forman una familia
anidada de conjuntos débiles compactos y concluya la condición necesaria.

b) Pruebe que para todo s.e.v. cerrado propio Y de un e.v.n. (X ,‖ · ‖) y ε > 0, existe un elemento en
la esfera unitaria, x ∈ SX , tal que dist(x,Y )≥ 1− ε .

c) Usando la parte anterior pruebe que para θ ∈ (0,1), existe un elemento

ϕθ ∈ SE∗∗ \
⋃
x∈E

BE∗∗(Jx;θ)

y concluya que existe una vecindad de ϕθ en σ(E∗∗,E∗) convexa V1 disjunta de BE∗∗(0;θ).
d) Para demostrar la condición suficiente, utilice la parte anterior para construir de manera recursiva

una familia de vecindades de ϕθ en σ(E∗∗,E∗) convexas y una sucesión {xk} ⊂ SE tal que

Vk∩ (Jxk−1 +BE∗∗(0;θ)) = /0

Concluya por contradicción.

17.1.7 Problema 2 - Examen - 2020
En adelante supondremos que (E,‖ · ‖E) y (F,‖ · ‖F) son espacios de Banach reales.

DEFINICIÓN Diremos que una sucesión {xk}k∈N ⊆ E es de Cauchy débil si para toda vecindad abierta
débil A ∈ σ(E,E∗) de x = 0 existe k0 ∈ N tal que xk− xk ∈ A para todo k, j ≥ k0.

a) Demuestre que {xk}k∈N ⊆ E es una sucesión de Cauchy débil si y sólo si para todo ` ∈ E∗ la
sucesión {〈`,xk〉E∗,E}k∈N ⊆ R es de Cauchy.

b) Supongamos que E∗ es separable. Pruebe que toda sucesión acotada {xk}k∈N ⊆ E tiene una
subsucesión de Cauchy débil.

c) Demuestre que si {xk}k∈N ⊆ E es una sucesión de Cauchy débil, entonces existe c > 0 tal que
‖xk‖E ≤ c para todo k ∈ N.

d) Supongamos que E es reflexivo. Pruebe que toda sucesión de Cauchy débil necesariamente
converge débilmente en σ(E,E∗).

DEFINICIÓN Diremos que un operador T ∈LC(E,F) es débilmente compacto si T
(
BE
)

es compacto
débil en σ(F,F∗).

e) Supongamos que E o F es reflexivo. Pruebe que todo operador T ∈LC(E,F) es un operador
débilmente compacto.

f) Sean T ∈LC(E,F) y S ∈LC(F,G), con (G,‖·‖G) otro espacio de Banach real. Pruebe que S o
bien T es un operador débilmente compacto, entonces S◦T es un operador débilmente compacto.

g) Pruebe que si T ∈LC(E,F) es un operador débilmente compacto y {xk}k∈N ⊆E es una sucesión
de Cauchy débil, entonces {T (xk)}k∈N ⊆ F converge débilmente en σ (F,F∗).

h) Pruebe que si T ∈LC(E,F) es un operador compacto débil entonces im(T ∗∗)⊆ JF(F), donde
JF : F→ F∗∗ denota la inyección canónica en F.

i) Pruebe que si T ∈LC(E,F) es un operador compacto débil entonces T ∗ también lo es.
j) Pruebe que si T ∈LC(c0) es un operador débilmente compacto, entonces T operador compacto.
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17.1.8 Problema 2 - Certamen 2 - 2021

Supongamos que (E,‖ · ‖E) es un espacio de Banach. Pruebe, usando el Teorema de Banach-
Alaoglu y el Teorema de Kakutani, que (E,‖ · ‖E) es reflexivo si y sólo si σ(E∗,E) = σ(E∗,E∗∗).

17.1.9 Problema 3 - Certamen 2 - 2021

Sean p,q∈ (1,+∞) tales 1
p +

1
q = 1. Supongamos que Λ : R2→R es una función convexa, continua

y que existen α > 0 y β ∈ R tales que

Λ(y,u)≥ α|u|p +β , ∀(y,u) ∈ R2.

Fijemos b ∈ Lq
m([0,1]) y consideremos el operador T : Lp

m([0,1])×R→ C ([0,1]) definido por

T (u,x)(t) := xet +
∫ t

0
e(t−s)b(s)u(s)ds, ∀t ∈ [0,1].

Pruebe, usando el Teorema de Weierstrass-Hilbert-Tonelli, que existen ū ∈ Lp
m([0,1]) y x̄ ∈ [−1,1]

tales que, si ȳ = T (ū, x̄), entonces

∫ 1

0
Λ(ȳ(t), ū(t))dt ≤

∫ 1

0
Λ(y(t),u(t))dt, ∀ u ∈ Lp

m([0,1]), x ∈ [−1,1], y = T (u,x).

Indicación: Demuestre que el espacio E = Lp
m([0,1])×R dotado de la norma

‖(u,x)‖E = ‖u‖Lp + |x|, ∀(u,x) ∈ Lp
m([0,1])×R

es reflexivo. Para esto puede serle útil utilizar el Teorema de Kakutani y el Teorema de Tychonoff.

17.1.10 Problema 4 - Certamen 2 - 2021

Supongamos que (E,‖ · ‖E) es un e.v.n. y que N ⊆ E∗ es un s.e.v. de E∗. Demuestre usando el
Teorema de Hahn-Banach Geométrico, que

Nσ(E∗,E)
= (N⊥)⊥.

17.1.11 Problema 5 - Certamen 2 - 2021

Supongamos que (E,‖ · ‖E) y (F,‖ · ‖F) son dos e.v.n. y que S ∈ LC(F∗,E∗). Pruebe que S :
(F∗,σ (F∗,F))→ (E∗,σ (E∗,E)) es continuo si y sólo si existe T ∈LC(E,F) tal que S = T ∗.

17.1.12 Problema 6 - Certamen 2 - 2021

Supongamos que X ⊆ Rn es un conjunto compacto y no vacío. Demuestre, usando el Lema
Goldstine, que existe una sucesión { fk}k∈N ⊆ C (X) que verifica

∀ϕ ∈ (M(X),‖ · ‖M(X))
∗, µ ∈M(X), ε > 0, ∃k ∈ N tal que

∣∣∣∣〈ϕ,µ〉M(X)∗,M(X)−
∫

X
fkdµ

∣∣∣∣< ε.
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17.1.13 Problema 7 - Certamen 2 - 2021
Supongamos que (Ω,A ,µ) es un espacio de medida σ -finita y que f : R→ R es una función

convexa y continua. Consideremos la función ψ : L∞
µ (Ω)→ R∪{+∞} dada por

ψ(v) := sup
u∈L1

µ (Ω)

{∫
Ω

uv− f (u) dµ

}
, ∀v ∈ L∞

µ (Ω).

1. Demuestre que ψ es s.c.i. para la topología débil-? σ
(
L∞

µ (Ω),L1
µ(Ω)

)
.

2. Supongamos que u0 ∈ L1
µ(Ω) es tal que existen r > 0 y M ∈ R para los cuales se verifica∫

Ω

f (u) dµ ≤M, ∀u ∈ BL1
µ (Ω)(u0,r).

Demuestre, usando el Teorema de Banach-Alaoglu (o algún corolario), que existe v̄ ∈ L∞
µ (Ω)

tal que

ψ(v̄)−
∫

Ω

u0 · v̄ dµ = ı́nf
v∈L∞

µ (Ω)

{
ψ(v)−

∫
Ω

u0v dµ

}
.

17.1.14 Problema 5 - Examen - 2021
Supongamos que (E,‖·‖E) un espacio de Banach reflexivo, (F,‖·‖F) es un e.v.n y K ⊆E es cerrado

débil. Demuestre que T (K) es cerrado fuerte, donde T ∈LC(E,F) es un operador que satisface

im(T ∗)+b(K) = E∗, donde b(K) =

{
` ∈ E∗ | sup

x∈K
〈`,x〉E∗,E <+∞

}
.

17.1.15 Problema 6 - Examen - 2021
Supongamos que (E,‖ · ‖E) y (F,‖ · ‖F) son dos e.v.n. dados y que para cada x ∈ E existe un

conjunto Φ(x)⊆ F no vacío dado. Pruebe que gr(Φ∗) := {( f , `) ∈ F∗×E∗ | ` ∈Φ∗ ( f )} es cerrado en
la topología producto σ (F∗,F)⊗σ (E∗,E), donde

Φ
∗( f ) := {` ∈ E∗ | 〈 f ,y〉F∗,F ≥ 〈`,x〉E∗,E, ∀x ∈ E, ∀y ∈Φ(x)} , ∀ f ∈ F∗.

Muestre a partir de esto que Φ∗
(
BF∗
)

es cerrado débil-? en σ (E∗,E)
Indicación: Puede usar (sin demostrar) que si (X,TX) es un espacio topológico compacto, (Y,TY)

es un espacio topológico Hausdorff y πY : X×Y→ Y es la proyección sobre la segunda coordenada
(πY(x,y) = y), entonces πY(A) es cerrado para todo A⊆ X×Y cerrado en TX⊗TY.

17.2 Soluciones
17.2.1 Problema 1 - Certamen 2 - 2019

a) Supongamos por contradicción que existen r0 > 0 y ε0 > 0 tales que para todo δ > 0 se tiene que∥∥∥∥x+ y
2

∥∥∥∥2

E
>

1
2
‖x‖2

E +
1
2
‖y‖2

E−δ

para algunos x,y ∈ BE(0,r0) tales que ‖x− y‖E > ε0. Tomando δ = 1
k+1 para k ∈ N, podemos

construir dos sucesiones {xk}k∈N e {yk}k∈N tales que ‖xk− yk‖E > ε0 con xk,yk ∈ BE(0,r0).∥∥∥∥xk + yk

2

∥∥∥∥2

E
>

1
2
‖xk‖2

E +
1
2
‖yk‖2

E−
1

k+1
(17.2)
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y esto implica que

‖xk‖2
E +2‖xk‖E‖yk‖E +‖yk‖2

E ≥ 2‖xk‖2
E +2‖yk‖2

E−
4

k+1

y por lo tanto
4

k+1
≥ (‖xk‖E−‖yk‖E)

2 (17.3)

Sin perdida de generalidad podemos asumir que ‖xk‖E→ a y ‖yk‖E→ b, para algunos a,b≥ 0.
Por (17.3) se tiene que a = b, y además como ‖xk‖E + ‖yk‖E ≥ ‖xk− yk‖E > ε0 y entonces
2a≥ ε0 y esto último implica que a 6= 0. Por lo tanto podemos asumir que ‖xk‖E 6= 0 e ‖yk‖E 6= 0
para todo k ∈ N.
Sean ak = xk

σk
y bk = yk

σk
con σk = máx{‖xk‖E,‖yk‖E}. Notemos que ak,bk ∈ BE y σk → a.

Además,

‖ak−bk‖E =
1
σk
‖xk− yk‖E ≥

ε0

σk
→ ε0

a
.

Luego existe k0 ∈ N suficientemente grande tal que

‖ak−bk‖E ≥
ε0

2a
, ∀ k ≥ k0.

Ahora bien, como E es uniformemente convexo, tenemos que existe δ0 > 0 tal que∥∥∥∥ak +bk

2

∥∥∥∥
E
< 1−δ0, ∀ k ≥ k0,

dividiendo (17.2) por σ2
k tenemos

1
2
‖xk‖2

E
σ2

k
+

1
2
‖yk‖2

E
σ2

k
− 1

(k+1)σ2
k
< (1−δ0)

2

luego haciendo k→+∞ obtenemos 1 = 1
2 +

1
2 < (1−δ0)

2 lo que es una contradicción.
b) Notemos que la función c 7→ ‖x− c‖E es convexa y continua en C, y además se tiene que

lı́m
x∈C
‖x‖E→∞

‖x− c‖E =+∞ o bien C es acotado.

Luego por el teorema de Weierstrass-Hilbert-Tonelli tenemos que existe c̄ ∈C tal que

dist(x,C) = ‖x− c̄‖E

Veamos la unicidad. Supongamos que existen c1,c2 ∈C tales que c1 6= c2 y

d = dist(x,C) = ‖x− c1‖E = ‖x− c2‖E

Por la parte a) tenemos que existe δ > 0 tal que∥∥∥∥x− c1 + c2

2

∥∥∥∥2

E
≤ 1

2
‖x− c1‖2

E +
1
2
‖x− c2‖2

E−δ = dist(x,C)2−δ

pero
∥∥x− c1+c2

2

∥∥2
E ≥ dist(x,C)2, lo que es una contradicción y por lo tanto c1 = c2.
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c) Notemos que la sucesión {ck}k∈N es acotada, luego como E es reflexivo (pues es uniformemente
convexo) tenemos que, gracias al Teorema de compacidad secuencial débil existe una subsucesión
{ck j} j∈N y c̄ ∈C tales que ck j ⇀ c̄. En particular la sucesión x̄− ck j ⇀ x̄− c̄ y como

lı́msup
j→+∞

‖x̄− ck j‖E = dist(x̄,C)≤ ‖x̄− c̄‖E

Podemos concluir que ck j → c̄ fuertemente por la Proposición 33. Más aún, esto implica que
‖x̄− c̄‖E = dist(x̄,C), luego por la parte b) tenemos que c̄ = PC(x̄). Veamos ahora que la sucesión
completa {ck}k∈N converge a PC(x̄). Supongamos que no, luego existe una subsucesión {ck j} j∈N
y ε > 0 tal que

‖ck j −PC(x̄)‖E ≥ ε, ∀ j ∈ N. (17.4)

Pasando a una subsucesión nuevamente (que denotaremos igual por simplicidad) podemos asumir
que {ck j} j∈N converge débilmente a algún ĉ ∈C. Repitiendo el argumento anterior, podemos
probar que ck j → ĉ = PC(x̄) lo que contradice (17.4). �

17.2.2 Problema 2 - Certamen 2 - 2019
a) Notemos que si ϕ ≡ 0 no hay nada que probar. Supongamos ϕ 6≡ 0. Dado que ϕ es lineal tenemos

que ϕ(`)−ϕ(`0) = ϕ(`− `0), luego basta ver que ϕ es continua en `0 = 0, es decir, basta ver
que dado ε > 0 existe una vecindad W en σ(E∗,E) de `0 = 0 tal que

|ϕ(`)|< ε, ∀ ` ∈W.

Tomemos ¯̀∈ E∗ \H tal que 0 < α−ϕ( ¯̀)< ε . Como H es cerrado en σ(E∗,E) existen δ > 0 y
x0, . . . ,xm ∈ E tales que

` ∈W ¯̀(x0, . . . ,xm;δ ) =⇒ ϕ(`) 6= α.

Notemos que si ϕ(`)> α , entonces la función

h(t) := ϕ(t`+(1− t) ¯̀) = tϕ(`)+(1− t)ϕ( ¯̀)

satisface h(1) = ϕ(`)> α y h(0) = ϕ( ¯̀)< α luego existe t∗ ∈ (0,1) tal que h(t∗) = α , es decir,
t∗`+(1− t∗) ¯̀∈ H, sin embargo W ¯̀(x0, . . . ,xm;δ ) es convexo y luego

t∗`+(1− t∗)` ∈W ¯̀(x0, . . . ,xm;δ )

lo que no puede ser. Así, ϕ(`)< α . Sea W =W ¯̀(x0, . . . ,xm;δ )− ¯̀ es claro que W =−W y que
W es un abierto en σ(E∗,E) y que contiene a 0 ∈ E∗. Notemos que si ` ∈W , entonces

ϕ(`) = ϕ( ˜̀)−ϕ( ¯̀) con ˜̀∈W ¯̀(x0, . . . ,xm;δ )

y entonces ϕ(`)< α−ϕ( ¯̀)< ε . Ahora bien, como W =−W , tenemos que

|ϕ(`)|< ε, ∀ ` ∈W,

luego ϕ es continua en `0 = 0.
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b) Notemos que, por continuidad, existen δ > 0 y x0, . . . ,xm ∈ E tales que si

|〈`,xi〉E∗,E|< δ ∀ i = 0, . . . ,m =⇒ |ϕ(`)|< 1 (17.5)

Sean ϕi(`) = 〈`,xi〉E∗,E para i = 0, . . . ,m. Sea ` ∈ E∗ tal que ϕi(`) = 0 para todo i = 0, . . . ,m,
luego ϕi(k`) = kϕi(`) = 0 para todo k ∈N. Entonces por (17.5) tenemos |ϕ((k+1)`)|< 1 y por
lo tanto |ϕ(`)|< 1

k+1 para todo k ∈ N. Luego, necesariamente ϕ(`) = 0 y entonces por Lema 2
se obtiene que

ϕ =
n

∑
i=1

λiϕi =

〈
· ,

n

∑
i=1

λixi

〉
E∗,E

�

17.2.3 Problema 3 - Certamen 2 - 2019

a) Sea z(t) =
∫ t

0
α(s) ds. Notemos que z ∈ C ([0,1]) y por lo tanto es uniformemente continua en

[0,1]. Por otro lado, es fácil ver que

|xk(t2)− xk(t1)| ≤ |z(t2)− z(t1)|, ∀ t1, t2 ∈ [0,1],

luego dado que z es uniformemente continua en [0,1] se concluye que {xk(t)}k∈N es acotada para
todo t ∈ [0,1]. Por Arzelá-Ascoli se obtiene el resultado pedido.

b) Notemos que ‖wk‖L∞ ≤ 1 para todo k ∈ N. Luego por Teorema de Banach-Alaoglu secuencial se
obtiene lo pedido.

c) Dado que T es lineal, basta probar la continuidad en w = 0. Sea ε > 0 y z0, . . . ,zm ∈ L∞
m([0,1]).

Tenemos que probar que existe una vecindad A, débil-? en L∞
m([0,1]) de w = 0 tal que

|〈zi,αw〉L∞
m([0,1]),L1

m([0,1])|< ε ∀ i = 0, . . . ,m, ∀ w ∈ A.

Notemos que si zi ∈ L∞
m([0,1]), entonces αzi ∈ L1

m([0,1]), luego basta tomar

A =W0(αz0, . . . ,αzm;ε)

d) Por la parte c), tenemos que T (wk j)⇀ T (w̄) en σ
(
L1
m([0,1]),L

∞
m([0,1])

)
, es decir,

x′k j
= αwk j = T (wk j)⇀ T (w̄) = αw̄.

Luego, por un lado tenemos que

xk j(t)→ x̄(t) ∀ t ∈ [0,1]

y por otro lado

xk j(t) = xk j(0)+
∫ t

0
x′k j

(s) ds→ x̄(0)+
∫ t

0
αw̄(s) ds ∀ t ∈ [0,1]

y por lo tanto x̄(t) = x̄(0)+
∫ t

0
α(s)w̄(s) ds, y esto permite concluir que

x̄′(t) = α(t)w̄(t) ∀ t ∈ [0,1] c.t.p.

�
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17.2.4 Problema 2 - Certamen 2 - 2020
a) 1) Notemos A =

⋂
`∈Γ

{x ∈ E | 〈`,x〉E∗,E ≥ 0}, y dado que para cada ` ∈ Γ fijo el conjunto

{x ∈ E | 〈`,x〉E∗,E ≥ 0} es convexo y cerrado entonces A es convexo y cerrado. Además, es
no vacío pues 0 ∈ A, luego si A∩K = /0, dado que K es convexo, compacto y no vacío, por
Hahn-Banach geométrico (segunda versión), existe `0 ∈ E∗ tal que

sup
x∈K
〈`0,x〉E∗,E < ı́nf

a∈A
〈`0,a〉E∗,E

dado que 0 ∈ A, tenemos que supx∈K〈`0,a〉E∗,E < 0.
Por otro lado, si ı́nfa∈A〈`0,a〉E∗,E < 0, existiría ā ∈ A tal que 〈`0, ā〉E∗,E < 0 pero tā ∈ A
para todo t > 0,

sup
x∈K
〈`0,x〉E∗,E < t〈`0, ā〉E∗,E ∀ t > 0

haciendo tender t→+∞ se tiene la contradicción.
2) Supongamos `0 6∈ Γ. Dado que Γ es un convexo cerrado débil-? no vacío de E∗, por el Hahn-

Banach Geométrico, segunda versión topología σ(E∗,E), tenemos que existe x̄ ∈ E\{0}
tal que

〈`0, x̄〉E∗,E < ı́nf
`∈Γ

〈`, x̄〉E∗,E

dado que Γ es un cono, tenemos que

〈`, x̄〉E∗,E ≥ 0, ∀ ` ∈ Γ

pues
〈`0, x̄〉< t〈`, x̄〉, ∀ t > 0, ` ∈ Γ

y esto implica
1
t
〈`0, x̄〉< 〈`, x̄〉, ∀ t > 0, ` ∈ Γ

haciendo t→+∞ se concluye. En particular, x̄ ∈ A y por lo tanto 〈`0, x̄〉E∗,E ≥ 0 pero

〈`0, x̄〉E∗,E < ı́nf
`∈Γ

〈`, x̄〉 ≤ 0 pues 0 ∈ Γ

lo cual es una contradicción y por lo tanto `0 ∈ Γ. Luego sea x0 ∈ K dado por (H), con esto
tenemos que 〈`0,x0〉E∗,E≥ 0 pero por la parte a)1) tenemos que 〈`0,x0〉E∗,E < 0. Por lo tanto,
si (H) es verdadera, pero (C) no lo es, llegamos a una contradicción. Luego necesariamente
(H) implica (C).

b) 1) Claramente, si 0∈K entonces 0∈ [0,0] lo que contradice la hipótesis, luego 0 6∈K. Veamos
que Q es cerrado. Sea {λkxk}k∈N ⊆ Q con λk ≥ 0 y xk ∈ K tal que λkxk → y para algún
y ∈ E. Dado que K es compacto y 0 6∈ K existen c1,c2 > 0 tales que

0 < c1 ≤mı́n
x∈K
‖x‖E ≤ ‖xk‖E ≤máx

x∈K
‖x‖E < c2

y esto implica que

|λk| ≤
‖yk‖E

‖xk‖E
≤ ‖yk‖E

c1
∀ k ∈ N, donde yk = λxk
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dado que yk → y, {yk}k∈N es acotado, y por lo tanto {λk}k∈N es acotado. Luego existen
subsucesiones {λk j} j∈N y {xk j} j∈N que convergen en R+∪{0} y K respectivamente,

λk j → λ̄ y xk j → x̄

y esto implica que yk j → λ̄ x̄ y por lo tanto y = λ̄ x̄ y entonces Q es cerrado.
2) Si x ∈ K y suponemos por contradicción que −x ∈ Q, tendríamos que −x = λy, para algún

λ ≥ 0, y ∈ K. Luego, dado que 0 = x− x, entonces

0 =
x

1+λ
− x

1+λ
=

x
1+λ

+
λy

1+λ
∈ [x,y]

lo que es una contradicción y por lo tanto−x 6∈Q. Ahora bien por Hahn-Banach geométrico
(segunda versión) (dado que Q es convexo, cerrado y no vacío), para todo x ∈ K, existe
`x ∈ E∗ \{0} tal que

〈`x,−x〉E∗,E < ı́nf
y∈Q
〈`x,y〉E∗,E ≤ ı́nf

y∈K
〈`x,y〉E∗,E

dado que tQ⊆ Q para todo t ≥ 0, vemos que

ı́nf
y∈K
〈`x,y〉E∗,E ≥ ı́nf

y∈Q
〈`x,y〉E∗,E ≥ 0 y 〈`x,−x〉E∗,E < 0

con esto hemos probado la indicación. Para concluir, definamos para todo x ∈ K el conjunto

Ux =
{

y ∈ E
∣∣∣ 〈`x,y− 1

2 x
〉

E∗,E > 0
}

donde `x ∈ E∗ viene dado por la indicación probada. Por continuidad de `x, tenemos que
Ux es abierto para todo x ∈ K y además, x ∈Ux, sigue que,

K ⊆
⋃
x∈K

Ux

Dado que K es compacto, existen x1, . . . ,xm ∈ K tales que

K ⊆
m⋃

i=1

Uxi

definiendo `0 =
m

∑
i=1

`xi y δ = mı́n
i=1,...,m

1
2
〈`xi ,xi〉, y recordando que como x ∈ K, existe i =

1, . . . ,m tal que x ∈Uxi , tenemos que

〈`0,x〉E∗,E =
m

∑
j=1
〈`x j ,x〉E∗,E ≥ 〈`xi ,x〉E∗,E >

1
2
〈`xi ,x〉E∗,E ≥ δ .

3) Sea x ∈ K, luego por la parte b)2) sabemos que 〈`0,x〉E∗,E ≥ δ > 0. Sigue que〈
`0,

1
〈`0,x〉E∗ ,E

x
〉

E∗,E
= 1
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tomando λ = 1
〈`0,x〉E∗ ,E

> 0 se concluye que λx∈K0. Por otra parte, si y∈K0 entonces existe
λ > 0 y existe x ∈ K tales que y = λx con 〈`0,y〉E∗,E = 1 y por lo tanto 〈`0,λx〉E∗,E = 1,

1
λ

= 〈`0,x〉E∗,E ≥ δ =⇒ λ ∈
(

0,
1
δ

]
y de ahí que

K0 ⊆
⋃

0≤λ≤ 1
δ

λK

Ahora bien, el conjunto
⋃

0≤λ≤ 1
δ

λK es compacto, pues es la imágen de la función continua

(t,x) 7→ tx del conjunto
[
0, 1

δ

]
×K (el cual es compacto). Más aún, dado que Q es cerrado

y H también (pues `0 ∈ E∗) tenemos que Q∩H = K0 es cerrado y dado que está contenido
en un compacto, concluimos que K0 también es compacto.

4) Dado que Q y H son convexos, entonces K0 es convexo y compacto. Supongamos (H)
verdadera, es decir, dado ` ∈ Γ existe x ∈ K tal que 〈`,x〉E∗,E ≥ 0, por la parte c)3) existe
λ > 0 tal que λx ∈ K0 y por lo tanto

〈`,λx〉E∗,E ≥ 0

es decir, (H) es válida para K0 (que es compacto y convexo), luego por la parte a) tenemos
que existe x̃0 ∈ K0 tal que

〈`, x̃0〉E∗,E ≥ 0, ∀ ` ∈ Γ

por parte c)3) existen λ ∈
[
0, 1

δ

]
y x0 ∈ K tal que x̃0 = λ0x0. Notemos que λ0 > 0 pues

〈`0, x̃0〉E∗,E = 1 de donde se sigue

〈`,x0〉E∗,E ≥ 0, ∀ ` ∈ Γ.

c) Basta tomar K = ψ(L) y Γ =
⋃

λ≥0 λM y usar la parte b).
d) 1) Notemos que si µ ∈ P([a,b]), entonces

1 = µ([a,b]) =
∫
[a,b]

1 dµ,

donde 1 denota la función (continua) constante igual a 1. Por otra parte, tenemos que

|`µ( f )| ≤ ‖ f‖∞µ([a,b]) = ‖ f‖∞ ∀ f ∈ E

y por lo tanto ‖`µ‖E∗ = 1. Luego por el Teorema de representación de Riesz-Radon, tenemos
que

P([a,b]) = {` ∈ E∗ | 〈`,1〉E∗,E = 1}︸ ︷︷ ︸
cerrado débil-?

⋂
BE∗︸︷︷︸

compacto débil-?

y la última aseveración está garantizada por Teorema de Banach-Alaoglu. Por lo tanto
P([a,b]) es compacto débil-?. El mismo argumento es válido para P([c,d]). Por otra parte⋃

λ≥0

λP([c,d]) = {` ∈ E∗ | 〈`, f 〉E∗,E ≥ 0, ∀ f ∈ E, f ≥ 0}

=
⋂
f∈E
f≥0

{` ∈ E∗ | 〈`, f 〉E∗,E ≥ 0}︸ ︷︷ ︸
cerrado débil-? y convexo.

De aquí concluimos que
⋃

λ≥0 λP([c,d]) es un conjunto convexo, cerrado débil-? de F.
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2) Veamos i). Usemos la definición, sea µ ∈ P([a,b]), notamos que

t 7→ ϕ(µ)(t) :=
∫
[a,b]

π(s, t) dµ(s)

define una función continua sobre el intervalo [c,d] y por lo tanto ϕµ ∈ F. Sea ε > 0 y
ν0, . . . ,νm ∈ P([c,d]). Fijemos µ̄ ∈ P([a,b]), luego

Wϕ(µ̄)(ν0, . . . ,νm;ε) = {ϕ̄ ∈ F | |〈`νi , ϕ̄−ϕ(µ̄)〉F∗,F < ε, i = 0, . . . ,m.}

es una vecindad para la topología débil σ(F,F∗) de ϕ(µ̄) (respecto a la topología de la
traza). Sigue que

ϕ
−1 (Wϕ(µ̄) (ν0, . . . ,νm;ε)

)
= {µ ∈ P([a,b]) | ϕ(µ) ∈Wϕ(µ̄)(ν0, . . . ,νm;ε)}

= {µ ∈ P([a,b]) | |〈`νi ,ϕ(µ)−ϕ(µ̄)〉F∗,F|< ε, i = 0, . . . ,m }

=

{
µ ∈ P([a,b])

∣∣∣ ∣∣∣∣∫ ∫
[a,b]×[c,d]

π(s, t)d(µ− µ̄)(s)dνi(t)
∣∣∣∣< ε, i = 0, . . . ,m

}
=

{
µ ∈ P([a,b])

∣∣∣ ∣∣∣∣∫
[a,b]

(∫
[c,d]

π(s, t)dνi(t)
)

d(µ− µ̄)(s)
∣∣∣∣< ε, i = 0, . . . ,m

}

donde la última igualdad se tiene por el hecho de que
(∫

[c,d]
π(s, t)dνi(t)

)
es una función

continua en [a,b]. Definiendo αi(s) =
∫
[c,d]

π(s, t)dνi(t) vemos que

ϕ
−1 (Wϕ(µ̄)(ν1, . . . ,νm;ε)

)
= {µ ∈ P([a,b]) | |〈`µ−µ̄ ,αi〉E∗,E|< ε, i = 0, . . . ,m. }

el cual es un abierto en P([a,b]) para la topología débil-? σ(E∗,E). Luego,

ϕ : (P([a,b]),σ(E∗,E))−→ (C([c,d])σ(F∗,F))

es continua y dado que ψk = ϕ + kc∗
k+1 se concluye.

Ahora veamos ii). Dado que ψk es continua para la topología débil-? y P([a,b]) es compacto
débil-?. Tenemos que ψn(P([a,b])) es compacto débil en E. En particular, es cerrado débil
en E y por lo tanto cerrado fuerte en E.

Veamos iii). Notemos que para t ∈ [c,d] fijo, tenemos que {ψk(µ)(t) | µ ∈ P([a,b])} es
acotado pues

|ψk(µ)(t)| ≤ ‖π‖∞ + c∗, ∀ µ ∈ P([a,b])

Además, dado µ ∈ P([a,b]) tenemos que

|ψk(µ)(t1)−ψk(µ)(t2)|=
∣∣∣∣∫

[a,b]
(π(s, t1)−π(s, t2)) dµ(s)

∣∣∣∣
dado que π es continua, en particular es uniformemente continua, luego dado ε > 0, existe
δ > 0 tal que |t1− t2| < δ entonces |π(s, t1)−π(s, t2)| < ε (δ no depende de µ). Por lo
tanto

|ψk(µ)(t1)−ψk(µ)(t2)|< ε si |t1− t2|< δ



17.2 Soluciones 141

y entonces {ψk(µ) | µ ∈P([a,b])} es equicontinua. Finalmente, por Arzelá-Ascoli, ψk(P([a,b]))
es relativamente compacto, pero dado que sabemos que ψk(P([a,b])) es cerrado fuerte en
E entonces será compacto fuerte en E.

3) Por definición de c∗ tenemos que

c∗ ≤ sup
µ∈P([a,b])

B(µ,ν), ∀ ν ∈ P([c,d]).

Supongamos c∗ > 0, fijemos ν ∈ P([c,d]) y k ∈ N, luego existe µ ∈ P([a,b]) tal que

c∗ ≤ B(µ,ν)+
c∗

k+1

y esto pasa si y sólo si

0≤ B(µ,ν)− kc∗

k+1
= 〈`ν ,ψk(µ)〉F∗,F

luego (H) de la parte c) se verifica para ψ = ψk. Por 2) tenemos que la condición i) de la
parte c) se verifica con L = P([a,b]) y M = P([c,d]). Por otro lado, dado µ1,µ2 ∈ P([a,b]),
λ1,λ2 ≥ 0 (pero no ambos cero simultaneamente) y α ∈ [0,1] tenemos que(

αλ1ψk(µ1)+(1−α)λ2ψk(µ2)
)
(t) =

∫
[a,b]

π(s, t) d(αλ1µ1 +(1−α)λ2µ2)(s)

− (αλ1 +(1−α)λ2)
kc∗

k+1

= (αλ1 +(1−α)λ2)ψ

(
αλ1µ1 +(1−α)λ2µ2

(αλ1 +(1−α)λ2)

)
dado que αλ1µ1+(1−α)λ2µ2

(αλ1+(1−α)λ2)
∈ P([a,b]) tenemos que la condición ii) de la parte c) se verifica.

Supongamos ahora que 0 = λψk(µ1)+ (1− λ )ψk(µ2) para algún λ ∈ [0,1] y µ1,µ2 ∈
P([a,b]) y entonces∫

[a,b]
π(s, t)d(λ µ1 +(1−λ )µ2)(s) =

kc∗

k+1
, ∀ t ∈ [a,b]

y de aqui se desprende, B(λ µ1 +(1−λ )µ2,ν) =
kc∗
k+1 para todo ν ∈ P([c,d]) y tomando

ínfimo,

ı́nf
ν∈P([c,d])

B(λ µ1 +(1−λ )µ2,ν) =
kc∗

k+1

y por lo tanto c∗ ≥ kc∗
k+1 . Por otro lado, si 0 6= λψk(µ1)+(1−λ )ψk(µ2) para todo λ ∈ [0,1]

y µ1,µ2 ∈ P([a,b]) entonces la condición iii) de la parte c) se verifica, luego existe µ0 ∈
P([a,b]) tal que

〈`ν ,ψk(µ0)〉F∗,F ≥ 0, ∀ ν ∈ P([c,d])

y esto implica que

B(µ0,ν)≥
kc∗

k+1
, ∀ ν ∈ P([a,b])

de donde
c∗ = sup

µ∈P([a,b])
ı́nf

ν∈P([c,d])
B(µ,ν)≥ ı́nf

ν∈P([c,d])
B(µ0,ν)≥

kc∗

k+1
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y por lo tanto c∗ ≥ kc∗
k+1 para todo k ∈ N. Luego haciendo k→+∞ obtenemos c∗ ≥ c∗. pero

como c∗ ≤ c∗ siempre, concluimos que c∗ = c∗.
Si c∗ ≤ 0. Basta reemplezar π por π̃ = π +‖π‖∞ +1 y repetir el mismo análisis. En este
caso

B̃(µ,ν) =
∫ ∫

[a,b]×[c,d]
π̃(s, t) dµ(s) dν(t)≥ 1 ∀ µ ∈ P([a,b]), ∀ ν ∈ P([c,d])

�

17.2.5 Problema 3 - Certamen 2 - 2020
a) 1) Sabemos que C es un conjunto acotado, convexo y cerrado, luego es un cerrado débil y

conv(B) es cerrado débil (B⊆C).
Por Hahn-Banach geométrico (segunda versión), podemos separar de la forma estricta `0
y conv(B), es decir, existe ϕ ∈ E∗∗ con ‖ϕ‖E∗∗ = 1 (inicialmente ϕ ∈ E∗∗ pero podemos
tomar ϕ = ϕ̃

‖ϕ̃‖ ) y existen α,β ∈ R tales que

〈ϕ, `〉E∗∗,E∗ ≤ α < β < 〈ϕ, `0〉E∗∗,E∗ , ∀ ` ∈ conv(B), (17.6)

en particular lo anterior se tiene para todo ` ∈ B.
2) Veamos que existe {xk}k∈N ⊆ BE tal que Jxk

?
⇀ ϕ en σ(E∗∗,E∗). Por Lema de Goldstein,

sabemos que J(BE) es densa en BE∗∗ con respecto a σ(E∗∗,E∗). Además, σ(E∗∗,E∗) es
metrizable en BE∗∗ . Como ϕ ∈ SE∗∗ ⊆ BE∗∗ , entonces existe {xk}k∈N ⊆ BE tal que

Jxk

?
⇀ ϕ en σ(E∗∗,E∗),

es decir, para todo ` ∈ E∗, 〈Jxk , `〉E∗∗,E∗ → 〈ϕ, `〉E∗∗,E∗ y recordemos que 〈Jxk , `〉E∗∗,E∗ =
〈`,xk〉E∗,E. Luego, tomando supremo en los ` en B en la ecuación (17.6) se sigue que

α ≥ sup
`∈B
〈ϕ, `〉E∗∗,E∗ = sup

`∈B
lı́m

k→+∞

〈Jxk , `〉E∗∗,E∗ = sup
`∈B

lı́m
k→+∞

〈`,xk〉E∗,E

Como B⊆C es una J-frontera para C, entonces para todo xk ∈ E, existe un `k ∈ B tal que
〈`k,xk〉E∗,E = sup`∈C〈`,xk〉E∗,E. Se sigue que

α ≥ sup
`∈B

lı́m
k→+∞

〈`,xk〉E∗,E

≥ sup
j∈N

lı́m
k→+∞

〈` j,xk〉E∗,E

≥ lı́msup
k→+∞

〈`k,xk〉E∗,E

= lı́msup
k→+∞

sup
`∈C
〈`,xk〉E∗,E

≥ lı́msup
k→+∞

〈`0,xk〉E∗,E

= lı́msup
k→+∞

〈Jxk`0〉E∗∗,E∗

= lı́m
k→+∞

〈Jxk`0〉E∗∗,E∗

= 〈ϕ, `0〉E∗∗,E∗
> β ,
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lo cual es una contradicción con que α < β . Luego, no existe `0 ∈C\conv(B) y se concluye
el resultado. �

b) 1) Si suponemos que A es σ(E,E∗) compacto y ` ∈ E∗ lineal continua, entonces de la de-
finición de topología débil en E se tiene que ` : (E,σ(E,E∗))→ R es continuo, luego `
alcanza su máximo en A.

2) Supongamos que E∗∗ es separable y que cualquier ` ∈ E∗, ` alcanza su supremo sobre A.
Veamos que A es σ(E,E∗)-compacto.

∀ ` ∈ E∗, ` alcanza su máximo en A.

⇐⇒∀ ` ∈ E∗, ∃ x0 ∈ A : 〈`,x0〉E∗,E = sup
x∈A
〈`,x〉E∗,E

⇐⇒∀ ` ∈ E∗, ∃ Jx0 ∈ J(A) : 〈Jx0 , `〉E∗∗,E∗ = sup
Jx∈J(A)

〈Jx, `〉E∗∗,E∗

⇐⇒∀ ` ∈ E∗, ∃ Jx0 ∈ J(A) : 〈Jx0 , `〉E∗∗,E∗ = sup
Jx∈conv(J(A))

〈Jx, `〉E∗∗,E∗

⇐⇒∀ ` ∈ E∗, ∃ Jx0 ∈ J(A) : 〈Jx0 , `〉E∗∗,E∗ = sup
Jx∈Cσ(E∗∗ ,E∗)

〈Jx, `〉E∗∗,E∗ .

Finalmente, J(A) es una J−frontera para Cσ(E∗∗,E∗). Por la parte a), C = conv(J(A)) =
Cσ(E∗∗,E∗). Además, por hipótesis para todo ` ∈ E∗ y para todo x ∈ A, |〈`,x〉| < M. Por
Teorema de Banach-Steinhaus, C es acotado. Luego C es un conjunto débil-? cerrado, (C =

Cσ(E∗∗,E∗)), convexo (C = conv(J(A)) y por lo tanto, σ(E∗∗,E∗)-compacto. El resultado
sigue de la continuidad de J : (E,σ(E,E∗))→ (E∗∗,σ(E∗∗,E∗)) A ⊆ J−1(C), J−1(C) es
σ(E,E∗)-compacto, A es σ(E,E∗)-cerrado en J−1(C) con lo que se concluye.

17.2.6 Problema 4 - Certamen 2 - 2020
a) Sea E reflexivo. Sea θ ∈ (0,1) y sea {xk} ⊆ SE. Claramente, por definición Kn+1 ⊆ Kk y Kk son

conjuntos convexos cerrados y acotados (no vacíos). Se sigue que Kk es una familia de conjuntos
compactos. Luego, ⋂

n∈N
Kk 6= /0.

Para x ∈
⋂

n∈N
Kk, se tiene que

- x ∈ K0 si y solo si existe n0 y existe u ∈ conv{x1, . . . ,xn0} tales que ‖x−u‖< θ

2
.

- x ∈ Kn0 si y solo si existe v ∈ conv{xn0+1, . . .} tal que ‖x− v‖< θ

2
.

con lo cual se concluye que ‖u− v‖< θ .
b) Y ⊆ X s.e.v. propio. Sea ε > 0. Veamos que existe x ∈ SX tal que d(x,Y )≥ 1− ε . En efecto sea

ẑ ∈ X \Y tal que 1 > ‖ẑ‖> 1− ε . Tomemos z ∈ Ẑ, con ‖z‖ ≤ 1 y definamos x =
z
‖z‖

, de donde

d(x,Y ) =
d(z,Y )
‖z‖

=
‖ẑ‖
‖z‖
≥ ‖ẑ‖> 1− ε

c) Sea θ ∈ (0,1). Notemos que ⋃
x∈E

BE∗∗(Jx;θ)
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es un s.e.v. propio y cerrado de E∗∗, luego por la parte b), existe ϕθ ∈ SE∗∗ tal que

d

(
ϕθ ,

⋃
x∈E

BE∗∗(Jx;θ)

)
≥ 1− ε.

En particular, ϕθ 6∈ BE∗∗(0,θ) que es cerrado fuerte, convexo y acotado, con lo cual es cerrado
débil-?. Así, ϕθ ∈ (BE∗∗(0,θ))c es abierto débil-?. Luego, existe una vecindad V1 débil-? de ϕθ

tal que
V1
⋂

BE∗∗(0,θ) = /0.

d) Usando V1 de la parte anterior, sea x1 ∈V1∩SE∗∗ . Como ϕθ 6∈ BE∗∗(Jx,θ) y siguiendo el mismo
argumento de la parte anterior, existe V2 ⊆V1 vecindad débil-? de ϕθ disjunta de B(Jx1 ,θ).
Sea x2 ∈V2

⋂
SE∗∗ , como ϕθ 6∈ BE∗∗(Jx1 ;θ) y ϕθ 6∈ BE∗∗(Jx2 ;θ), entonces

ϕθ 6∈ BE∗∗(conv(Jx1 ,Jx2);θ).

Se sigue que existe V3 ⊆V2 vecindad convexa de ϕθ tal que

V3
⋂

BE∗∗(conv(Jx1 ,Jx2);θ) = /0.

siguiendo de manera inductiva, existe una suceisón de abiertos débil-? convexos {Vk}n∈N y una
sucesión de puntos {Jxk}n∈N con las siguientes propiedades:

i) {Vk} es decreciente.
ii) conv(Jx1 ,Jx2 , . . .)⊆V1 implica que

ı́nf
Ju∈conv({Jxk})

‖Ju‖ ≥ θ

iii) Para todo n ∈ N se tiene que

conv(Jxn+1 ,Jxn+2 , . . .)⊆Vn+1 y Vn+1
⋂

BE∗∗(conv(Jx1 , . . . ,Jxk);θ) = /0.

de donde se tiene que

Ju ∈ conv(Jx1 , . . . ,Jxk) y Jv ∈ conv(Jxn+1 , . . .)

si y solamente si
u ∈ conv(x1, . . . ,xk) y v ∈ conv(xn+1, . . .),

luego se tiene que
‖Ju− Jv‖= ‖u− v‖> θ ,

contradiciendo la hipótesis.

17.2.7 Problema 2 - Examen - 2020
Parte 1

a) (⇒) Sea ` ∈ E∗ y ε > 0, luego V0(`;ε) es una vecindad débil de x = 0. Luego, existe n0 ∈ N tal
que xk− xm ∈V0(`;ε), es decir

|〈`,xk〉E∗,E−〈`,xm〉E∗,E|= |〈`,xk− xm〉E∗,E|< ε,

con lo cual se tiene que {〈`,xk〉E∗,E}n∈N es de Cauchy.
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(⇐) Sea A ∈ σ(E,E∗) una vecindad abierta débil de x = 0. Luego existe `1, . . . , `m ∈ E∗ y ε > 0
tales que V0(`1, . . . , `m;ε)⊆ A.
Dado que {〈`i,xk〉E∗,E}n∈N es una sucesión de Cauchy para todo i = 1, . . . ,m se tiene que
existe ni ∈ N tal que para todo n,m≥ ni

|〈`i,xk− xm〉E∗,E|= |〈`i,xk〉E∗,E−〈`i,xm〉E∗,E|< ε

sigue que definiendo n0 = máx{n1, . . . ,nm} se tiene que

|〈`i,xk− xm〉E∗,E|< ε, ∀ n,m≥ n0, ∀ i = 1, . . . ,m.

Se concluye que xk− xm ∈V0(`1, . . . , `m;ε)⊆ A para todo n,m≥ n0.
b) Si E∗ es separable, entonces BE∗∗ es metrizable y por el Teorema de Banach-Alaoglu, toda

sucesión acotada en E∗∗ tiene una subsucesión que converge débilmente en σ(E∗∗,E∗) (topología
débil-?). Si {xk}n∈N es acotada en E, tenemos que {Jxk}n∈N es acotada en E∗∗ ( ‖xn‖E = ‖Jxn‖E∗∗

para todo k ∈ N) y por lo tanto, existe una subsucesión {xk j}k∈N tal que {Jxk j
}k∈N converge

débilmente en σ(E∗∗,E∗). Así, para todo ` ∈ E∗ la sucesión {〈Jxk j
, `〉E∗∗,E∗}n∈N converge en R,

y por lo tanto es de Cauchy. Finalmente, dado que

〈Jxk , `〉E∗∗,E∗ = 〈`,xk〉E∗,E, ∀n ∈ N.

Se concluye que {〈`,xk j〉E∗,E}n∈N es de Cauchy.
c) Sea {xk}n∈N una sucesión de Cauchy débil, definamos ϕk : E∗→ R via la fórmula

ϕk(`) = 〈`,xk〉E∗,E, ∀ ` ∈ E.

Dado que {〈`,xk〉E∗,E}n∈N es de Cauchy para todo ` ∈ E∗, tenemos que

ϕ(`) := lı́m
k→+∞

ϕk(`)

está bien definido y corresponde a un operador lineal. Mas aún, por el Teorema de Banach-
Steinhaus, ϕ ∈LC(E∗,R)∼= E∗∗, y

sup
n∈N
‖ϕk‖E∗∗ <+∞.

Dado que ‖ϕk‖E∗∗ = ‖xk‖E para todo n ∈ N, se concluye que {xk}n∈N es acotada.
d) Si {xk}n∈N es de Cauchy débil, por la parte c) existe c > 0 tal que ‖xk‖E ≤ c para todo n ∈ N.

Usando el mismo argumento de la parte c), tenemos que existe ϕ ∈ E∗∗ tal que

〈`,xk〉E∗,E→ 〈ϕ, `〉E∗∗,E∗ , ∀ ` ∈ E∗.

ahora bien, como E∗∗ ∼= E pues E es reflexivo, existe x̄ ∈ E tal que ϕ = Jx̄, de donde 〈`,xk〉E∗,E→
〈`, x̄〉E∗,E. Por lo tanto xk ⇀ x̄ en σ(E,E∗).

Parte 2
e) Si E es reflexivo, por el Teorema de Kakutani tenemos que BE es compacto débil en σ(E,E∗).

Dado que T ∈LC(E,F) si y solo si T es débil continua, T (BE) es compacto débil en σ(F,F∗).
Por otro lado, si F fuese reflexivo, entonces dado que T (BE) es un convexo cerrado fuerte, es
también cerrado débil. Dado que T (BE) es acotado también, se concluye por el Teorema de
Kakutani que T es débil compacto.
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f) Si S es débil compacto, entonces

S◦T (BE)︸ ︷︷ ︸
convexo

= S(T (BE))⊆ ‖T‖LCS(BF).︸ ︷︷ ︸
relativamente débil compacto

Si T es débil compacto, entonces

S◦T (BE)︸ ︷︷ ︸
convexo

⊆ S(T (BE)),

de donde usando el hecho de que T (BE) es débil compacto y que S es débil continua se tiene que
S(T (BE)) es débil compacto.

g) Notemos que 〈`,T (xk)−T (xm)〉F∗,F = 〈T ∗(`),xk− xm〉E∗,E, de donde {T (xk)}n∈N es de Cauchy
débil en F, pues T ∗(`) ∈ E∗ para todo ` ∈ F∗.
Dado que {xk}n∈N es también acotada por la parte c), la sucesión {T (xk)}n∈N es un conjunto
relativamente compacto débil en F. Por el Teorema de Eberlein-Smulian existe una subsucesión
{xk j}k∈N tal que {T (xk j)}k∈N converge débilmente en σ(F,F∗) a algún y∈ F. Dado `∈ F∗, como
{T (xk)}k∈N es de Cauchy débil existe L(`) ∈ R tal que

lı́m
k→+∞

〈`,T (xk)〉F∗,F = L(`).

Como T (xk j)⇀ y en σ(F,F∗) tenemos que

L(`) = 〈`,y〉F∗,F, ∀ ` ∈ F∗.

Ahora bien, si y′ fuese otro punto de acumulación con respecto a la topología débil σ(F,F∗)
tendriamos también que

L(`) = 〈`,y′〉F∗,F, ∀ ` ∈ F.

Por lo tanto y′ = y, es decir, {T (xk)}n∈N tiene un único punto de acumulación débil, luego
necesariamente {T (xk)}n∈N converge con respecto a la topología débil.

h) Recordemos que T ∗∗ ◦ JE = JF ◦T , luego tenemos que

T ∗∗(JE(BE)) = JF(T (BE))⊆ JF(T (BE))

Dado que T (BE) es compacto débil en σ(F,F∗) y JF : (F,σ(F,F∗))→ (F∗∗,σ(F∗∗,F∗)) es
continua, tenemos que JF(T (BE)) es compacto débil-? en F∗∗ y por lo tanto

T ∗∗(JE(BE))
σ(F∗∗,F∗)

⊆ JF(T (BE))⊆ JF(F)

Notemos que en general, si ψ : (X ,T )→ (Y,σ) es una función continua entre espacios topoló-
gicos, entonces ψ(AT

) ⊆ ψ(A)
σ

, luego dado que T ∗∗ : (E∗∗,σ(E∗∗,E∗))→ (F∗∗,σ(F∗∗,F∗))
es continua se tiene

T ∗∗(JE(BE)
σ(E∗∗,E∗)

)⊆ T ∗∗(JE(BE))
σ(F∗∗,F∗)

.

Finalmente, usando el Lema de Goldstein, llegamos a

T ∗∗(BE∗∗)⊆ JF(F)

de donde se obtiene fácilmente que T ∗∗(E∗∗)⊆ JF(F).
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i) Por la parte h) tenemos que im(T ∗∗) ⊆ JF(F). Veamos que en este caso T ∗ es débil-?-débil
continuo. Basta ver esto en `= 0 ∈ F∗. Sean ϕ1, . . . ,ϕm ∈ E∗∗ y ε > 0, luego

W0(ϕ1, . . . ,ϕm;ε) := {` ∈ E∗ | |〈ϕi, `〉E∗∗,E∗ |< ε, i = 1, . . . ,m}

es una vecindad abierta de T ∗(0) = 0 ∈ E∗ en σ(E∗,E∗∗). Notemos que

(T ∗)−1 (W0(ϕ1, . . . ,ϕm;ε)) = {` ∈ F∗ | T (`) ∈W0(ϕ1, . . . ,ϕm;ε)}
= {` ∈ F∗ | |〈ϕi,T ∗(`)〉E∗∗,E∗ |< ε, i = 1, . . . ,m}
= {` ∈ F∗ | |〈T ∗∗(ϕi), `〉F∗∗,F∗ |< ε, i = 1, . . . ,m}

Por h) tenemos que existen x1, . . . ,xm ∈ F tales que T ∗∗(ϕi) = JF(xi), i = 1, . . . ,m. Lo cual
implica que

(T ∗)−1 (W0(ϕ1, . . . ,ϕm;ε)) = {` ∈ F∗ | |〈JF(xi), `〉F∗∗,F∗ |< ε, i = 1, . . . ,m}
= {` ∈ F∗ | |〈`,xi〉F∗,F|< ε, i = 1, . . . ,m}

Por lo tanto (T ∗)−1(W0(ϕ1, . . . ,ϕm;ε)) es un abierto débil-? en σ(F∗,F). Luego, T ∗ : (F∗,σ(F∗,F))→
(E∗,σ(E∗,E∗∗)) es continua. Finalmente, por el Teorema de Banach-Alaoglu, BF∗ es compacta
débil-? en σ(F∗,F) y por lo tanto T ∗(BF∗) es compacto débil en σ(E∗,E∗∗).

j) Veamos que T (K) es compacto fuerte en (F,‖ · ‖F). Para ello basta ver que dada una sucesión en
T (K) esta tiene una subsucesión que converge (fuerte) en F.
Sea {xk}n∈N ⊆ K, dado que K es compacto débil, pasando a una subsucesión si fuese necesario,
podemos asumir que xk ⇀ x̄ débilmente en σ(E,E∗) a algún x̄∈E (Teorema de Eberlein-Smulian)
Si {T (xk)}n∈N converge fuertemente, el candidato natural a límite sería T (x̄). Veamos que esto
es así argumentando por contradicción. supongamos que ‖T (xk)−T (x̄)‖F ≥ δ para algún δ > 0
(para todo n ∈ N). Por el Corolario 3 existe `k ∈ F∗ tal que ‖`k‖F∗ = 1 y

〈`k,T (xk− x̄)〉F∗,F = ‖T (xk− x̄)‖F ≥ δ .

Dado que T ∗ es compacto débil, por la parte g) podemos asumir que {T ∗(`k)}n∈N converge
débilmente a algún ¯̀∈ E∗. Luego, tenemos que xk− x̄ ⇀ 0 y T ∗(`k)− ¯̀⇀ 0. Por lo tanto, por la
propiedad de Dunford Pettis tenemos que

〈T ∗(`k)− ¯̀,xk− x̄〉E∗,E→ 0

Pero
〈T ∗(`k),xk− x̄〉E∗,E = 〈`k,T (xk− x̄)〉F∗,F ≥ δ

y 〈 ¯̀,xk− x̄〉 → 0 pues xk− x̄ ⇀ 0. Por lo tanto, {T (xk)}n∈N debe tener una subsucesión que
converge fuertemente a T (x̄).

k) Recordemos que c0 ⊆ `∞ y `1 ∼= (c0)
∗. Como `1 es separable, luego por b) toda sucesión acotada

en c0 tiene una subsucesión de Cauchy débil.

17.2.8 Problema 2 - Certamen 2 - 2021
Recordemos que en general tenemos σ(E∗,E)⊆ σ(E∗,E∗∗).
Por otro lado, si (E,‖ · ‖E) es reflexivo, entonces E∗∗ = J(E) y por lo tanto para todo ˆ̀∈ E∗
tenemos

V ˆ̀(ϕ0, . . . ,ϕm;ε) =W ˆ̀(J−1(x1), . . . ,J−1(xm);ε), ∀ε > 0, ϕ0, . . . ,ϕm ∈ E∗∗.

Luego, todo abierto débil es un abierto débil-? y por lo tanto σ(E∗,E) = σ(E∗,E∗∗).



148 Capítulo 17. Problemas de certámenes

Supongamos ahora que σ(E∗,E) = σ(E∗,E∗∗). Por el Teorema de Banach-Alaoglu, sabemos
que BE∗ es compacto débil-?. Luego, dado que σ(E∗,E) = σ(E∗,E∗∗), tenemos que BE∗ es
también compacto débil.
En consecuencia, gracias al Teorema de Kakutani, E∗ es un espacio reflexivo. Finalmente,
como (E,‖ · ‖E) es un espacio de Banach, tenemos que E es también reflexivo.

17.2.9 Problema 3 - Certamen 2 - 2021
Veamos primero que el espacio (E,‖ · ‖E) es reflexivo. En efecto dado que p ∈ (1+∞), por el

Teorema de Dualidad de espacios Lp sabemos que Lp
m([0,1]) es reflexivo y Lp

m([0,1])∗ ∼= Lq
m([0,1]).

Luego, por el Teorema de Kakutani tenemos que BLp
m([0,1]) es compacto débil, y en consecuencia, por

el Teorema de Tychonoff, BLp
m([0,1])× [−1,1] es compacto en el e.v.t.

(E,σ(Lp
m([0,1]),L

q
m([0,1]))⊗σ(R,R∗))

Sabemos que (Proposición 42, apunte & Proposición 3- Clase 13)

σ(E,E∗) = σ(Lp
m([0,1]),L

q
m([0,1]))⊗σ(R,R∗)

y por lo tanto BLp
m([0,1])× [−1,1] es compacto débil en E.

Por otra parte, como
BE ⊆ BLp

m([0,1])× [−1,1].

y BE es convexo y cerrado fuerte, es en particular cerrado débil (Proposición 41, apunte & Proposición
6 - Clase 13). A posteriori, tenemos que BE es compacto débil (es un cerrado débil contenido en un
compacto débil) y por el Teorema de Kakutani concluimos que E es reflexivo.

Para usar el Teorema de Weierstrass-Hilbert-Tonelli, definamos el conjunto A = Lp
m([0,1])×

[−1,1], el cual es claramente cerrado (fuerte), convexo y no vacío, y la función f : E→ R dada por

f (u,x) :=
∫ 1

0
Λ(T (u,x)(t),u(t))dt, ∀(u,x) ∈ E.

Veamos que f está bien definida. Notemos primero que T : Lp
m([0,1])×R→ C ([0,1]) es lineal por

propiedades de la integral, y además continua, pues por la desigualdad de Hölder tenemos

|T (u,x)(t)| ≤ |x|e+
∫ 1

0
e|b(s)||u(s)|ds≤ e(|x|+‖b‖Lq‖u‖Lp)≤ emáx{1,‖b‖Lq}‖(u,x)‖E), ∀t ∈ [0,1].

Esto implica que t 7→ Λ(T (u,x)(t),u(t)) es una función acotada y medible, en particular, integrable y
por lo tanto f (u,x) ∈ R para todo (u,x) ∈ E.

Dado que T es lineal y Λ es convexa, es fácil ver, usando la linealidad de la integral, que f es
convexa.

Además, f es s.c.i para la topología fuerte, pues, si {(uk,xk)}k∈N ⊆ E converge en norma a (ū, x̄),
tenemos que T (uk,xk)→ T (ū, x̄) uniformemente y {(uk)}k∈N converge en Lp

m([0,1]) a ū, en particular,
existe una subsucesión que converge c.t.p a ū. En particular,

Λ(T (ū, x̄)(t), ū(t))≤ lı́minf
k→+∞

Λ(T (uk,xk)(t), ūk(t))

Usando, el lema de Fatou tenemos que

f (ū, x̄) =
∫ 1

0
Λ(T (ū, x̄)(t), ū(t))dt ≤ lı́minf

k→+∞

∫ 1

0
Λ(T (uk,xk)(t), ūk(t))dt = lı́minf

k→+∞

f (xk,xk).
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Finalmente, tomando por ejemplo (u0,x0) = (0,0) tenemos que

β +α‖u‖p
Lp ≤ f (u,x)≤ f (u0,x0) = Λ(0,0)

Luego el conjunto A f (u0,x0) es acotado, y por el Teorema de Weierstrass-Hilbert-Tonelli concluimos
el resultado.

Observación La reflexividad del espacio E = Lp
m([0,1])×R también se podría argumentar usando

una norma equivalente

‖(u,x)‖E =
√
‖u‖2

Lp + |x|2, ∀(u,x) ∈ Lp
m([0,1])×R

y probar que en este caso el espacio es un espacio de Banach uniformemente convexo; en clases
sólo demostramos la convexidad uniforme de Lp

m([0,1]) para el caso p≥ 2, el caso p ∈ (1,2) sólo se
mencionó.

17.2.10 Problema 4 - Certamen 2 - 2021
Por un lado sabemos que N ⊆ (N⊥)⊥ (visto en clases).
Notemos primero que (N⊥)⊥ es cerrado débil-?. En efecto, si M ⊆ E es un s.e.v. de E, entonces

M⊥ es cerrado débil-? pues

M⊥ =
⋂

x∈M

{` ∈ E∗ | 〈`,x〉E∗,E = 0}=
⋂

x∈M

J−1
x ({0}) .

Luego, M⊥ se escribe como intersección de conjuntos cerrados débil-?.
En particular, tenemos Nσ(E∗,E) ⊆ (N⊥)⊥.
Supongamos por contradicción que existe ˆ̀∈ (N⊥)⊥ \Nσ(E∗,E).
Por el Teorema de Hahn-Banach para la topología débil-? (segunda versión), existen x ∈ E\{0} y

λ ∈ R tales que
〈 ˆ̀,x〉E∗,E < λ < 〈`,x〉E∗,E, ∀` ∈ Nσ(E∗,E)

. (17.7)

Dado que N es un s.e.v. de E∗ tenemos que

λ < 〈t`,x〉E∗,E = t〈`,x〉E∗,E, ∀ t ∈ R,∀` ∈ N.

Luego, necesariamente 〈`,x〉E∗,E = 0 para todo ` ∈ N, es decir, x ∈ N⊥.
Por otro lado, dado que ˆ̀∈ (N⊥)⊥, tenemos que 〈 ˆ̀,x〉E∗,E = 0.
Luego, por (17.7) tenemos que λ > 0.
Sin embargo, evaluando en `= 0 ∈ Nσ(E∗,E) en (17.7), obtenemos λ < 0, lo que es absurdo.

17.2.11 Problema 5 - Certamen 2 - 2021
[⇐=] Si existe T ∈LC(E,F) tal que S = T ∗, entonces S ∈LC(F∗,E∗). Luego, repitiendo los

argumentos usados para demostrar la Proposición 43 del apunte (Proposición 4, Clase 13), pero para la
base de vecindades de la topología débil-? se obtiene fácilmente que el operador S : (F∗,σ (F∗,F))→
(E∗,σ (E∗,E)) es continuo.

[=⇒] Supongamos ahora que S : (F∗,σ (F∗,F))→ (E∗,σ (E∗,E)) es continuo. Dado x ∈ E, sabe-
mos que por definición

Jx : (E∗,σ (E∗,E))→ (R,TR)
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es un operador continuo. Luego,

Jx ◦S : (F∗,σ (F∗,F))→ (R,TR)

es un operador continuo. Siguiendo los argumentos usados para demostrar el Hahn-Banach Geométri-
co, primera versión topología σ(E∗,E), existe y ∈ F tal que Jy = Jx ◦S. En particular, esto implica
que

JE ◦S(F∗)⊆ JF(F).

Definamos entonces T : E→ F vía la fórmula:

T (x) = J−1
F ◦ Jx ◦S, ∀x ∈ E.

Supongamos que T es un operador acotado, luego tendríamos que

〈`,T (x)〉F∗,F = 〈JF(T (x)), `〉F∗∗,F∗ = 〈Jx ◦S, `〉F∗∗,F∗ = 〈S(`),x〉E∗,E, ∀x ∈ E, ` ∈ F∗.

Esto implicaría que S = T ∗. Luego, para concluir tenemos que probar que T es un operador acotado.
Observemos primero que

‖T (x)‖F = ‖J−1
F ◦ Jx ◦S‖F = ‖Jx ◦S‖F∗∗ = sup

‖`‖F∗
|〈Jx ◦S, `〉F∗∗,F∗ |= sup

‖`‖F∗≤1
|〈Jx,S(`)〉E∗∗,E∗ |, ∀x ∈ E.

En consecuencia

‖T (x)‖F = sup
‖`‖F∗≤1

|〈S(`),x〉E∗,E| ≤ sup
‖`‖F∗≤1

‖S(`)‖E∗‖x‖E, ∀x ∈ E.

Notemos que si S fuese un operador acotado, es decir, S ∈LC(F∗,E∗), entonces

sup
‖`‖F∗≤1

‖S(`)‖E∗ = ‖S‖LC(F∗,E∗)

y podríamos concluir que T es un operador acotado, es decir, T ∈LC(E,F). Esto es efectivamente el
caso, basta adaptar los argumentos vistos en clases para la topología débil-?.

Dado que S : (F∗,σ (F∗,F))→ (E∗,σ (E∗,E)) es continuo, usando los mismos argumentos de la
demostración de la Proposición 44 del apunte (Proposición 5, Clase 13), podemos ver que Gr(S)
es cerrado en la topología producto σ (F∗,F)⊗σ (E∗,E).
Similar a lo hecho en la Proposición 42 del apunte (Proposición 3, Clase 13), podemos ver
que σ (F∗,F)⊗σ (E∗,E) = σ ((F×E)∗,F×E). Luego, Gr(S) es cerrado débil-? y a posteriori
cerrado fuerte en el espacio de Banach F∗×E∗.
Usando el Teorema del Grafo Cerrado, tenemos que S es un operador acotado

17.2.12 Problema 6 - Certamen 2 - 2021
Por el Lema de Goldstine, sabemos que

J (C (X))
σ(M(X)∗,M(X)

= C (X)∗∗ = M(X)∗.

Luego, para todo ϕ ∈ (M(X),‖ · ‖M(X))
∗, µ ∈M(X)\{0} y ε > 0 tenemos que

Wϕ

(
µ;

ε

2

)
∩ J (C (X)) 6= /0
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Luego, existe f ∈ C (X) tal que ∣∣∣∣〈ϕ,µ〉M(X)∗,M(X)−
∫

X
f dµ

∣∣∣∣< ε

2
.

Sabemos que C (X) es separable, luego existe { fk}k∈N ⊆ C (X) densa en (C (X),‖ · ‖∞). En parti-
cular, existe k ∈ N tal que

‖ f − fk‖∞ <
ε

2‖µ‖M(X)∣∣∣∣〈ϕ,µ〉M(X)∗,M(X)−
∫

X
fkdµ

∣∣∣∣≤ ∣∣∣∣〈ϕ,µ〉M(X)∗,M(X)−
∫

X
f dµ

∣∣∣∣+∣∣∣∣∫X
( f − fk)dµ

∣∣∣∣< ε

2
+‖ f− fk‖∞‖µ‖M(X)< ε.

Notar que la desigualdad es trivial si µ = 0.

17.2.13 Problema 7 - Certamen 2 - 2021
1. Denotemos por

U :=
{

u ∈ L1
µ(Ω) |

∫
Ω

f (u) dµ <+∞

}
.

Si U = /0 entonces ψ ≡−∞ y su epígrafo sería L∞
µ (Ω)×R el cual es cerrado débil-? en la topolo-

gía σ
(
L∞

µ (Ω),L1
µ(Ω)

)
. Lo que implica que ψ es s.c.i. para la topología débil-? σ

(
L∞

µ (Ω),L1
µ(Ω)

)
.

Supongamos entonces que U 6= /0, luego sigue que

ψ(v) = sup
u∈U

{∫
Ω

uv− f (u) dµ

}
, ∀v ∈ L∞

µ (Ω).

y por lo tanto

epi(ψ) =
⋂

u∈U
epi(ψu), donde ψu(v) :=

∫
Ω

uv− f (u) dµ.

Notemos que si
∫

Ω

f (u) dµ >−∞, entonces la función

ψu : (L∞
µ (Ω),σ

(
L∞

µ (Ω),L1
µ(Ω)

)
)→ (R,TR)

es continua pues el término lineal

v 7→
∫

Ω

uv dµ = Ju(v)

es un funcional de evaluación sobre L∞
µ (Ω), y por lo tanto una función continua respecto a la

topología débil-? σ
(
L∞

µ (Ω),L1
µ(Ω)

)
. Luego, ψu es suma de una lineal continua débil-? y una

constante. En particular, epi(ψu) es cerrado débil-?.

Si por otro lado
∫

Ω

f (u) dµ =−∞, entonces epi(ψu) = /0 que también es cerrado débil-?. Por

lo tanto, epi(ψ) es cerrado débil-?, lo que implica que ψ es s.c.i. para la topología débil-?
σ
(
L∞

µ (Ω),L1
µ(Ω)

)
.
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Observación Otra forma de argumentar y evitar considerar el caso
∫

Ω

f (u) dµ =−∞, es como

sigue:
Dado (Ω,A ,µ) es un espacio de medida σ -finita, existe una sucesión de conjuntos medibles
{Ωk}k∈N ⊆Ω tales que

∀k ∈ N, µ(Ωk)<+∞, Ωk ⊆Ωk+1 y
⋃
k∈N

Ωk = Ω.

Dado que ∫
Ωk

uv− f (u) dµ →
∫

Ω

uv− f (u) dµ, ∀u ∈ L1
µ(Ω), ∀v ∈ L∞

µ (Ω),

es fácil ver que

ψ(v) = sup
k∈N

sup
u∈U

{∫
Ωk

uv− f (u) dµ

}
, ∀v ∈ L∞

µ (Ω),

y por lo tanto

epi(ψ) =
⋂
k∈N

⋂
u∈U

epi(ψu), donde ψ
k
u(v) :=

∫
Ωk

uv− f (u) dµ.

Ahora bien, como f es convexa y continua, existen α,β ∈ R tales que f (s)≥ αs+β para todo
s ∈ R (Teorema de Hahn-Banach Geométrico en R2). En particular,

α

∫
Ω

u ·1Ωk +β µ(Ωk)≤
∫

Ωk

f (u), ∀u ∈ L1
µ(Ω), ∀k ∈ N.

Esto implica que para todo u ∈U y k ∈ N la función

ψ
k
u : (L∞

µ (Ω),σ
(
L∞

µ (Ω),L1
µ(Ω)

)
)→ (R,TR)

es continua, y a posterior, ψ es s.c.i. para la topología débil-? σ
(
L∞

µ (Ω),L1
µ(Ω)

)
.

2. Dado v ∈ L∞
µ (Ω) tenemos que

ψ(v)≥ sup
u∈L1

µ (Ω)

{∫
Ω

uv− f (u) dµ | u ∈ BL1
µ (Ω)(u0,r)

}
≥ sup

u∈L1
µ (Ω)

{∫
Ω

uv dµ | u ∈ BL1
µ (Ω)(u0,r)

}
−M.

Pero

sup
u∈L1

µ (Ω)

{∫
Ω

uv dµ | u ∈ BL1
µ (Ω)(u0,r)

}
= r sup

‖u‖L1≤1

∫
Ω

uv dµ +
∫

Ω

u0v dµ = r‖v‖L∞ +
∫

Ω

u0v dµ.

Luego,

ψ(v)−
∫

Ω

u0v dµ ≥ r‖v‖L∞−M, ∀v ∈ L∞
µ (Ω).

Notemos que si ψ(v)−
∫

Ω
u0v dµ =+∞ para todo v ∈ L∞

µ (Ω) la conclusión es directa. Suponga-

mos entonces que existe v0 ∈ L∞
µ (Ω) tal que ψ(v0)−

∫
Ω

u0v0 dµ <+∞. En particular, tenemos
que

Aψ−Ju0
(v0) :=

{
v ∈ L∞

µ (Ω) | ψ(v)−
∫

Ω

u0v dµ ≤ ψ(v0)−
∫

Ω

u0v0 dµ

}
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es acotado y cerrado débil-?; esto último pues ψ es s.c.i topología débil-? σ
(
L∞

µ (Ω),L1
µ(Ω)

)
y

el término integral es Ju0(v), el cual, por definición es continuo respecto a la topología débil-?
σ
(
L∞

µ (Ω),L1
µ(Ω)

)
. En particular, el conjunto Aψ−Ju0

(v0) es compacto débil-? gracias al Teorema
de Banach-Alaoglu.
Para concluir, y al igual que con el Teorema de Weierstrass-Hilbert-Tonelli, basta probar que

⋂
γ>ı́nfL∞

µ (Ω)(ψ−Ju0 )

{
v ∈ L∞

µ (Ω) | ψ(v)−
∫

Ω

u0v dµ ≤ γ

}
6= /0.

Dado que Aψ−Ju0
(v0) es compacto débil-?, argumentando por contradicción, podemos asegurar

que existen γ1, . . . ,γm > ı́nfL∞
µ (Ω)(ψ−Ju0 )

tales que

Aψ−Ju0
(v0)⊆

m⋃
i=1

{v∈Aψ−Ju0
(v0) |ψ(v)−Ju0(v)> γi}=

{
v ∈ Aψ−Ju0

(v0)

∣∣∣∣ ψ(v)− Ju0(v)> mı́n
i=1,...,m

γi

}
.

Esto implica que para todo v ∈ Aψ−Ju0
(v0) tenemos que mı́n

i=1,...,m
γi < ψ(v)− Ju0(v).

Sin embargo, esto no puede ocurrir, puesto si no obtendríamos

ı́nf
v∈L1

µ (Ω)
ψ(v)− Ju0(v) = ı́nf

v∈Aψ−Ju0
(v0)

ψ(v)− Ju0(v)≥ mı́n
i=1,...,m

γi > ı́nf
v∈L1

µ (Ω)
ψ(v)− Ju0(v).

Observación Para argumentar que ψ− Ju0 es s.c.i topología débil-? σ
(
L∞

µ (Ω),L1
µ(Ω)

)
basta

notar que

ψ(v)− Ju0(v) = sup
u∈L1

µ (Ω)

{∫
Ω

(u−u0)v− f (u) dµ

}
, ∀v ∈ L∞

µ (Ω),

y usar los argumentos de la parte (a).

17.2.14 Problema 5 - Examen - 2021
Sea {yk}k∈N ⊆ T (K) una sucesión que converge a y ∈ F, luego existe una sucesión {xk}k∈N ⊆ K

tal que yk = T (xk) para todo k ∈ N. Debemos probar que existe x̄ ∈ K tal que y = T (x̄).
Veamos que {xk}k∈N es una sucesión acotada. Recordemos que ‖xk‖E = ‖Jxk‖E∗∗ para todo k ∈ N.

Luego, para obtener que {xk}k∈N es acotada, basta ver que {Jxk(`)}}k∈N es acotada en R para todo
` ∈ E∗ fijo y luego aplicar el Teorema de Banach-Steinhaus.

Notemos que dado ` ∈ E∗, por hipótesis, tenemos que existen f ∈ F∗ y h ∈ b(K) tales que ` =
T ∗( f )+h, y por lo tanto

〈`,xk〉E∗,E = 〈T ∗( f ),xk〉E∗,E + 〈h,xk〉E∗,E ≤ 〈 f ,T (xk)〉F∗,F + sup
x∈K
〈h,x〉E∗,E, ∀k ∈ N.

Similarmente, existen f ′ ∈ F∗ y h′ ∈ b(K) tales que −`= T ∗( f ′)+h′, y por lo tanto

−〈`,xk〉E∗,E = 〈T ∗( f ′),xk〉E∗,E + 〈h′,xk〉E∗,E ≤ 〈 f ′,T (xk)〉F∗,F + sup
x∈K
〈h′,x〉E∗,E, ∀k ∈ N.

Dado que T (xk)→ y y h,h′ ∈ b(K), concluimos

sup
k∈N
|Jxk(`)|= sup

k∈N
|〈`,xk〉E∗,E|<+∞,
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y por lo tanto, el Teorema de Banach-Steinhaus obtenemos que {xk}k∈N es acotada.
Luego, por el Teorema de Compacidad secuencial débil, existe una subsucesión (que denotaremos

igual), que converge débilmente a algún x̄ ∈ E. Dado que xk ∈ K, para todo k ∈ N y K es cerrado débil,
tenemos que x̄ ∈ K. Dado que T ∈LC(E,F), tenemos que T (xk)⇀ T (x̄), y por lo tanto, dado que
(E,σ(E,E∗)) es un e.v.t. Hausdorff, tenemos que y = T (x̄), pues en particular T (xk)⇀ y; el límite de
sucesiones que convergen débilmente es único.

17.2.15 Problema 6 - Examen - 2021
Notemos que

gr(Φ∗) := {( f , `) ∈ F∗×E∗ | 〈 f ,y〉F∗,F ≥ 〈`,x〉E∗,E, ∀x ∈ E, ∀y ∈Φ(x)}

=
⋂

(x,y)∈gr(Φ)

{( f , `) ∈ F∗×E∗ | 〈 f ,y〉F∗,F ≥ 〈`,x〉E∗,E}

=
⋂

(x,y)∈gr(Φ)

{( f , `) ∈ F∗×E∗ | 〈 f ,y〉F∗,F ≥ 〈`,x〉E∗,E}

=
⋂

(x,y)∈gr(Φ)

{( f , `) ∈ F∗×E∗ | 〈( f , `),(y,x)〉F∗×E∗,F×E ≥ 0}

=
⋂

(x,y)∈gr(Φ)

{( f , `) ∈ F∗×E∗ | 〈(Jy,Jx),( f , `)〉F∗∗×E∗∗ ≥ 0}

=
⋂

(x,y)∈gr(Φ)

(Jy,Jx)
−1[0,+∞)

Dado que cada (Jy,Jx) ∈ F∗∗×E∗∗ ⊆ (F×E)∗∗, tenemos que (Jy,Jx)
−1[0,+∞) es cerrado débil-? en

σ ((F×E)∗,F×E). En consecuencia, gr(Φ∗) es cerrado débil-? en σ ((F×E)∗,F×E).
Ahora bien, similar a lo hecho en la Proposición 42 del apunte (Proposición 3, Clase 13), podemos

ver que σ (F∗,F)⊗σ (E∗,E) = σ ((F×E)∗,F×E). Esto implica que gr(Φ∗) es cerrado en la topología
producto σ (F∗,F)⊗σ (E∗,E).

Por otro lado, tenemos que

BF∗×Φ
∗ (BF∗

)
= gr(Φ∗)∩BF∗×E∗.

Por el Teorema de Banach-Alaoglu, tenemos que BF∗ es un conjunto compacto débil-? en E∗, y en
particular cerrado débil-? pues la topología débil-? es Hausdorff. Por lo tanto BF∗×E∗ es cerrado en la
topología producto σ (F∗,F)⊗σ (E∗,E), y en consecuencia BF∗×Φ∗

(
BF∗
)

es cerrado en la topología
producto σ (F∗,F)⊗σ (E∗,E).

Luego, dado que
(
BF∗ ,σ (F∗,F)

)
es un espacio topológico compacto, usando la indicación, con-

cluimos que Φ∗
(
BF∗
)

es cerrado débil-? en σ (E∗,E).
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18. Complemento Topológico

Vamos a comenzar esta parte del curso estudiando la noción complemento topológico, la cual será
útil para la secciones venideras.

DEFINICIÓN Supongamos que (E,‖·‖E) es un e.v.n. y G⊆E un s.e.v. cerrado. Diremos un s.e.v. L⊆E
es un complemento topológico de G si L es cerrado y E = G⊕L.

LEMA 5 Supongamos que (E,‖ · ‖E) es un espacio de Banach y G⊆ E un s.e.v. cerrado. Si G admite
un complemento topológico, entonces PG ∈LC(E).

Demostración La conclusión viene del Teorema del Grafo Cerrado. En efecto, si {xk}k∈N ⊆ E es tal
que

xk→ x y PG(xk)→ y,

entonces, si L⊆ E es un complemento topológico de G, tenemos

PL(xk) = xk−PG(xk)→ x− y.

Dado que G y L son cerrados, tenemos

y ∈ G y z := x− y ∈ L,

y por lo tanto y = PG(x), pues x = y+ z ∈ G+L. �

Veamos ahora algunos casos importantes donde podemos asegurar la existencia de un complemento
topológico.

PROPOSICIÓN 39 Supongamos que (E,‖ · ‖E) es un e.v.n. y G ⊆ E un s.e.v. de dimensión finita.
Entonces G admite un complemento topológico.
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Demostración Supongamos G = 〈{e1, . . . ,en}〉 con {e1, . . . ,en} linealmente independientes. Por el
Corolario 2, para cada k ∈ {1, . . . ,n}, existe `k ∈ E∗ tal que

`k(ek) = 1 y `k(ei) = 0 ∀i ∈ {1, . . . ,n}\{k}.

Sea L =
n⋂

k=1

ker(`k). Notemos que L es cerrado y además tenemos

`k

(
n

∑
i=1

αiei

)
=

n

∑
i=1

αi`k (ei) = αk, ∀α1, . . . ,αn ∈ R, ∀k ∈ {1, . . . ,n}. (18.1)

Resta ver que E = G⊕L. Esto viene de notar que

si x ∈G∩L, entonces `k(x) = 0 y existen α1, . . . ,αn ∈R tales que x =
n

∑
i=1

αiei. Luego, por (18.1),

tenemos que αk = 0 para cada k ∈ {1, . . . ,n}. Por lo tanto x = 0.
tenemos

x =
n

∑
i=1

`i(x)ei + x−
n

∑
i=1

`i(x)ei ∈ G+L, ∀x ∈ E

pues

`k

(
x−

n

∑
i=1

`i(x)ei

)
= `k(x)− `k(x) = 0, ∀x ∈ E.

�

PROPOSICIÓN 40 Supongamos que (E,‖ · ‖E) es un e.v.n. y N ⊆ E∗ un s.e.v. de dimensión finita.
Entonces N⊥ admite un complemento topológico, cuya dimensión (que es finita) coincide con la de N.

Demostración Supongamos que N = 〈{`1, . . . , `n}〉, con {`1, . . . , `n} siendo linealmente indepen-
diente. Afirmamos que existen x1, . . . ,xn ∈ E tales que

〈`k,xk〉E∗,E = 1 y 〈`k,xi〉E∗,E = 0 ∀i ∈ {1, . . . ,n}\{k},

pues la función (lineal) ψ : E→ Rn dada por

ψ(x) := (〈`1,x〉E∗,E, . . . ,〈`n,x〉E∗,E) , ∀ x ∈ E

es sobreyectiva, pues si no fuese así, ψ(E)(Rn y por el Corolario 7 existiría η ∈ Rn \{0} tal que

〈
n

∑
i=1

ηi`i,x〉E∗,E =
n

∑
i=1

ηi〈`i,x〉E∗,E = η
>

ψ(x) = 0, ∀ x ∈ E.

Luego
n

∑
i=1

ηi`i = 0, pero como {`1, . . . , `n} es linealmente independiente, necesariamente η = 0.

Veamos que F = 〈{x1, . . . ,xn}〉 es un complemento topológico de N⊥.
Notemos que E = N⊥+F , pues dado x ∈ E tenemos

x = x−
n

∑
i=1
〈`i,x〉E∗,Exi +

n

∑
i=1
〈`i,x〉E∗,Exi.
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Claramente,
n

∑
i=1
〈`i,x〉E∗,Exi ∈ F y por otro lado x−

n

∑
i=1
〈`i,x〉E∗,Exi ∈ N⊥ pues

〈`k,x−
n

∑
i=1
〈`i,x〉E∗,Exi〉E∗,E = 〈`k,x〉E∗,E−〈`k,x〉E∗,E〈`k,xk〉E∗,E = 0, ∀k ∈ {1 . . . ,n}.

Además, para todo α1, . . . ,αn ∈ R tenemos que

〈`k,
n

∑
i=1

αixi〉E∗,E = αk, ∀k ∈ {1, . . . ,n}. (18.2)

Notemos que si x ∈ F
⋂

N⊥, entonces 〈`k,x〉E∗,E = 0 para todo k = 1, . . . ,n y

x =
n

∑
i=1

αixi.

En consecuencia, F
⋂

N⊥ = {0} y por lo tanto E = N⊥⊕F .

Finalmente, dim(F) = n pues {x1, . . . ,xn} es linealmente independiente. En efecto, si
n

∑
i=1

αixi = 0 con

α1, . . . ,αn ∈ R, entonces por (18.2) tenemos que αk = 0 para todo k ∈ {1 . . . ,n}. �





19. Operadores compactos

Ahora pasaremos a estudiar la noción de operador compacto entre e.v.n. y presentaremos algunas
de sus propiedades más importantes.

DEFINICIÓN Diremos que un operador T ∈LC(E,F) entre dos e.v.n. (E,‖ · ‖E) y (F,‖ · ‖F) es un
operador compacto si toda sucesión acotada {xk}k∈N⊆E tiene una subsucesión tal que {T (xk j)} j∈N⊆
F converge fuertemente.

Denotaremos por K (E,F) a la colección de todos los operadores compactos de E en F.

Observación Notemos que T ∈K (E,F) si y sólo si T
(
BE
)

es subconjunto compacto (fuerte) del
e.v.n. (F,‖ · ‖F).

Notación Si E = F escribiremos simplemente LC(E) y K (E) en vez de LC(E,E) y K (E,E),
respectivamente.

Ejemplo Dada κ : [0,1]× [0,1]→ R Lipschitz continua, el operador T : C ([0,1])→ C ([0,1]) es
compacto:

T ( f )(x) =
∫ 1

0
κ(x,y) f (y) dy, ∀ f ∈ C ([0,1]), ∀x ∈ [0,1].

En efecto:
Claramente T es lineal, por linealidad de la integral.
T ( f ) ∈ C ([0,1]), de hecho es Lipschitz continua

|T ( f )(x1)−T ( f )(x2)| ≤
∫ 1

0
|κ(x1,y)−κ(x2,y)|| f (y)| dy≤ Lκ |x1−x2|‖ f‖∞, ∀x1,x2 ∈ [0,1].

T es un operador acotado pues ‖T ( f )‖∞ ≤ ‖κ‖∞‖ f‖∞ para todo f ∈ C ([0,1]).
T (BC ([0,1])) relativamente compacto gracias al Teorema de Arzelá-Ascoli:
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• T (BC ([0,1])) es equi-continuo pues

|T ( f )(x1)−T ( f )(x2)| ≤ Lκ |x1− x2|, ∀x1,x2 ∈ [0,1], ∀ f ∈ BC ([0,1]).

• Para todo x ∈ [0,1] el conjunto {T ( f )(x) | BC ([0,1])} es acotado en R pues

|T ( f )(x)| ≤ ‖κ‖∞, ∀‖ f‖∞ ≤ 1.

Observación El resultado es igual de válido si κ : [0,1]× [0,1]→ R continua (por continuidad
uniforme).

19.1 Propiedades básicas

Veamos primero algunas propiedades algebraicas de operadores compactos.

PROPOSICIÓN 41 Supongamos que (E,‖ · ‖E) y (F,‖ · ‖F) son dos e.v.n. Luego, K (E,F) es un s.e.v.
de LC(E,F). Si además, (F,‖ ·‖F) es un espacio de Banach, entonces K (E,F) es un s.e.v. cerrado de
(LC(E,F),‖ · ‖LC).

Demostración Veamos primero que K (E,F) es un s.e.v. de LC(E,F). Recordemos que (F,‖ · ‖F)
es un e.v.t., luego las funciones suma y multiplicación por escalar son continuas

fsum(x,y) := x+ y y fmult(λ ,y) := λx, ∀x,y ∈ E, ∀λ ∈ R.

Si T
(
BE
)

es compacto, entonces λT
(
BE
)
= fmult

(
{λ}×T

(
BE
))

también es compacto.
Por lo tanto,

λT ∈K (E,F), ∀T ∈K (E,F), ∀λ ∈ R.

Si T1,T2 ∈K (E,F), entonces también tenemos que T1 +T2 ∈K (E,F).
En efecto, observemos que

T1
(
BE
)
+T2

(
BE
)
⊆ T1

(
BE
)
+T2

(
BE
)
= fsum

(
T1
(
BE
)
×T2

(
BE
))

.

Esto implica que T1
(
BE
)
+T2

(
BE
)

está contenido en un compacto de F, y por lo tanto es
compacto.

Veamos ahora que K (E,F) es cerrado. Tomemos {Tk}k∈N⊆K (E,F) tal que Tk→ T en LC(E,F).
Si
(

T
(
BE
)
,dF

)
fuese un e.m. completo y totalmente acotado, entonces sería un e.m. compacto, donde

dF(x,y) = ‖x− y‖F, ∀x,y ∈ F.

En consecuencia, T
(
BE
)

sería compacto (fuerte) en (F,‖ · ‖F), y por lo tanto, tendríamos que T ∈
K (E,F). Dado que (F,‖ · ‖F) es un espacio de Banach, es directo que

(
T
(
BE
)
,dF

)
es un e.m.

completo.
Veamos ahora que es un e.m. totalmente acotado. Sea ε > 0 y tomemos k ∈ N tal que

‖Tk−T‖LC <
ε

3
.
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Dado que Tk
(
BE
)

es compacto fuerte en F, existen y1, . . . ,ym ∈ F tales que

Tk
(
BE
)
⊆

m⋃
i=1

BF(yi,
ε

3 ).

Fijemos y ∈ T
(
BE
)
, y tomemos x ∈ BE tal que ‖y−T (x)‖F <

ε

3
. Notemos que también existe

i ∈ {1, . . . ,m} tal que ‖Tk(x)− yi‖F <
ε

3
. En consecuencia

‖y− yi‖F ≤ ‖y−T (x)‖F +‖T (x)−Tk(x)‖F +‖Tk(x)− yi‖F <
ε

3
+‖T −Tk‖LC +

ε

3
< ε.

Luego, y ∈
m⋃

i=1

BF(yi,ε), y a partir de esto podemos concluir que
(

T
(
BE
)
,dF

)
es totalmente acotado

pues

∀ ε > 0, ∃ y1, . . . ,ym ∈ F, tales que T
(
BE
)
⊆

m⋃
i=1

(
BF(yi,ε)∩T

(
BE
))

=
m⋃

i=1

B
T(BE)

(yi,ε).

�

Veamos ahora algunos resultados sobre la composición de operadores compactos.

PROPOSICIÓN 42 Supongamos que (E,‖ · ‖E), (F,‖ · ‖F) y (G,‖ · ‖G) son e.v.n.
Si T ∈LC(E,F) y S ∈K (F,G), entonces S◦T ∈K (E,G).
Si T ∈K (E,F) y S ∈LC(F,G), entonces S◦T ∈K (E,G).

Demostración
Dado que T ∈LC(E,F), existe r > 0 tal que T

(
BE
)
⊆ BF(0,r). Esto implica que

S◦T
(
BE
)
= S(T

(
BE
)
)⊆ rS(BF)⊆ rS(BF).

Si S ∈K (F,G) entonces rS(BF) es compacto, y por lo tanto S◦T
(
BE
)

también lo es. Por lo
tanto S◦T es un operador compacto.
Por otro lado, notemos que

S◦T
(
BE
)
= S(T

(
BE
)
)⊆ S(T

(
BE
)
).

Si T ∈K (E,F), entonces T
(
BE
)

es compacto, y luego S(T
(
BE
)
) también es compacto, pues

S ∈LC(F,G). A posteriori, S◦T
(
BE
)

también es un conjunto compacto, y por lo tanto, S◦T ∈
K (E,G).

�

19.2 Operadores de rango finito
DEFINICIÓN Diremos que un operador T ∈LC(E,F) es de rango finito si im(T ) es un s.e.v. de
dimensión finita de F.

Observación Todo operador T ∈LC(E,F) de rango finito es también compacto.
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Ejemplo Si (E,‖ · ‖E) es un espacio de Hilbert y M ⊆ E es un s.e.v. de dimensión finita, entonces
PM : E→ E es un operado de rango finito, donde PM denota la proyección sobre M, es decir, el operador
caracterizado por ser única solución de

〈x−PM(x),z−PM(x)〉= 0, ∀x ∈ E, ∀z ∈M.

LEMA 6 Si (E,‖ · ‖E) es un espacio de Hilbert y M ⊆ E es un s.e.v. cerrado, entonces PM ∈LC(E).

Demostración Dado que M es un conjunto cerrado, convexo y no vacío, PM es Lipschitz continua.
Además, la proyección sobre M está caracterizada por ser única solución de

〈x−PM(x),z−PM(x)〉= 0, ∀z ∈M. (19.1)

Luego, PM es lineal pues
Dados x ∈ E y λ ∈ R, multiplicando (19.1) por λ y reemplazando λ z por z vemos que λPM(x)
es solución de

〈λx−λPM(x),z−λPM(x)〉= 0, ∀z ∈M.

Esto implica que λPM(x) = PM(λx) (por unicidad de la proyección).
Dados x1,x2 ∈ E, evaluando (19.1) en x = x1 y en z−PM(x2) en vez de z obtenemos

〈x1−PM(x1),z−PM(x2)−PM(x1)〉= 0, ∀z ∈M.

Similarmente, evaluando (19.1) en x = x2 y en z−PM(x1) en vez de z obtenemos

〈x2−PM(x2),z−PM(x1)−PM(x2)〉= 0, ∀z ∈M.

Sumando ambas igualdades llegamos a

〈x1 + x2− (PM(x1)+PM(x2)),z− (PM(x1)+PM(x2))〉= 0, ∀z ∈M.

Esto implica que PM(x1 + x2) = PM(x1) + PM(x2) (nuevamente, gracias a la unicidad de la
proyección).

�

PROPOSICIÓN 43 Supongamos que (E,‖ · ‖E) es un e.v.n. y que (F,‖ · ‖F) es un espacio de Ba-
nach. Si {Tk}k∈N ⊆ LC(E,F) es una sucesión de operadores de rango finito tal que Tk → T en
(LC(E,F),‖ · ‖LC) para algún T ∈LC(E,F), entonces T ∈K (E,F).

Demostración Basta recordar que todo operador de rango finito es también compacto y usar la
Proposición 41. �

Como veremos a continuación, el converso de la proposición anterior es verdadero si (F,‖ · ‖F) es
un espacio de Hilbert.

PROPOSICIÓN 44 Supongamos que (E,‖ · ‖E) es un e.v.n. y que (F,‖ · ‖F) es un espacio de Hilbert. Si
T ∈K (E,F), entonces existe una sucesión {Tk}k∈N ⊆LC(E,F) de operadores de rango finito tal que
Tk→ T .

Demostración Sea ε > 0, como T
(
BE
)

es compacto en F, existen y1, . . . ,ym ∈ F tales que

T
(
BE
)
⊆

m⋃
i=1

BF(yi,
ε

2 ).
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Definamos M = 〈{y1, . . . ,ym}〉. Notemos que M es un s.e.v. de dimensión finita de F. Consideremos
el operador Tε : E→ F dado por Tε = PM ◦T , donde PM : F→ F es la proyección sobre M. Dado que
PM ∈LC(F), tenemos que Tε ∈LC(E,F). Claramente Tε es de rango finito, pues im(Tε)⊆M.

Fijemos x ∈ BE, luego existe yi ∈ E tal que T (x) ∈ BF(yi,
ε

2 ), y con esto tenemos

‖Tε(x)−T (x)‖F = ‖PM(T (x))−T (x)‖F ≤ ‖PM(T (x))− yi‖F +‖yi−T (x)‖F

En consecuencia, dado que PM es Lipschitz continua de módulo κ = 1 e yi ∈M, tenemos

‖Tε(x)−T (x)‖F ≤ ‖PM(T (x))−PM(yi)‖F +‖yi−T (x)‖F ≤ 2‖yi−T (x)‖F < ε.

Dado que x ∈ BE es arbitrario, obtenemos que ‖Tε −T‖LC < ε �

19.3 Operadores de Hilbert-Schmidt

DEFINICIÓN Supongamos que (E,‖ · ‖E) es un espacio de Hilbert de dimensión infinita y separable.
Diremos que un operador T ∈LC(E) es un operador de Hilbert-Schmidt si la serie

+∞

∑
k=0
‖T (ek)‖2

E

converge, donde {ek}k∈N es una base ortonormal completa de E.

Observación La definición no depende de la base ortonormal completa de E:
Si {ek}k∈N y {êk}k∈N son bases ortonormales completas de E entonces

‖T (e j)‖2
E =

+∞

∑
k=0
|〈T (e j), êk〉|2 =

+∞

∑
k=0
|〈e j,T ∗(êk)〉|2 =

+∞

∑
k=0
|〈T ∗(êk),e j〉|2, ∀ j ∈ N.

Luego, por el Teorema de Fubini tenemos que

+∞

∑
j=0
‖T (e j)‖2

E =
+∞

∑
j=0

+∞

∑
k=0
|〈T ∗(êk),e j〉|2 =

+∞

∑
k=0

+∞

∑
j=0
|〈T ∗(êk),e j〉|2 =

+∞

∑
k=0
‖T ∗(êk)‖2

E.

Dado que E es un espacio de Hilbert, T ∗∗ = T y por lo tanto, usando lo anterior con T ∗ en vez de T ,
tenemos

+∞

∑
j=0
‖T ∗(e j)‖2

E =
+∞

∑
k=0
‖T ∗∗(êk)‖2

E =
+∞

∑
k=0
‖T (êk)‖2

E.

PROPOSICIÓN 45 Supongamos que (E,‖·‖E) es un espacio de Hilbert de dimensión infinita y separable.
Si T ∈LC(E) es un operador de Hilbert-Schmidt, entonces T ∈K (E).

Demostración Sea {ek}k∈N una base ortonormal completa de E y definamos Ek = 〈{e0, . . . ,ek}〉 para
todo k ∈ N. Denotemos por Pk : E→ E a la proyección sobre Ek. Luego, Pk ∈K (E) pues es de rango
finito y además

Pk(x) =
k

∑
j=0
〈x,e j〉e j, ∀x ∈ E.
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Definamos Tk = T ◦Pk. Notemos que, gracias a la Proposición 42, tenemos que Tk ∈K (E) pues
Pk ∈K (E). De hecho, Tk es de rango finito pues

Tk(x) =
k

∑
j=0
〈x,e j〉T (e j) ∈ 〈{T (e0), . . . ,T (ek)}〉, ∀x ∈ E.

Para concluir basta ver que Tk → T en LC(E) y usar la Proposición 41. Notemos que, por la
desigualdad de Cauchy-Schwarz, para cada x ∈ E y k,m ∈ N fijos con m > k tenemos

‖Tm(x)−Tk(x)‖2
E≤

(
m

∑
j=k+1

|〈x,e j〉|‖T (e j)‖E

)2

≤
m

∑
j=k+1

|〈x,e j〉|2
m

∑
j=k+1

‖T (e j)‖2
E≤‖x‖2

E

m

∑
j=k+1

‖T (e j)‖2
E.

Además, dado que T ∈LC(E) y Pm(x)→ x puntualmente en E, también tenemos

T (x) = T
(

lı́m
m→+∞

Pm(x)
)
= lı́m

m→+∞
T (Pm(x)) = lı́m

m→+∞
Tm(x), ∀x ∈ E.

En consecuencia

‖T (x)−Tk(x)‖2
E ≤ ‖x‖2

E

+∞

∑
j=k+1

‖T (e j)‖2
E, ∀x ∈ E.

Esto implica que

‖T −Tk‖2
LC ≤

+∞

∑
j=k+1

‖T (e j)‖2
E, ∀k ∈ N.

A posteriori tenemos entonces que Tk→ T en LC(E) pues T es un operador de Hilbert-Schmidt. �

19.4 Teorema de Schauder
TEOREMA — Schauder. Supongamos T ∈LC(E,F), con (E,‖ · ‖E) y (F,‖ · ‖F) siendo e.v.n. dados.
Si T ∈K (E,F) entonces T ∗ ∈K (F∗,E∗). Si además (F,‖ · ‖F) es un espacio de Banach, entonces

T ∈K (E,F) ⇐⇒ T ∗ ∈K (F∗,E∗)

Demostración Dado que T ∗ ∈LC(F∗,E∗) tenemos que probar que T ∗(BF∗) es compacto (fuerte)
en E∗. Bastará probar que {T ∗(`k)}k∈N ⊆ E∗ tiene una subsucesión convergente, cualquiera sea
{`k}k∈N ⊆ BF∗ . Además, dado que E∗ es un espacio de Banach, basta ver que {T ∗(`k j)} j∈N es de
Cauchy para alguna subsucesión. Primero notemos que

‖T ∗(`k)−T ∗(`m)‖E∗ = sup
‖x‖E≤1

|〈T ∗(`k− `m),x〉E∗,E|= sup
x∈BE

|〈`k− `m,T (x)〉F∗,F|, ∀k,m ∈ N.

Sea Y = T (BE), luego sigue que

‖T ∗(`k)−T ∗(`m)‖E∗ = sup
y∈T (BE)

|〈`k− `m,y〉F∗,F|= sup
y∈Y
|〈`k− `m,y〉F∗,F|, ∀k,m ∈ N.

Consideremos para cada k ∈ N la función ϕk : Y→ R dada por ϕk(y) = 〈`k,y〉F∗,F, para todo y ∈ Y.
Luego, podemos reescribir la igualdad anterior como

‖T ∗(`k)−T ∗(`m)‖E∗ = ‖ϕk−ϕm‖∞, ∀k,m ∈ N.
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Entonces, para concluir basta probar que {ϕk j} j∈N es de Cauchy en (C (Y),‖ · ‖∞) para alguna subsu-

cesión. Notemos que Y = T (BE) es un compacto de F, pues T ∈K (E,F). Por lo tanto, (Y,dF) es un
e.m. compacto.

Para obtener el resultado buscado usaremos entonces el Teorema de Arzelá-Ascoli con la sucesión
{ϕk}k∈N.

Notemos que ϕk(y) = 〈`k,y〉F∗,F es continua en Y (pues es continua en F), luego {ϕk}k∈N ⊆
C (Y).
Dado y ∈ Y fijo, tenemos que {ϕk(y) | k ∈ N} es un conjunto acotado de R pues

|ϕk(y)|= |〈`k,y〉F∗,F| ≤ ‖`k‖F∗‖y‖F ≤ ‖y‖F, ∀k ∈ N.

Además, {ϕk}k∈N es una sucesión equi-continua, ya que tenemos

|ϕk(y1)−ϕk(y2)| ≤ ‖y1− y2‖F, ∀y1,y2 ∈ Y,∀k ∈ N.

Luego, por el Teorema de Arzelá-Ascoli, existe una subsucesión {ϕk j} j∈N que converge unifor-
memente. En particular, {ϕk j} j∈N es de Cauchy en C (Y), y en consecuencia {T ∗(`k j)} j∈N es de
Cauchy en E∗. Dado que (E∗,‖ · ‖E∗) es un espacio de Banach, {T ∗(`k j)} j∈N converge y por lo tanto
T ∗ ∈K (F∗,E∗).

Supongamos ahora que (F,‖ · ‖F) es un espacio de Banach y queT ∗ ∈K (F∗,E∗), luego usando la
implicancia ya demostrada tenemos

T ∗∗ = (T ∗)∗ ∈K (E∗∗,F∗∗).

Notemos que JF ◦T = T ∗∗ ◦ JE, donde JE y JF denotan las inyecciones canónicas de E y F, respectiva-
mente. En efecto, dados x ∈ E y sea ` ∈ F∗ tenemos

〈T ∗∗(JE(x)), `〉F∗∗,F∗ = 〈JE(x),T ∗(`)〉E∗∗,E∗ = 〈T ∗(`),x〉E∗,E = 〈`,T (x)〉F∗,F = 〈JF(T (x)), `〉F∗∗,F∗ .

En consecuencia, tenemos

JF(T (BE)) = T ∗∗(JE(BE))⊆ T ∗∗(BE∗∗)⊆ T ∗∗(BE∗∗).

Este último conjunto es compacto en F∗∗, lo que implica que JF(T (BE)) también es compacto en F∗∗.
Veamos finalmente que T ∈K (E,F). Sea {xk}k∈N ⊆ BE, luego {JF(T (xk))}k∈N ⊆ JF(T (BE))

tiene una subsucesión convergente.
Si {JF(T (xk j))} j∈N denota la subsucesión convergente, notemos que

‖T (xk j)−T (xki)‖F = ‖JF(T (xk j))− JF(T (xki))‖F∗∗ , ∀i. j ∈ N.

Esto implica que {T (xk j)} j∈N es de Cauchy, y dado que (F,‖·‖F) es un espacio de Banach, concluimos.
�

19.5 Alternativa de Fredholm

PROPOSICIÓN 46 Supongamos que (E,‖ · ‖E) es un e.v.n. y T ∈ K (E). Luego, ker(I− T ) es de
dimensión finita.
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Demostración Sea E0 = ker(I−T ) = {x ∈ E | x−T (x) = 0}, este es un s.e.v. cerrado de (E,‖ · ‖E).
Además, x ∈ E0 si y solo si x ∈ ker(I−T ), lo cual equivale a que x = T (x). Por lo tanto, tenemos

x ∈ T (BE0)⊆ T (BE)⊆ T (BE), ∀x ∈ BE0 .

En otras palabras,
BE0 ⊆ T (BE).

Dado que T ∈K (E), concluimos que BE0 es compacta en (E0,‖ ·‖E). Luego, por el Teorema de Riesz,
concluimos que E0 es de dimensión finita. �

PROPOSICIÓN 47 Supongamos que (E,‖ · ‖E) es un e.v.n. y T ∈K (E). Luego, im(I−T ) es cerrado.

Demostración Tomemos una sucesión {xk}k∈N ⊆ E y f ∈ E tal que xk− T (xk)→ f . Dado que
xk−T (xk) ∈ im(I−T ) para todo k ∈ N, tenemos que probar que f ∈ im(I−T ). Por la Proposición
46, sabemos que ker(I−T ) es un s.e.v. de dimensión finita. Para cada k ∈ N, denotemos por yk a la
proyección de xk sobre ker(I−T ), es decir, yk ∈ ker(I−T ) tal que

‖xk− yk‖E = dist(xk,ker(I−T )), ∀ k ∈ N.

Definamos fk := xk−T (xk) para cada k ∈ N, y notemos que

fk = xk−T (xk) = xk−T (xk)−0 = xk−T (xk)− (yk−T (yk)) = (xk− yk)−T (xk− yk), ∀k ∈ N.

Notemos que si {T (xk j − yk j)} j∈N convergiese a algún ` ∈ E, para alguna subsucesión, tendríamos que

xk j − yk j = fk j +T (xk j − yk j)→ f + `.

Así, a posteriori tendríamos

f = f + `−T ( f + `) = (I−T )( f + `) ∈ im(I−T ).

Para concluir que im(I− T ) es un s.e.v. cerrado de E, basta entonces ver que {xk− yk}k∈N es
acotada, pues, dado que T ∈ K (E), esto implicaría que {T (xk − yk)}k∈N tiene una subsucesión
convergente. Por contradicción, supongamos que existe una subsucesión que no es acotada, es decir, tal
que ‖xk j − yk j‖E→+∞. Definamos

zk =
xk− yk

‖xk− yk‖E
, ∀k ∈ N.

Notemos que zk j −T (zk j)→ 0 pues

zk j −T (zk j) =
(xk j − yk j)−T (xk j − yk j)

‖xk j − yk j‖E
=

xk j −T (xk j)

‖xk j − yk j‖E
, ∀ j ∈ N.

Dado que ‖zk j‖E = 1 y T ∈K (E), tenemos que {T (zk j)} j∈N tiene una subsucesión convergente. Sin
pérdida de generalidad entonces podemos asumir que {T (zk j)} j∈N converge a algún z ∈ E. Dado que
zk j −T (zk j)→ 0 y T (zk j)→ z entonces también tenemos que zk j → z. Luego, z−T (z) = 0, es decir,
z ∈ ker(I−T ) y en particular dist(zk j ,ker(I−T ))→ 0.

Por otro lado,

dist(zk,ker(I−T ))= ı́nf
y∈ker(I−T )

∥∥∥ xk− yk

‖xk− yk‖E
−y
∥∥∥E = ı́nf

y∈ker(I−T )

‖xk− (yk + y‖xk− yk‖E)‖E

‖xk− yk‖E
, ∀k∈N.
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Dado que yk + y‖xk− yk‖E ∈ ker(I−T ) si y sólo si y ∈ ker(I−T ), obtenemos una contradicción
pues

dist(zk,ker(I−T )) =
dist(xk,ker(I−T ))
‖xk− yk‖E

= 1.

�

COROLARIO 19 Supongamos que (E,‖ · ‖E) es un e.v.n. y T ∈K (E). Luego,

im(I−T ) = ker(I−T ∗)⊥.

Demostración Recordemos que por la Proposición 6 tenemos que

im(I−T ) = (im(I−T )⊥)⊥.

Además, por la Proposición 9 tenemos que

(im(I−T )⊥)⊥ = ker((I−T )∗)⊥.

Por otra parte, no es difícil ver que (I−T )∗ = I−T ∗ pues

(I−T )∗(`) = `◦ (I−T ) = `− `◦T = `−T ∗(`) = (I−T ∗)(`), ∀` ∈ E∗.

En consecuencia, gracias a la Proposición 47, tenemos

im(I−T ) = im(I−T ) = (im(I−T )⊥)⊥ = ker((I−T )∗)⊥ = ker(I−T ∗)⊥.

�

PROPOSICIÓN 48 Supongamos que (E,‖ · ‖E) es un e.v.n. y T ∈K (E). Luego,

ker(I−T ) = {0} ⇐⇒ im(I−T ) = E.

Demostración (=⇒) Supongamos por contradicción que im(I−T )( E.
Definamos E0 = im(I−T )( E, por la Proposición 47, tenemos E0 es un s.e.v. cerrado en E.
Luego, T (E0)⊆ E0 pues E0 ( E y también T |E0 ∈K (E0). Usando este razonamiento podemos

construir una familia de s.e.v. de E via la fórmula

Ek+1 = (I−T )(Ek), ∀ k ∈ N.

Por inducción para todo k ∈ N, Ek+1 es cerrado pues (Ek,‖ · ‖E) es un e.v.n. y T |Ek ∈K (Ek).
Usando el mismo argumento que antes tenemos que T (Ek) ⊆ Ek y Ek+1 = Ek − T (Ek) ⊆ Ek.

Notemos que si Ek+1 = Ek para algún k ∈ N\{0}, entonces para todo x ∈ E existiría y ∈ E tal que

(I−T )k+1(y) = (I−T )k(x).

Dado que por hipótesis I−T es inyectivo, entonces (I−T )k(y) = (I−T )k−1(x). Usando este proce-
dimiento k−1 veces tendríamos que (I−T )(y) = x, es decir, x ∈ im(I−T ). Dado que esto es válido
para todo x ∈ E, tendríamos que im(I−T ) = E. Por lo tanto

Ek+1 ( Ek, ∀k ∈ N.
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Usando el Lema de Riesz con M = Ek+1 y E = Ek, que existe xk ∈ Ek tal que

‖xk‖E = 1 y dist(xk,Ek+1)≥
1
2
, ∀k ∈ N.

Notemos que dados k,m ∈ N, con m≥ 1 tenemos

T (xk)−T (xk+m) =− (xk−T (xk))︸ ︷︷ ︸
∈(I−T )(Ek)=Ek+1

+ (xk+m−T (xk+m))︸ ︷︷ ︸
∈(I−T )(Ek+m)=Ek+m+1⊆Ek+1

+xk− xk+m︸︷︷︸
∈Ek+m⊆Ek+1

.

Sigue que,
T (xk)−T (xk+m) ∈ Ek+1 + xk.

En consecuencia, existe algún yk+1 ∈ Ek+1 tal que

‖T (xk)−T (xk+m)‖E = ‖yk+1 + xk‖E ≥ dist(xk,Ek+1)≥
1
2
.

Por lo tanto {T (xk)}k∈N no puede tener subsucesiones convergentes.
Ahora bien, dado que ‖xk‖E = 1 y T ∈K (E), obtenemos una contradicción. Luego, necesariamente

im(I−T ) = E.
(⇐=) Supongamos ahora que im(I− T ) = E, veamos que ker(I− T ) = {0}. Por la Corolario

19, sabemos que ker(I−T ∗) ⊆ (ker(I−T ∗)⊥)⊥ = im(I−T )⊥ = {0}. También por el Teorema de
Schauder sabemos que T ∗ ∈K (E∗). Usando la implicancia ya probada con T ∗ en vez de T , tenemos
que im(I−T ∗) = E∗. Luego, por la Proposición 9 tenemos que

ker(I−T ) = im((I−T )∗)⊥ = im(I−T ∗)⊥ = (E∗)⊥ = {0}.

Por lo tanto ker(I−T ) = {0}. �

PROPOSICIÓN 49 Supongamos que (E,‖ · ‖E) es un espacio de Banach y T ∈K (E). Luego,

dim(ker(I−T )) = dim(ker(I−T ∗)).

Demostración Notemos primero que ker(I−T )) es un s.e.v. de E de dimensión finita (Proposición
46). Por lo tanto, ker(I−T ) admite un complemento topológico (Proposición 39). En particular, si Pker
denota la proyección sobre ker(I−T ), tenemos que Pker ∈LC(E) pues E es un espacio de Banach
(Lema 5). Más aún, dado que Pker es un operador de rango finito, también tenemos Pker ∈K (E).

Por otro lado, por el Teorema de Schauder, tenemos que T ∗ ∈ K (E). Entonces, gracias a la
Proposición 46 también tenemos que ker(I − T ∗) es s.e.v. de dimensión finita. Recordemos que,
gracias al Corolario 19 tenemos im(I−T ) = ker(I−T ∗)⊥. En consecuencia, por el Proposición 40,
im(I−T ) admite un complemento topológico de dimensión finita. Más aún, si F denota al complemento
topológico de im(I−T ), entonces dim(F) = dim(ker(I−T ∗)).

Veamos ahora que
dim(ker(I−T ))≥ dim(ker(I−T ∗)).

Supongamos por contradicción que

dim(ker(I−T ))< dim(ker(I−T ∗)) = dim(F).

En particular, existe un operador lineal continuo Λ : ker(I−T )→ F inyectivo pero no sobreyectivo.
Notemos que el operador S := T +Λ◦Pker es compacto, pues:
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Λ◦Pker ∈K (E) ya que Pker ∈K (E) (Proposición 2 - Clase 23).
K (E) es un s.e.v. de LC(E) (Proposición 1 - Clase 23).

Afirmamos que el operador I−S es inyectivo. En efecto, si x∈E es tal que x−S(x) = 0, necesariamente
x−T (x)=Λ(Pker(x)). Sin embargo, dado que im(I−T )∩F = {0}, x−T (x)∈ im(I−T ) y Λ(Pker(x))∈
F , tenemos que

x−T (x) = Λ(Pker(x)) = 0.

En particular, x ∈ ker(I−T ) y Pker(x) = 0, pues Λ es inyectiva. Sigue que x = Pker(x) = 0.
Por otro lado, dado que ker(I−S) = {0} y dado que S ∈K (E), por la Proposición 48, tenemos

que im(I−S) = E. Esto implica en particular que para cualquier f ∈ F ⊆ E, existe x ∈ E tal que

x−T (x)−Λ(P(x)) = x−S(x) = f .

Nuevamente, dado im(I−T )∩F = {0}, x−T (x) ∈ im(I−T ) y f +Λ(Pker(x)) ∈ F , tenemos que

f +Λ(Pker(x)) = 0.

Esto a su vez implica que f ∈ im(Λ), y por lo tanto Λ sería sobreyectivo.
Para terminar basta notar que, usando el argumento anterior con T ∗ en vez de T , tenemos que

dim(ker(I−T ))≥ dim(ker(I−T ∗))≥ dim(ker(I−T ∗∗)).

Recordemos que para todo A ∈LC(E) tenemos que JE ◦A = A∗∗ ◦ JE, es decir, el diagrama conmuta

E∗∗ E∗∗
A∗∗

E E
A

JE JE

En particular, si A(x) = 0, entonces A∗∗ ◦ JE(x) = JE(A(x)) = 0, y por lo tanto,

JE(ker(A))⊆ ker(A∗∗), ∀A ∈LC(E).

Tomando A = I−T , tenemos entonces que

JE(ker(I−T ))⊆ ker(I−T ∗∗).

En consecuencia
dim(ker(I−T ))≤ dim(ker(I−T ∗∗)),

y por lo tanto
dim(ker(I−T )) = dim(ker(I−T ∗)).

�

Los resultados que hemos visto hasta ahora los podemos resumir en el siguiente teorema.

TEOREMA — Alternativa de Fredholm. Supongamos que (E,‖ · ‖E) es un e.v.n. dado. Si T ∈K (E)
y λ ∈ R\{0}, entonces
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1. ker(λ I−T ) es de dimensión finita.
2. im(λ I−T ) es cerrado con im(λ I−T ) = ker(λ I−T ∗)⊥.
3. ker(λ I−T ) = {0} si y sólo si im(λ I−T ) = E.

Además, si (E,‖ · ‖E) es un espacio de Banach entonces también tenemos
4. dim(ker(λ I−T )) = dim(ker(λ I−T ∗)).

Demostración Notemos que

ker
(

I− 1
λ

T
)
= ker(λ I−T )

y que 1
λ

T ∈K (E) para todo λ ∈ R\{0} donde(
1
λ

T
)∗

=
1
λ

T ∗.

Luego, (1), (2), (3) y (4) son consecuencia de Proposición 46, Proposición 47, Proposición 48 y
Proposición 49, respectivamente. �

Observación El Teorema de Alternativa de Fredholm dice que, dados λ ∈ R \ {0} y f ∈ E, la
ecuación

λx−T (x) = f

tiene solución si y solo si f ∈ ker(λ I−T ∗)⊥.
Por otro lado, si λ I−T es inyectiva, entonces la ecuación tiene solución y ésta será única. En caso

contrario, T (x) = λx tiene d = dim(ker(λ I−T )) soluciones linealmente independientes.



20. Espectro y valores propios

Ahora presentaremos las nociones de espectro y valores propios de un operador acotado definido
sobre un e.v.n. y también presentaremos algunas de sus principales características.

20.1 Definiciones básicas
DEFINICIÓN Supongamos que (E,‖ · ‖E) es un e.v.n. y T ∈LC(E) es un operador dado. Definimos:

el conjunto resolvente de T como ρ(T ) := {λ ∈ R | (λ I−T ) es biyectiva en E}.
el espectro de T como σ(T ) = R\ρ(T ).
los valores propios de T como V P(T ) := {λ ∈ R | ker(λ I−T ) 6= {0}}.

Si λ ∈ V P(T ), al conjunto Eλ := ker(λ I−T ) lo llamaremos el espacio propio asociado al valor
propio λ . Si x ∈ Eλ \{0}, diremos que x es un vector propio de T asociado a λ .

Observación V P(T )⊆ σ(T ) y la inclusión puede ser estricta en dimensión infinita.
Por ejemplo, en `p(R) consideremos el operador shift a la derecha

Sr(x) = (0,x0,x1,x2, . . .), ∀x = {xk}k∈N ∈ `p(R).

Notemos que Sr no es biyectivo, luego 0I−Sr tampoco lo es. Entonces 0 6∈ ρ(Sr), ie. 0 ∈ σ(Sr). Sin
embargo, Sr es inyectivo, luego ker(0I− Sr) = {0}, es decir 0 6∈ V P(T ). Por lo tanto 0 ∈ σ(Sr) \
V P(Sr).

PROPOSICIÓN 50 Supongamos que (E,‖ · ‖E) es un espacio de Banach y T ∈LC(E) es un operador.
Luego σ(T ) es un subconjunto acotado de R con

|λ | ≤ ‖T‖LC, ∀λ ∈ σ(T ).

Demostración Probaremos la contrarecíproca. Tomemos λ ∈ R tal que ‖T‖LC < |λ |. Debemos
probar que (T −λ I) es invertible (ie. λ ∈ ρ(T )). Dicho de otra forma, dado f ∈ E (arbitrario) tenemos
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que probar que existe un único x ∈ E solución de

T (x)−λx = f (20.1)

Notemos que (20.1) se puede re-escribir como

A(x) :=
T (x)− f

λ
= x

Notemos también que, dado que ‖T‖LC < |λ |, el operador A : E→ E es contractante:

‖A(x)−A(y)‖E =
1
|λ |
‖T (x)−T (y)‖E ≤

‖T‖LC

|λ |
‖x− y‖E, ∀x,y ∈ E.

Luego, gracias al Teorema de Punto Fijo de Banach, A tiene un único punto fijo. En consecuencia,
(20.1) tiene una única solución cualquiera sea f ∈ E, es decir, λ ∈ ρ(T ). Esto implica que si λ ∈
σ(T ) = R\ρ(T ), entonces necesariamente |λ | ≤ ‖T‖LC. �

Ejemplo Dado p ∈ [1,+∞), consideremos nuevamente en `p(R) el operador shift a la derecha

Sr(x) = (0,x0,x1,x2, . . .), ∀x = {xk}k∈N ∈ `p(R).

Recordemos que ‖Sr‖LC = 1, por ende σ(Sr) ⊆ [−1,1]. De hecho se tiene que σ(Sr) = [−1,1] (en
particular σ(Sr) es compacto). En efecto, supongamos que existe λ ∈ ρ(Sr) = R\σ(Sr) con |λ | ≤ 1.
Sabemos que λ 6= 0 pues 0 ∈ σ(Sr).

Sigue que

(λ I−Sr)({xk}k∈N) = {zk}k∈N, donde zk =

{
λx0 si k = 0
λxk− xk−1 si k ≥ 1.

Por definición, si λ ∈ ρ(Sr) entonces (λ I−Sr) sería sobreyectivo. Luego para z = (1,0,0, . . . ,0, . . .) ∈
`p(R) existiría una sucesión x ∈ `p(R) tal que (λ I−Sr)(x) = z.

λx0 = 1
λxk− xk−1 = 0

⇐⇒
x0 =

1
λ

xk =
xk−1

λ

⇐⇒ xk =
1

λ k+1 , ∀k ∈ N.

Si |λ |= 1 entonces x = λ (1, . . . ,1, . . .) 6∈ `p(R).
Si |λ |< 1 entonces |xk| →+∞ y esto implica que x 6∈ `p(R).

Por lo tanto λ 6∈ ρ(T ) y entonces λ ∈ σ(T ). Por tanto σ(T ) = [−1,1].

PROPOSICIÓN 51 Supongamos que (E,‖ · ‖E) es un espacio de Banach y T ∈LC(E) es un operador
dado. Luego σ(T ) es un subconjunto compacto de R.

Demostración Gracias a la Proposición 50, sabemos que σ(T ) es acotado en R, luego basta ver que
σ(T ) es cerrado. Veamos que ρ(T )\R= σ(T ) es abierto en R.

Tomemos λ0 ∈ ρ(T ) y f ∈ E fijos. Debemos demostrar existe ε > 0 tal que la ecuación

T (x)−λx = f (20.2)

tiene una única solución para todo λ ∈ (λ0− ε,λ0 + ε). Tomemos λ ∈ R y notemos que la ecuación
(20.2) se puede re-escribir como

T (x)−λ0x = f +(λ −λ0)x.
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Dado que T −λ0I es invertible (pues λ0 ∈ ρ(T )), (20.2) es equivalente a la ecuación:

x = (T −λ0I)−1( f +(λ −λ0)x) =: Aλ (x).

Luego, para concluir bastará probar que el operador Aλ : E→ E tiene un único punto fijo. Recordemos
que por el Teorema de la Aplicación Abierta (Corolario 8), (T−λ0I)−1 ∈LC(E). Observemos también
que para todo x,y ∈ E tenemos que

‖Aλ (x)−Aλ (y)‖E = ‖(T −λ0I)−1( f +(λ −λ0)x)− (T −λ0I)−1( f +(λ −λ0)y)‖E

= ‖(T −λ0I)−1(λ −λ0)(x− y)‖E

≤ ‖(T −λ0I)−1‖LC|λ −λ0|‖x− y‖E

Luego, si |λ −λ0|< ε con

ε =
1

2‖(T −λ0I)−1‖LC

obtenemos que ‖Aλ‖LC ≤ 1
2 y por lo tanto Aλ es contractante. Gracias al Teorema de Punto Fijo de

Banach, Aλ tiene un único punto fijo. En consecuencia, dado que ε > 0 es independiente de λ , tenemos
que ρ(T ) es abierto en R. Por lo tanto σ(T ) = R \ ρ(T ) es cerrado en R, y a posteriori, σ(T ) es
compacto en R. �

20.2 Espectro de un operador compacto
Veamos ahora algunas propiedades del espectro de un operador compacto.

PROPOSICIÓN 52 Supongamos que (E,‖·‖E) es un e.v.n. de dimensión infinita. Si T ∈K (E), entonces
0 ∈ σ(T ).

Demostración Supongamos 0 6∈ σ(T ), luego 0 ∈ ρ(T ) y por lo tanto T −0λ = T es invertible. Por
otro lado T ◦T−1 = I y entonces I ∈K (E) gracias a la Proposición 42. Esto implica que I(BE) = BE
es compacto en E. Luego, gracias al Teorema de Riesz, E es necesariamente un e.v.n. de dimensión
finita. Dado que estamos asumiendo que (E,‖ · ‖E) e.v.n. es de dimensión infinita, obtenemos una
contradicción. Por lo tanto 0 ∈ σ(T ). �

PROPOSICIÓN 53 Supongamos que (E,‖ · ‖E) es un e.v.n.. Si T ∈K (E) entonces

σ(T )\{0}= V P(T )\{0}.

Demostración Recordemos que V P(T )⊆ σ(T ) (por definición). Para concluir, basta ver que σ(T )\
{0} ⊆ V P(T ). Sea λ ∈ σ(T ) con λ 6= 0. Supongamos que λ /∈ V P(T ), es decir,

ker(λ I−T ) = {0}.

Por Teorema de la alternativa de Fredholm, tenemos que im(λ I−T ) = E, y luego T −λ I es sobreyec-
tivo. Dado que T −λ I es inyectivo (pues λ 6∈ V P(T )), tenemos que T −λ I es biyectiva y por lo tanto
λ ∈ ρ(T ). Esto es absurdo, pues λ ∈ σ(T ).

Por lo tanto λ ∈ V P(T ), y luego σ(T )\{0} ⊆ V P(T ). �

PROPOSICIÓN 54 Supongamos que (E,‖ · ‖E) es un e.v.n. y T ∈ LC(E) es un operador dado. Si
T ∈ K (E) y {λk}k∈N ⊆ σ(T ) \ {0} es una sucesión convergente tal que λi 6= λ j para todo i 6= j,
entonces lı́m

k→+∞

λk = 0.
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Demostración Dado que T ∈K (E), por la Proposición 53 tenemos que σ(T )\{0}= V P(T )\{0}.
Sigue que λk ∈ V P(T ) para todo k ∈ N y por lo tanto existen vectores propios ek ∈ E\{0} tales que

T (ek) = λkek, ∀ k ∈ N.

Notemos que para cada k ∈ N se tiene que {e0, . . . ,ek} es linealmente independiente.
En efecto, razonemos por inducción. El caso base es directo pues {e0} es linealmente independiente.

Asumamos ahora que {e0, . . . ,ek} es linealmente independiente. Veamos que {e0, . . . ,ek+1} también lo
es. Supongamos por contradicción que no, es decir, existen α0, . . . ,αk ∈ R, tales que

ek+1 =
k

∑
i=0

αiei.

Sigue que

k

∑
i=0

(λk+1−λi)αiei =
k

∑
i=0

λk+1αiei−
k

∑
i=0

αiλiei = λk+1

k

∑
i=0

αiei−
k

∑
i=0

αiT (ei) = λk+1ek+1−T

(
k

∑
i=0

αiei

)
y por lo tanto

k

∑
i=0

(λk+1−λi)αiei = 0.

Esto implica que (λk+1−λi)αi = 0 para todo i= 1, . . . ,k pues {e1, . . . ,ek} es linealmente independiente.
Dado que λi 6= λ j para todo i 6= j, necesariamente αi = 0 para todo i = 1, . . . ,k. Esto a su vez implica
que ek+1 = 0, lo que es una contradicción.

Definamos Ek = 〈{e0, . . . ,ek}〉, entonces tenemos que

Ek ( Ek+1, ∀ k ∈ N.

Usando el Lema de Riesz podemos construir una sucesión {xk}k∈N ⊆ E tal que x0 = e0

xk ∈ Ek, tal que ‖xk‖E = 1 y dist(xk,Ek−1)≥
1
2
, ∀k ∈ N\{0}.

Sea λ = lı́m
k→+∞

λk y supongamos por contradicción que λ 6= 0. Veamos que la sucesión {T (xk)}k∈N

no puede tener subsucesiones convergentes. Con esto obtendremos una contradicción con el hecho que
T ∈K (E).

Notemos primero que dado n ∈ N\{0} tenemos que

(T −λnI)

(
n

∑
i=0

αiei

)
=

n

∑
i=0

αiT (ei)−
n

∑
i=0

αiλnei =
n

∑
i=0

αi(λi−λn)ei =
n−1

∑
i=0

αi(λi−λk)ei ∈ En−1.

Por lo tanto (T −λnI)(En)⊆ En−1, y en particular, dado k,m ∈ N con m≥ 1 tenemos

(T −λk+mI)(xk+m)

λk+m
∈ (T −λk+mI)(Ek+m)⊆ Ek+m−1

y
(T −λkI)(xk)

λk
∈ (T −λkI)(Ek)⊆ Ek−1 ⊆ Ek+m−1.
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Por otro lado, también tenemos que

T (xk+m)

λk+m
− T (xk)

λk
=

T (xk+m)−λk+mxk+m

λk+m
− T (xk)−λkxk

λk
+ xk+m− xk

=
(T −λk+mI)(xk+m)

λk+m
− (T −λkI)(xk)

λk
+ xk+m− xk

Ahora bien, dado que xk ∈ Ek ⊆ Ek+m−1, obtenemos que

T (xk+m)

λk+m
− T (xk)

λk
∈ xk+m +Ek+m−1.

En consecuencia ∥∥∥∥T (xk+m)

λk+m
− T (xk)

λk

∥∥∥∥
E
≥ dist(xk+m,En+m−1)≥

1
2
.

Por lo tanto la sucesión
{

1
λk

T (xk)
}

k∈N
no puede tener subsucesiones convergentes. Dado que que

λk→ λ 6= 0 entonces {T (xk)}k∈N tampoco puede tener subsucesiones convergentes. Sin embargo, esto
contradice el hecho que ‖xk‖E = 1 y T ∈K (E). Por lo tanto λ = 0. �

TEOREMA Supongamos que (E,‖ · ‖E) es un espacio de Banach y T ∈LC(E) es un operador dado. Si
T ∈K (E), entonces una de las siguientes afirmaciones es cierta:

1. σ(T ) = {0}.
2. σ(T )\{0} es un conjunto finito y no vacío.
3. σ(T )\{0} es una sucesión que converge a λ = 0.

Demostración Dado m ∈ N, definamos Cm = σ(T )
⋂{

λ ∈ R | |λ | ≥ 1
m+1

}
. Notemos que Cm es

compacto, pues σ(T ) lo es ya que (E,‖ · ‖E) es un espacio de Banach.
Afirmamos que Cm es finito o bien vacío. En efecto, si no fuese el caso, existiría una sucesión

{λk}k∈N ⊆Cm tal que λi 6= λ j para todo i 6= j. Dado que Cm es compacto, podemos asumir que {λk}k∈N
es convergente. Luego, por la Proposición 53, tenemos que λk→ 0. Sin embargo, dado Cm es cerrado,
obtenemos una contradicción.

Finalmente, notando que
σ(T )\{0}=

⋃
m∈N

Cm

tenemos que σ(T )\{0} es numerable. �





21. Operadores autoadjuntos

Ahora estudiaremos el espectro de una clase particular de operadores, llamados autoadjuntos, los
cuales están definido en espacios de Hilbert. Como veremos más adelante, esta clase de operadores
corresponde a la extension de la noción de matriz simétrica a operadores en espacios de Hilbert.

En adelante será importante recordar que si (E,‖ · ‖E) es un espacio de Hilbert, usando la identifi-
cación (E,‖ · ‖E)

∗ ∼= (E,‖ · ‖E), hemos asumido que

T : E→ E y T ∗ : E→ E.

DEFINICIÓN Supongamos que (E,‖ · ‖E) es un espacio de Hilbert. Diremos que T ∈ LC(E) es
autoadjunto si T = T ∗:

〈T (y),x〉= 〈y,T (x)〉, ∀ x,y ∈ E.

Ejemplos
Supongamos que (E,‖ · ‖E) = (Rn,‖ · ‖2). Si T ∈LC(Rn) está dada por

T (x) = Mx, x ∈ Rn,

donde M es una matriz de n×n, entonces T es autoadjunto si y sólo si M es una matriz simétrica,
pues

T ∗(y) = MT y, ∀y ∈ Rn.

Consideremos el operador T : L2
m([0,1])→ L2

m([0,1]) dado por

T ( f )(t) = t f (t) ∀ f ∈ L2
m([0,1]), c.t.p. t ∈ [0,1].

T es autoadjunto pues para todo f ,g ∈ L2
m([0,1]) tenemos

〈g,T ( f )〉=
∫ 1

0
g(t)T ( f )(t)dt =

∫ 1

0
g(t)t f (t)dt =

∫ 1

0
tg(t) f (t)dt = 〈T (g), f 〉..
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Observación En Rn sabemos que toda matriz simétrica tiene valores propios asociados. En dimensión
infinita, este no es necesariamente el caso.

Tomemos el ejemplo anterior, es decir, consideremos el operador T : L2
m([0,1])→ L2

m([0,1]) dado
por

T ( f )(t) = t f (t) ∀ f ∈ L2
m([0,1]), c.t.p. t ∈ [0,1].

En este caso, V P(T ) = /0, pues de lo contrario si λ ∈ V P(T ) entonces existiría f ∈ L2
m([0,1])\{0} tal

que
t f (t) = T ( f )(t) = λ f (t), c.t.p. t ∈ [0,1].

Por otra parte, en este caso sí tenemos que σ(T ) 6= /0, pues si la ecuación

λ f (t)− t f (t) = 1, c.t.p. t ∈ [0,1]

tuviese solución, esta sería de la forma f (t) = 1
λ−t , pero si λ = 0 o λ = 1 tenemos que f /∈ L2

m([0,1]).

PROPOSICIÓN 55 Supongamos que (E,‖·‖E) es un espacio de Hilbert y que T ∈LC(E) es autoadjunto,
entonces:

1. para todo λ ∈ R tenemos que im(λ I−T ) = ker(λ I−T )⊥.
2. los espacios propios asociados a valores propios distintos son ortogonales.

Demostración
1. Usando el hecho que ker(A∗) = im(A)⊥ (Proposición 7) y (M⊥)⊥ = M, (Lema 3), tenemos

im(λ I−T ) = ((im(λ I−T ))⊥)⊥ = ker((λ I−T )∗)⊥

Además, dado que (λ I−T )∗ = λ I−T ∗ = λ I−T pues T es autoadjunto, obtenemos lo buscado.
2. Fijemos λ ,µ ∈ V P(T ) con µ 6= λ . Notemos que para x ∈ Eλ := ker(λ I− T ) e y ∈ Eµ :=

ker(T −µI) tenemos

λ 〈x,y〉= 〈λx,y〉= 〈T (x),y〉= 〈x,T (y)〉= 〈x,µy〉= µ〈x,y〉.

En consecuencia (µ−λ )〈x,y〉= 0 para µ 6= λ . Por lo tanto 〈x,y〉= 0 y entonces Eλ⊥Eµ .
�

PROPOSICIÓN 56 Supongamos que (E,‖·‖E) es un espacio de Hilbert y que T ∈LC(E) es autoadjunto.
Luego σ(T )⊆ [m,M], donde

m := ı́nf
‖x‖E=1

〈T (x),x〉 y M := sup
‖x‖E=1

〈T (x),x〉.

Demostración Consideremos d(λ ) = ı́nf{|λ − t| | t ∈ [m,M]} (distancia en R al intervalo [m,M]).
Probaremos primero que

‖λx−T (x)‖E ≥ d(λ )‖x‖E, ∀ x ∈ E. (21.1)

En efecto, notemos que (21.1) es trivial si x = 0. Por otro lado, para x ∈ E\{0} y λ ∈ R tenemos

〈λx−T (x),x〉= λ‖x‖2
E−〈T (x),x〉= (λ −〈T (x̂), x̂〉)‖x‖2

E, donde x̂ =
x
‖x‖E

.

Notando que tx := 〈T (x̂), x̂〉 ∈ [m,M] obtenemos (21.1) pues

‖λx−T (x)‖E‖x‖E ≥ |〈λx−T (x),x〉|= |λ − tx|‖x‖2
E ≥ d(λ )‖x‖2

E.
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Ahora bien, observemos que si λ 6∈ [m,M], entonces d(λ )> 0 y por lo tanto ker(λ I−T ) = {0}. Luego,
tenemos que si λ 6∈ [m,M], entonces λ I−T es inyectivo.

Veamos el resultado probando la contrarecíproca, es decir, si λ 6∈ [m,M] entonces λ 6∈ σ(T ). Esto
último es equivalente a probar que λ ∈ ρ(T ), es decir, a que λ I−T sea biyectivo.Luego, para concluir
resta ver que λ I−T es sobreyectivo.

Por la Proposición 55 tenemos que

im(λ I−T ) = ker(λ I−T )⊥.

Dado que λ 6∈ [m,M], tenemos ker(λ I−T ) = {0}, y por lo tanto im(λ I−T ) = {0}⊥ = E. Notemos
que si probamos que im(λ I−T ) es cerrado, entonces tendremos que λ I−T es sobreyectivo.

Tomemos una sucesión {yk}k∈N ⊆ im(λ I−T ) tal que yk→ y. Por definición, existe {xk}k∈N ⊆ E
tal que yk = λxk−T (xk). Usando (21.1) tenemos que para todo k, j ∈ N lo siguiente es válido:

‖yk− y j‖E = ‖(λ I−T )(xk)− (λ I−T )(x j)‖E = ‖(λ I−T )(xk− x j)‖E ≥ d(λ )‖xk− x j‖E.

Dado que {yk}k∈N converge, ésta es de Cauchy, y por lo tanto {xk}k∈N también es de Cauchy. Por lo
tanto, como E es un espacio de Hilbert, existe x ∈ E tal que xk→ x. Notemos que

yk = (λ I−T )(xk)→ (λ I−T )(x)

y dado que yk→ y, concluimos que y = (λ I−T )(x). En particular, tenemos que y ∈ im(λ I−T ) y por
lo tanto im(λ I−T ) es cerrado.

En síntesis, λ 6∈ [m,M], entonces λ I−T es biyectivo, y por lo tanto λ ∈ ρ(T ), es decir, λ /∈ σ(T ).
�

Ejemplo Consideremos nuevamente el operador T : L2
m([0,1])→ L2

m([0,1]) dado por

T ( f )(t) = t f (t) ∀ f ∈ L2
m([0,1]), c.t.p. t ∈ [0,1].

Es fácil ver que

m = ı́nf
‖ f‖L2=1

〈T ( f ), f 〉=
∫ 1

0
t f 2(t)dt ≥ 0

y que

M = sup
‖ f‖L2=1

〈T ( f ), f 〉=
∫ 1

0
t f 2(t)dt ≤ 1.

Además, m = 0 pues basta tomar fk(t) =
√

(k+1)(1− t)k para t ∈ [0,1] y k ∈ N. Luego tenemos

‖ fk‖L2 = 1 y
∫ 1

0
t f 2

k (t)dt = 1− k+1
k+2

.

De forma similar, vemos que M = 1 tomando fk(t) =
√
(k+1)tk para t ∈ [0,1] y k ∈ N, pues

tenemos

‖ fk‖L2 = 1 y
∫ 1

0
t f 2

k (t)dt =
k+1
k+2

.

Por lo tanto σ(T )⊆ [0,1].

PROPOSICIÓN 57 Supongamos que (E,‖·‖E) es un espacio de Hilbert y que T ∈LC(E) es autoadjunto.
Luego m,M ∈ σ(T ).
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Demostración Veamos que m = ı́nf
‖x‖E=1

〈T (x),x〉 ∈ σ(T ). La demostración para M = sup
‖x‖E=1

〈T (x),x〉

es análoga.
Consideremos el operador lineal A = T −mI ∈LC(E) y el operador bilineal B : E×E→ R dado

por
B(x,y) = 〈A(x),y〉 ∀ x,y ∈ E.

Observemos que A es autoadjunto pues A∗ = (T −mI)∗ = T ∗−mI∗ = T −mI = A. En particular, esto
implica que B(x,y) = 〈A(x),y〉= 〈x,A(y)〉= 〈A(y),x〉= B(y,x) para todo x,y∈E. Además, B(x,x)≥ 0
para todo x ∈ E pues B(0,0) = 0 y si x 6= 0 tenemos

B(x,x) = 〈T (x)−mx,x〉= 〈T (x),x〉−m〈x,x〉=
(〈T (x)
‖x‖E

,
x
‖x‖E

〉
−m

)
‖x‖2

E ≥ 0.

En particular, B verifica la desigualdad de Cauchy-Schwarz:

B(x,y)2 ≤ B(x,x)B(y,y) ∀ x,y ∈ E.

En efecto, dado que B(x+ ty,x+ ty)≥ 0 para todo x,y ∈ E y para todo t ∈R, tenemos que el polinomio

p(t) = B(x,x)−2tB(x,y)+ t2B(y,y)≥ 0.

La conclusión viene de notar que el discriminante del polinomio satisface

∆ = 4B(x,y)2−4B(x,x)B(y,y)≤ 0.

A partir de lo anterior podemos concluir el resultado. Notemos que por definición para todo k ∈ N
podemos encontrar xk ∈ E tal que

‖xk‖E = 1 y 〈T (xk),xk〉 ≤ m+
1

k+1
.

Dado que A = T −mI, lo anterior implica que

0≤ B(xk,xk) = 〈A(xk),xk〉= 〈T (xk)−mxk,xk〉= 〈T (xk),xk〉−m≤ 1
k+1

.

Además, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz tenemos

‖A(xk)‖4
E = 〈A(xk),A(xk)〉2 = B(xk,A(xk))

2 ≤ B(xk,xk)B(A(xk),A(xk)).

Luego, dado que B(A(xk),A(xk)) = 〈A2(xk),A(xk)〉, sigue que

‖A(xk)‖4
E ≤ 〈A(xk),xk〉‖A2(xk)‖E‖A(xk)‖E ≤ 〈A(xk),xk〉‖A‖LC‖A(xk)‖2

E ≤
‖A‖LC

k+1
‖A(xk)‖2

E.

Por lo tanto ‖A(xk)‖2
E→ 0 y a posteriori A(xk)→ 0.

Si m 6∈ σ(T ), tendríamos que A sería invertible. Por el Teorema de la Aplicación Abierta (Corolario
8), tenemos que A−1 ∈LC(E). Esto implica que xk = A−1◦A(xk)→ 0. Sin embargo, esto no es posible,
pues ‖xk‖= 1 para todo k ∈ N, lo que es una contradicción. Luego, necesariamente m ∈ σ(T ). �
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PROPOSICIÓN 58 Supongamos que (E,‖·‖E) es un espacio de Hilbert y que T ∈LC(E) es autoadjunto.
Luego

‖T‖LC = sup
‖x‖E=1

|〈T (x),x〉|.

Demostración Sea λ = sup
‖x‖E=1

|〈T (x),x〉|. Claramente λ ≤ ‖T‖LC pues |〈T (x),x〉| ≤ ‖T‖LC‖x‖2
E

para todo x ∈ E. Veamos ahora la otra desigualdad. Consideremos el operador bilineal B : E×E→ R
dado por

B(x,y) = 〈T (x),y〉 ∀ x,y ∈ E.

Notemos que, dado que T es autoadjunto, tenemos que

|B(x,x)±2tB(x,y)+ t2B(y,y)|= |B(x± ty,x± ty)| ≤ λ‖x± ty‖2
E, ∀x,y ∈ E, ∀t ∈ R.

Por lo tanto

4t|B(x,y)| ≤ |B(x,x)+2tB(x,y)+t2B(y,y)|+|B(x,x)−2tB(x,y)+t2B(y,y)| ≤ λ (‖x+ty‖2
E+‖x−ty‖2

E).

Dado que
‖x+ ty‖2

E +‖x− ty‖2
E = 2(‖x‖2

E + t2‖y‖2
E),

tenemos que
0≤ t2

λ‖y‖2
E−2t|B(x,y)|+λ‖x‖2

E.

El discriminante del polinomio (en t) satisface

∆ = 4|B(x,y)|2−4λ
2‖y‖2

E‖x‖2
E ≤ 0.

Esto implica que |B(x,y)| ≤ λ‖x‖E‖y‖E, para todo x,y ∈ E. La conclusión viene de observar que

‖T (x)‖2
E = 〈T (x),T (x)〉= B(x,T (x)) = |B(x,T (x))| ≤ λ‖x‖E‖T (x)‖E, ∀x ∈ E.

�

Observación La Proposición 58 implica que ‖T‖LC = máx{|m|, |M|}.
En efecto, basta notar que

sup
‖x‖E=1

|〈T (x),x〉|= máx

{∣∣∣∣ ı́nf
‖x‖E=1

〈T (x),x〉
∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣ sup
‖x‖E=1

〈T (x),x〉

∣∣∣∣∣
}

= máx{|m|, |M|}.

Para ver esto, definamos

S+E := {x ∈ E | ‖x‖E = 1,〈T (x),x〉 ≥ 0} y S−E := {x ∈ E | ‖x‖E = 1,〈T (x),x〉 ≤ 0}.

Usando la convención que ı́nf( /0) = +∞ y sup( /0) =−∞, tenemos que

sup
‖x‖E=1

|〈T (x),x〉|= máx

{
sup
x∈S−E

−〈T (x),x〉, sup
x∈S+E

〈T (x),x〉

}
= máx

{
− ı́nf

x∈S+E
〈T (x),x〉, sup

x∈S−E

〈T (x),x〉

}
.

Si S−E 6= /0 entonces

0≥ ı́nf
x∈S−E
〈T (x),x〉= ı́nf

‖x‖E=1
〈T (x),x〉=−

∣∣∣∣ ı́nf
‖x‖E=1

〈T (x),x〉
∣∣∣∣= |m|.
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Similarmente, si S+E 6= /0 entonces

0≤ sup
x∈S+E

〈T (x),x〉= sup
‖x‖E=1

〈T (x),x〉=

∣∣∣∣∣ sup
‖x‖E=1

〈T (x),x〉

∣∣∣∣∣= |M|.
COROLARIO 20 Supongamos que (E,‖ ·‖E) es un espacio de Hilbert y que T ∈LC(E) es autoadjunto.
Si σ(T ) = {0}, entonces T ≡ 0.

Demostración Recordemos que por la Proposición 57 tenemos que m,M ∈ σ(T ), donde

m = ı́nf
‖x‖E=1

〈T (x),x〉 y M = sup
‖x‖E=1

〈T (x),x〉.

Notemos también que, por la Proposición 58, tenemos

‖T‖LC = sup
‖x‖E=1

|〈T (x),x〉|= máx{|m|, |M|}.

Esto implica que si σ(T ) = {0}, entonces necesariamente T ≡ 0. �

PROPOSICIÓN 59 Supongamos que (E,‖·‖E) es un espacio de Hilbert y que T ∈LC(E) es autoadjunto.
Si T ∈K (E) entonces V P(T ) 6= /0 y ‖T‖LC = máx{|λ | | λ ∈ V P(T )}.
Demostración Notemos primero que si T ≡ 0 entonces ‖T‖LC = 0 y V P(T ) = {0}, con lo que
la igualdad se verifica. Recordemos que σ(T ) ⊆ [m,M] (Proposición 56). Además, m,M ∈ σ(T )
(Proposición 57). Luego, dado que

máx
λ∈σ(T )

|λ |= máx{|m|, |M|}.

También, por la observación anterior y Proposición 58, tenemos que

‖T‖LC = máx
λ∈σ(T )

|λ |.

Ahora bien, como T 6= 0, necesariamente existe λ ∈ σ(T )\{0} y luego

‖T‖LC = máx
λ∈σ(T )\{0}

|λ |.

Finalmente, dado que T ∈K (E), tenemos que V P(T )\{0}= σ(T )\{0} y por lo tanto

‖T‖LC = máx
λ∈σ(T )\{0}

|λ |= máx
λ∈V P(T )\{0}

|λ |= máx
λ∈V P(T )

|λ |.

�



22. Teorema de Descomposición espectral

En esta sección presentaremos el llamado teorema de descomposición espectral para operadores
autoadjuntos y compactos en un espacio de Hilbert. Este resultado es una extensión a espacios de
Hilbert del siguiente hecho.

Observación Si A es una matriz simétrica, entonces A es diagonalizable con respecto a una cierta
base ortonormal de Rn. Esto es A = PDPT , con D una matriz diagonal y P = [e1, . . . ,en] donde ei son
vectores propios de A. En particular, si todos los valores propios de A son distintos, tenemos que

Rn =
n⊕

i=1

ker(λiIn−A) y Ax =
n

∑
i=1

λi(x>ei)ei, ∀x ∈ Rn.

Notemos también que x 7→ (x>ei)ei es la proyección sobre el espacio propio ker(λiIn−A).

22.1 Caso operador de rango finito
Veamos primero un caso sencillo, donde el operado T es de rango finito.

TEOREMA — Descomposición espectral (rango finito). Supongamos que (E,‖ · ‖E) es un espacio
de Hilbert y T ∈LC(E) es autoadjunto y de rango finito. Luego, existen λ1, . . . ,λn ∈ R (distintos)
tales que V P(T ) = {λ1, . . . ,λn}.

Además, si Pi : E→ Ei es la proyección sobre el espacio propio Ei = ker(λiI−T ), entonces

T =
n

∑
i=1

λiPi.

Demostración Supongamos que T 6= 0, si no el resultado es directo, pues V P(T ) = {0}. Dado que
im(T ) es de dimensión finita, es particular es cerrado, y por lo tanto E = im(T )⊕ im(T )⊥. Luego
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tenemos TI = T |im(T ) ∈LC(im(T )), pues T (im(T )) ⊆ im(T ). Recordemos que ker(T ∗) = im(T )⊥,
pero como T es autoadjunto, tenemos que ker(T ) = im(T )⊥. En particular, TI es un operador lineal
entre espacios de dimensión finita, autoadjunto y biyectivo. Luego, puede ser representado por una
matriz simétrica e invertible, cuyos valores propios son no nulos. En particular, V P(T ) es un conjuntos
finito y tenemos:

im(T ) =
⊕

λ∈V P(T )\{0}
ker(λ I−T ).

�

Observación Notemos que este resultado dice en particular tenemos que

E = im(T )⊕ im(T )⊥ = im(T )⊕ker(T ) =
⊕

λ∈V P(T )

ker(λ I−T ).

22.2 Caso operador de rango infinito

Antes de ver el teorema de descomposición espectral donde la dimensión infinita juega un rol
preponderante, debemos estudiar primero algunas propiedades de los valores propios de operadores
compactos y autoadjuntos, cuyo rango no es finito.

PROPOSICIÓN 60 Supongamos que (E,‖ · ‖E) es un espacio de Hilbert y que T ∈K (E) es compacto
(de rango infinito) y autoadjunto. Luego:

1. Los espacios propios Eλ = ker(λ I− T ) asociados a valores propios no nulos son espacios
vectoriales de dimensión finita.

2. V P(T ) es un conjunto infinito numerable y acotado, cuyo único punto de acumulación es λ = 0.

Demostración
1. Consecuencia directa del Teorema de Alternativa de Fredholm.
2. Dado que T es de rango infinito (es decir, no es de rango finito), T 6= 0. En consecuencia, como

T es autoadjunto, σ(T ) 6= {0} (Corolario 20). Además, dado que T ∈K (E), V P(T )\{0}=
σ(T )\{0} (Proposición 53). Luego, por el Teorema 20.2, V P(T )\{0} es un conjunto:

no vacío finito, o bien,
una sucesión que converge a cero (de términos diferentes).

Supongamos por contradicción que V P(T ) \ {0} = {λ1, . . . ,λn} con λi 6= λ j para todo i 6= j.
Definamos

G = Eλ1

⊕
Eλ2

⊕
. . .
⊕

Eλn y F = G⊥.

Luego G es de dimensión finita, y por lo tanto E = F
⊕

G.
Notemos que, x ∈ Eλi si y sólo si T (x) = λix para todo i = 1, . . . ,n y por lo tanto T (G) ⊆ G.

Además,

F = G⊥ =
(

Eλ1

⊕
Eλ2

⊕
. . .
⊕

Eλk

)⊥
=

k⋂
i=1

E⊥
λi
.

Dado que T es autoadjunto, tenemos que E⊥
λi
= ker(λiI−T )⊥ = im(λiI−T ) (Proposición 55). A partir

de esto podemos deducir que T (F)⊆ F . En efecto, fijemos i = 1, . . . ,n y notemos que para todo x ∈ E
tenemos que λix−T (x) ∈ im(λiI−T )⊆ E⊥

λi
. Luego, si x ∈ F entonces

T (x) ∈ λix+E⊥
λi
⊆ F +E⊥

λi
⊆ E⊥

λi
.



22.2 Caso operador de rango infinito 187

Dado que F es cerrado, tenemos que (F,‖ · ‖E) es un espacio de Hilbert. Luego el operador
TF := T |F ∈LC(F) es autoadjunto y además compacto (pues F es un s.e.v. cerrado en E). Además
TF 6≡ 0, pues de otra forma T sería de rango finito ya que tendríamos que im(T ) ⊆ G y G es de
dimensión finita. Luego V P(TF)\{0} 6= /0, pues gracias a la Proposición 59 tenemos que

‖TF‖LC = máx{|λ | | λ ∈ V P(TF)}.

Tomemos λ ∈ V P(TF)\{0}, luego existe u ∈ F con u 6= 0 tal que TFu = λu. En particular, Tu = λu,
y por lo tanto λ ∈ V P(T )\{0}. Esto implica que existe algún k ∈ {1, . . . ,n} tal que λ = λk y por ende
u ∈ Eλk ⊆ G. En consecuencia, u ∈ F ∩G y u 6= 0, lo que no puede ser pues F ∩G = {0}. �

TEOREMA — Descomposición espectral. Supongamos que (E,‖ · ‖E) es un espacio de Hilbert y
que T ∈K (E) es compacto (de rango infinito) y autoadjunto. Si Pλ : E→ Eλ denota a la proyección
ortogonal sobre Eλ , entonces

T = ∑
λ∈V P(T )\{0}

λPλ ,

donde la igualdad se entiende de la siguiente forma: para todo ε > 0 existe Λ⊆ V P(T )\{0} finito tal
que ∥∥∥∥∥T − ∑

λ∈K
λPλ

∥∥∥∥∥
LC

≤ ε, ∀K ⊆ V P(T ) finito tal que Λ⊆ K.

Demostración Para probar el resultado es suficiente demostrar que si K ⊆ V P(T ) \ {0} es finito,
entonces ∥∥∥∥∥

(
T − ∑

λ∈K
λPλ

)∥∥∥∥∥
LC

≤ máx
λ∈V P(T )\K

|λ |.

En efecto, por la Proposición 60 tenemos que λ = 0 es el único punto de acumulación de V P(T ).
Luego, dado ε > 0, el conjunto Λ de valores propios de T que verifican |λ | ≥ ε es finito. Sigue que
para cualquiera K ⊆ V P(T )\{0} finito que contenga a Λ tenemos∥∥∥∥∥T − ∑

λ∈K
λPλ

∥∥∥∥∥
LC

≤ máx
λ∈V P(T )\K

|λ | ≤ máx
λ∈V P(T )\Λ

|λ | ≤ ε.

Tomemos K ⊆ V P(T )\{0} finito y definamos,

GK =
⊕
λ∈K

Eλ y FK = G⊥K =
⋂

λ∈K

E⊥
λ
.

Repitiendo el argumento de la Proposición 60, tenemos que TK := T |FK ∈K (FK) es autoadjunto y no
nulo. Además, por la Proposición 59, TK tiene algún valor propio no nulo pues

‖TK‖LC = máx
λ∈V P(TK)

|λ |.

Notemos también que V P(TK)⊆ V P(T )\K pues E = FK
⊕

GK . Más aún, tenemos que V P(TK) =
V P(T )\K pues si λ ∈ V P(T )\K dado que los espacios propios asociados a valores propios distintos
son ortogonales entre sí (Proposición 55), tenemos que

Eλ ⊆ G⊥K = FK .
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Por lo tanto λ ∈ V P(TK). Luego, tenemos que

‖TK‖LC = máx
λ∈V P(T )\K

|λ |.

Si PGK denota la proyección sobre GK , tenemos que x−PGK (x) ∈ G⊥K = FK para todo x ∈ E, y por
lo tanto

‖T (x−PGK (x))‖E = ‖TK (x−PGK (x))‖E ≤ ‖TK‖LC ‖x−PGK (x)‖E , ∀x ∈ E.

En consecuencia

‖T (x−PGK (x))‖E ≤ máx
λ∈V P(T )\K

|λ |‖x−PGK (x)‖E , ∀x ∈ E.

Notemos también que x 7→ x−PGK (x) corresponde a la proyección ortogonal sobre FK . Luego
tenemos

‖x‖2
E = ‖x−PGK (x)‖

2
E +‖PGK (x)‖

2
E ≥ ‖x−PGK (x)‖

2
E , ∀x ∈ E.

Esto implica que

‖T (x−PGK (x))‖E = ‖(T −T ◦PGK )(x)‖E ≤ máx
λ∈V P(T )\K

|λ |‖x‖E, ∀x ∈ E.

Luego, tenemos que
‖T −T ◦PGK‖LC ≤ máx

λ∈V P(T )\K
|λ |.

Por otro lado, si Pλ denota la proyección sobre Eλ , entonces

PGK = ∑
λ∈K

Pλ y T ◦PGK = ∑
λ∈K

T ◦Pλ .

Ahora bien, por definición de Pλ , tenemos que T ◦Pλ (x) = λPλ (x) para todo x ∈ E. A partir de esto
obtenemos que∥∥∥∥∥

(
T − ∑

λ∈K
λPλ

)∥∥∥∥∥
LC

=

∥∥∥∥∥
(

T − ∑
λ∈K

T ◦Pλ

)∥∥∥∥∥
LC

= ‖(T −T ◦PGK )‖LC ≤ máx
λ∈V P(T )\K

|λ |.

�

COROLARIO 21 Supongamos que (E,‖ · ‖E) es un espacio de Hilbert y que T ∈K (E) es compacto
(de rango infinito) y autoadjunto. Luego,

T =
∞

∑
k=0

λkPλk

donde {λk}k∈N = V P(T )\{0} es una sucesión estrictamente decreciente a cero y Pλk : E→ Eλk denota
a la proyección ortogonal sobre Eλk = ker(λkI−T ). Además, tenemos que

im(T ) =

〈⋃
k∈N

Eλk

〉
.
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Demostración Gracias al Teorema de descomposición espectral es fácil ver que para todo ε > 0
existe k0 ∈ N tal que ∥∥∥∥∥T −

n

∑
k=0

λkPλk

∥∥∥∥∥
LC

≤ ε, ∀n≥ k0.

Notemos que si x ∈ Eλk , entonces λkx = T (x) ∈ im(T ). Luego la inclusión ⊇ es directa. Finalmente, la
conclusión viene de notar que

T (x) =
∞

∑
k=0

λkPλk(x) ∈

〈⋃
k∈N

Eλk

〉
, ∀x ∈ E.

�

Observación
El Teorema de descomposición espectral implica que im(T ) admite una base ortonormal completa
(base de Hilbert) tal que

T (x) =
∞

∑
k=0

λk〈x,ek〉ek, ∀x ∈ E,

donde {ek}k∈N es una familia vectores propios asociados a los valores propios no nulos de T
(contando multiplicidad dk = dim(λkI−T ))
Si T es autoadjunto, entonces tenemos que

E = ker(T )⊕ im(T ) =
⊕

λ∈V P(T )

ker(λ I−T ).





23. Caso espacios vectoriales complejos

Para terminar este capítulo haremos un discusión sobre cómo adaptar las definiciones y resultados
que hemos estudiado de teoría espectral al caso de espacios vectoriales complejos.

En general, la mayor parte de los resultados que hemos probado se pueden extender al caso complejo
directamente y con obvias modificaciones.

23.1 Operadores compactos
Lo primero que debemos discutir es sobre algunas propiedades del operador adjunto.
Si (E,‖ · ‖E) es un espacio de Hilbert complejo, usando la identificación (E,‖ · ‖E)

∗ ∼= (E,‖ · ‖E),
asumiremos que T ∗ : E→ E. En particular,

〈T ∗(y),x〉= 〈y,T (x)〉, ∀ x,y ∈ E.

Observación Notemos que (λS+T )∗ = λ̄S∗+T ∗ para todo T,S ∈LC(E) y λ ∈ C:

〈(λS+T )∗(y),x〉= 〈y,(λS+T )(x)〉= 〈y,λS(x)〉+ 〈y,T (x)〉= λ̄ 〈y,S(x)〉+ 〈T ∗(y),x〉, ∀ x,y ∈ E.

Por lo tanto

〈(λS+T )∗(y),x〉= λ̄ 〈S∗(y),x〉+ 〈T ∗(y),x〉= 〈λ̄S∗(y)+T ∗(y),x〉= 〈(λ̄S∗+T ∗)(y),x〉, ∀ x,y ∈ E.

Por otra parte, la definición de operador compacto sigue siendo la misma, y todos los resultados
vistos en este caso siguen siendo válidos. La principal modificación está en el enunciado del Teorema
de la alternativa de Fredholm.

TEOREMA — Alternativa de Fredholm. Supongamos que (E,‖ · ‖E) es un e.v.n. complejo dado. Si
T ∈K (E) y λ ∈ C\{0}, entonces
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1. ker(λ I−T ) es de dimensión finita.
2. im(λ I−T ) es cerrado con im(λ I−T ) = ker(λ̄ I−T ∗)⊥.
3. ker(λ I−T ) = {0} si y sólo si im(λ I−T ) = E.

Además, si (E,‖ · ‖E) es un espacio de Banach complejo entonces también tenemos
4. dim(ker(λ I−T )) = dim(ker(λ̄ I−T ∗)).

Demostración Mismos argumentos que para el caso real, pero notando que

(λ I−T )∗ = λ̄ I−T ∗, ∀λ ∈ C.

�

23.2 Espectro y valores propios
Las definiciones del Espectro y de los valores propios de un operador deben ser adaptadas de la

siguiente forma.

DEFINICIÓN Supongamos que (E,‖ · ‖E) es un e.v.n. complejo y T ∈LC(E) es un operador dado.
Definimos:

el conjunto resolvente de T como ρ(T ) := {λ ∈ C | (λ I−T ) es biyectiva en E}.
el espectro de T como σ(T ) = C\ρ(T ).
los valores propios de T como V P(T ) := {λ ∈ C | ker(λ I−T ) 6= {0}}.

Si λ ∈ V P(T ), al conjunto Eλ := ker(λ I−T ) lo llamaremos el espacio propio asociado al valor propio
λ .

PROPOSICIÓN 61 Si (E,‖ · ‖E) es un espacio de Hilbert complejo y T ∈LC(E) es un operador dado,
entonces

ρ(T ∗) = ρ(T )∗ :=
{

λ̄ | λ ∈ ρ(T )
}

y σ(T ∗) = σ(T )∗ :=
{

λ̄ | λ ∈ σ(T )
}
.

Demostración Notemos que si λ ∈ ρ(T ), entonces [(λ I − T )−1]∗(λ̄ I − T ∗) = I pues para todo
x,y ∈ E tenemos

〈[(λ I−T )−1]∗(λ̄ I−T ∗)(y),x〉= 〈(λ I−T )∗(y),(λ I−T )−1(x)〉= 〈y,(λ I−T )(λ I−T )−1(x)〉= 〈y,x〉.

De forma similar, (λ̄ I−T ∗)[(λ I−T )−1]∗ = I pues para todo x,y ∈ E tenemos

〈(λ̄ I−T ∗)[(λ I−T )−1]∗(y),x〉= 〈[(λ I−T )−1]∗(y),(λ I−T )(x)〉= 〈y,(λ I−T )−1(λ I−T )(x)〉〈y,x〉.

En particular, tenemos que ρ(T )∗ ⊆ ρ(T ∗). Por otro lado, lo anterior aplicado a T ∗ en vez de T
implica que ρ(T ∗)∗ ⊆ ρ(T ∗∗) y en consecuencia ρ(T ∗)⊆ ρ(T ∗∗)∗

Ahora bien, como (E,‖ · ‖E) es un espacio de Hilbert complejo, tenemos que T ∗∗ = T pues

〈T ∗∗(y),x〉= 〈y,T ∗(x)〉= 〈T ∗(x),y〉= 〈x,T (y)〉= 〈T (y),x〉, ∀ x,y ∈ E.

Sigue que ρ(T ∗∗)∗ = ρ(T )∗, y por lo tanto, ρ(T )∗ = ρ(T ∗). Dado que σ(T ) = C\ρ(T ), obtenemos
finalmente que σ(T ∗) = σ(T )∗. �

Observación En general V P(T ) y V P(T ∗) no están relacionado.
Dado que im(λ I−T ) = ker((λ I−T )∗)⊥ = ker(λ̄ −T ∗)⊥ sólo podemos afirmar que:

λ̄ ∈ V P(T ∗) ⇐⇒ im(λ I−T ) 6= E.



23.3 Operador Autoadjunto 193

Podríamos tener que V P(T ) = /0 y V P(T ∗) 6= /0.
Por ejemplo, en `p(R), con p ∈ (1,+∞), consideremos el operador shift a la derecha

Sr(x) = (0,x0,x1,x2, . . .), ∀x = {xk}k∈N ∈ `p(C).

En este caso tenemos que V P(Sr) = /0 pues (λ I−Sr) es inyectivo para todo λ ∈ C.
En efecto, el caso λ = 0 es directo pues Sr es inyectivo. Por otro lado, si λ ∈ C\{0}, entonces
la ecuación

(λ I−Sr)({xk}k∈N) = (λ I−Sr)({yk}k∈N),

es equivalente a

λx0 = λy0
λxk+1− xk = λyk+1− yk, ∀ k ∈ N

}
=⇒ xk = yk, ∀ k ∈ N.

Por otro lado, S∗r es el operador shift a la izquierda en `q(R), con q ∈ (1,+∞) tal que 1
p +

1
q = 1:

Sl(x) = (x1,x2, . . .), ∀x = {xk}k∈N ∈ `q(C).

Claramente, Sl no es inyectivo, y por lo tanto 0 ∈ V P(Sl).

23.3 Operador Autoadjunto
Al igual que con operadores compactos, la definición de operador autoadjuntos no cambia, y todos

los resultados visto para este caso siguen siendo válidos, pues los valores propios de un operador
autoadjunto son reales. La única salvedad que hay que tener en consideración es una extensión de la
Proposición 55 al caso complejo.

PROPOSICIÓN 62 Supongamos que (E,‖·‖E) es un espacio de Hilbert y que T ∈LC(E) es autoadjunto,
entonces:

1. V P(T )⊆ R.
2. para todo λ ∈ C tenemos que im(λ I−T ) = ker

(
λ̄ I−T

)⊥
.

3. los espacios propios asociados a valores propios distintos son ortogonales.

Demostración Sólo necesitamos probar el primer punto, las demostraciones de los otros puntos son
idénticas al caso real.

Sea λ ∈ V P(T ), luego existe x ∈ E\{0} tal que T (x) = λx. Dado que T es autoadjunto tenemos

〈x,T (x)〉= 〈T (x),x〉= 〈λx,x〉= λ 〈x,x〉= λ‖x‖2
E

Por otro lado 〈x,T (x)〉= 〈T (x),x〉= λ‖x‖2
E = λ̄‖x‖2

E. Ahora bien, como x 6= 0 concluimos que λ = λ̄

y por lo tanto λ ∈ R. �





24. Problemas de certámenes

24.1 Enunciados
24.1.1 Problema 1 - Certamen 3 - 2019

Sea (E,‖ · ‖E) un espacio de Hilbert complejo de dimensión infinita cuyo producto interno es 〈·, ·〉.
Suponga que {ek}k∈N ⊆ E es una familia ortonormal en E y que {µk}k∈N ⊆ C es una sucesión acotada.
Considere el operador S : E→ E definido via la fórmula:

S(x) :=
∞

∑
k=0

µk〈x,ek〉ek, ∀x ∈ E.

1. Pruebe que está bien definido y que S ∈L C (E).
2. Pruebe que S es operador compacto si y sólo si µk→ 0.
3. Pruebe que S es operador autoadjunto si y sólo si µk ∈ R para todo k ∈ N.

24.1.2 Problema 2 - Certamen 3 - 2019
Sea E =C([0,1]) dotado de la norma usual (‖ ·‖E = ‖ ·‖∞) y sea T ∈L C (E) el operador dado por

T (u)(x) =


1
x

∫ x

0
u(y)dy, si x ∈ (0,1],

u(0) si x = 0,

∀u ∈ E

1. Pruebe que T está bien definido y que ‖T‖LC(E) = 1.
2. Pruebe que V P(T ) = (0,1] y que Eλ =

{
u ∈ E | ∃c ∈ R tal que u(x) = cx1/λ−1, ∀x ∈ [0,1]

}
.

Indicación: Estudie las soluciones de la EDO

λxu′(x)+(λ −1)u(x) = 0, x ∈ (0,1].
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3. Pruebe que σ(T ) = [0,1], determine si T es un operador compacto y de una fórmula explícita
para (T −λ I)−1 para λ ∈ ρ(T ).
Indicación: Verifique que si λ ∈ R\{0}, entonces dado f ∈ E, las soluciones de la EDO

ψ(x)−λxψ
′(x) = x f (x), x ∈ (0,1]

son de la forma

ψ(x) := x1/λ

(
c+

∫ 1

x

1
λy1/λ

f (y)dy
)
, ∀x ∈ (0,1].

24.1.3 Problema 3 - Certamen 3 - 2019
Sea (E,‖ · ‖E) un espacio de Banach sobre un cuerpo K (con K= C o K= R) y sea T ∈L C (E)

un operador dado. El radio espectral de T , denotado por r(T ), viene dado por la fórmula:

r(T ) = lı́m
n→+∞

k
√
‖T k‖LC(E), donde T n+1 = T k ◦T, ∀k ∈ N con T 1 = T.

Parte I
1. Muestre que r(T ) está bien definido (el límite existe) y que

r(T ) := ı́nf
k∈N

k
√
‖T k‖LC(E) ≤ ‖T‖LC(E).

Indicación: Dado ε > 0 justifique la existencia de k0 ∈ N tal que

k0

√
‖T k0‖LC(E) ≤ ı́nf

k∈N
k
√
‖T k‖LC(E)+ ε.

Use el hecho que para todo k ∈ N, existen p(k),q(k) ∈ N tales que k = p(k)k0 + q(k) con
q(k)< k0. Le puede ser útil estudiar los límites de p(k)

k y q(k)
k cuando k→+∞.

2. Pruebe que |λ | ≤ r(T ) para todo λ ∈ σ(T ).
Indicación: Dado λ ∈K tal que r(T )< |λ |, estudie en el espacio de Banach

(
LC(E),‖ · ‖LC(E)

)
,

la convergencia de la serie

∞

∑
k=0

(λ I−T )
λ k+1 T k, donde T 0 = I

Parte II
En adelante supondremos que (E,‖ · ‖E) un espacio de Hilbert complejo y que T es un operador

normal, es decir, T ◦T ∗ = T ∗ ◦T . Note que todo operador autoadjunto es normal.
3. Muestre que ker(λ I− t) = ker

(
λ̄ I−T ∗

)
para todo λ ∈ C, y que si λ ,µ ∈ V P(T ) son distintos,

entonces Eλ⊥Eµ , ie. los espacios propios asociados a valores propios distintos son ortogonales.
Indicación: Pruebe que ‖A(x)‖E = ‖A∗(x)‖E para todo x ∈ E y A ∈LC(E) un operador normal.

4. Pruebe que r(T ) = ‖T‖LC(E).
Indicación: Pruebe que ‖T ∗ ◦T‖LC(E) = ‖T‖2

LC(E) (no se necesita que T sea normal). Luego
estudie primero el caso en que T es autoadjunto y luego el caso general en que T es solo normal.
Le puede ser útil usar lo probado en indicación de la parte anterior.
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24.1.4 Problema 2 - Certamen 3 - 2020
Sean E = L2

m([0,1]) dotado de la norma usual y T ∈L C (E) el operador dado por

T (u)(x) =
∫ 1

0
e−|x−y|u(y)dy, ∀x ∈ [0,1], u ∈ E.

1. Pruebe que T está bien definido y que es un operador compacto autoadjunto y ‖T‖LC(E) ≤ 1.
2. Sean u ∈C([0,1]) y f = T (u). Demuestre que f ∈C2([0,1]) y que

f ′′(x)− f (x) =−2u(x), ∀x ∈ [0,1] con f (0) = f ′(0) y f (1) =− f ′(1).

3. Inversamente, sea f ∈C2([0,1]) que verifica f (0) = f ′(0) y f (1) =− f ′(1). Sea

u =−1
2
( f ′′− f ).

Pruebe que f = T (u).
Indicación: Sea h = f −T (u), pruebe que h ∈C2([0,1]) y que h′′ = h en [0,1].

4. Demuestre que im(T ) es denso en E y deducir que 0 /∈ V P(T ). ¿Se tiene que 0 ∈ σ(T )?
5. Demuestre que si u ∈C([0,1]) y si f = T (u), entonces

〈T (u),u〉L2[0,1] =
1
2

(∫ 1

0

[
| f (x)|2 + | f ′(x)|2

]
dx+ | f (1)|2 + | f (0)|2

)
.

Deducir que para todo u ∈ E se tiene que

〈T (u),u〉L2[0,1] ≥
1
2
‖T (u)‖2

E.

6. Muestre que σ(T )⊆ [0,1].

7. Sea λ ∈ (0,1] y definamos aλ =
√

2−λ

λ
. Demuestre que

λ ∈ σ(T ) ⇐⇒ (1−a2
λ
)sin(aλ )+2aλ cos(aλ ) = 0

Deducir que σ(T ) = {0}∪{λk}k∈N, donde λk satisface para cada k ∈ N la condición

2

1+
(

π

2 +nπ
)2 < λk <

2

1+(nπ)2

Indicación: Verifique que la ecuación tan(x)= 2x
x2−1 tiene exactamente una solución en

(
nπ,nπ + π

2

)
.

24.1.5 Problema 3 - Certamen 3 - 2020
Supongamos que X⊆ Rn e Y⊆ Rd son dos conjuntos compactos.

1. Sea µ : Y→M(X) un operador tal que a cada elemento y ∈ Y, le asigna una medida de Radon
µy en M(X). Supongamos que µ satisface la propiedad

∀ f ∈C(X), la función y ∈ Y 7→
∫

f dµy ∈ R es continua. (P)

a) Si |µ| := sup
y∈Y
‖µy‖M(X), pruebe que |µ|<+∞.
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b) Demuestre que la ecuación

Tµ f (y) :=
∫

X
f dµy, ∀ f ∈C(X),∀y ∈ Y (24.1)

define un operador Tµ ∈LC (C(X),C(Y)). Además, pruebe que ‖Tµ‖LC = |µ|.
2. Pruebe que para todo operador T ∈LC(C(X),C(Y)), existe un operador µ : Y→M(X) que

satisface la Propiedad (P) y que además T = Tµ .
3. Sea µ : Y→ M(X) un operador que satisface (P). Demuestre, utilizando el el Teorema de

Arzelá-Ascoli, que el operador Tµ definido en (24.1) es compacto sí y solo si µ es un operador
continuo visto como una función de Y en M(X) =C(X)∗.

4. Supongamos ahora que T ∈K (C(X),C(Y)) es dado.
a) Pruebe, usando el Teorema de Radon-Nikodým, que existe una función κ : Y×X→ R y

una medida de Radon positiva m en X, tal que

T f (y) =
∫

X
κy f dm ∀ f ∈C(X),∀y ∈ Y,

tal que κy := κ(y, ·) ∈ L1
m(X) para todo y ∈ Y fijo y la función y 7→ κy es continua.

Indicación: Puede utilizar el siguiente resultado: Si H es un subconjunto de medidas de
Radon finitas y además es relativamente compacto, entonces existe una medida de Radon
positiva y finita λ que es absolutamente continua con respecto a toda medida µ ∈ H, i.e.,

∀µ ∈ H,∀A ∈B(X) λ (A) = 0 ⇒ µ(A) = 0.

b) Demuestre que si κ es la función dada por el apartado anterior, entonces

‖T‖LC = sup
y∈Y

∫
X

∣∣κy
∣∣dm,

Indicación: Pruebe que para λ , una medida de Radon positiva sobre un espacio métrico
compacto X , y ψ ∈ L1(λ ), la ecuación

ν( f ) =
∫

X
f ψ dλ ∀ f ∈C(X)

define una medida de Radon acotada en X , y que ‖ν‖M(X) =
∫
|ψ|dλ . Para ello, demuestre

que para ε > 0, existe una función g ∈C(X) tal que∫
X
|ψ||g− signo(ψ)| ≤ ε

y que g puede ser elegido tal que ‖g‖ ≤ 1. Finalmente, estime
∫
|ψ|dλ −ν(g).

5. Considere un escalar α ∈ (0,1). Muestre que el operador T de C([0,1]) a C([0,1]) definido por

T f (x) =
∫ 1

0

∣∣x− y
∣∣−α f (y)dy

es compacto y calcule la norma de este operador.
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24.1.6 Problema 2 - Certamen 3 - 2021
Supongamos que (E,‖ · ‖E) un espacio de Hilbert y que T ∈LC(E) es un operador normal, es

decir, T ◦T ∗ = T ∗ ◦T .
1. Pruebe que ‖T (x)‖E = ‖T ∗(x)‖E para todo x ∈ E.
2. Muestre que V P(T ) =V P(T ∗), y que Eλ⊥Eµ para todo λ ,µ ∈ V P(T ) distintos (λ 6= µ).
3. Pruebe que si λ ∈ σ(T ), entonces existe una sucesión {xk}k∈N ⊆ E con ‖xk‖E = 1 para todo

k ∈ N tal que λxk−T (xk)→ 0.
Indicación: Pruebe si la conclusión no es cierta, entonces existe α > 0 tal que

‖λx−T (x)‖E ≥ α‖x‖E y ‖λx−T ∗(x)‖E ≥ α‖x‖E, ∀x ∈ E.

4. Pruebe que σ(T ) ⊆ [0,+∞) bajo la condición que T sea semi-definido positivo, es decir, si
satisface

〈T (x),x〉 ≥ 0, ∀x ∈ E.

24.1.7 Problema 3 - Certamen 3 - 2021
Supongamos que p ∈ [1,+∞) y {λk}k∈N ⊆ R es una sucesión acotada. Consideremos el operador

T : `p(R)→ `p(R) dado por la fórmula

T ({xk}k∈N) = {λkxk}k∈N, ∀{xk}k∈N ∈ `p(R).

1. Demuestre que T está bien definido y que es un operador acotado.
2. Demuestre que T es compacto si y sólo si λk→ 0.
3. Si p = 2, demuestre que T es un operador de Hilbert-Schmidt si y sólo si {λk}k∈N ∈ `2(R).
4. Supongamos que λk→ 0. Si Sr es el operador Shift a la derecha en `p(R), encuentre V P(T ◦Sr).

24.1.8 Problema 4 - Certamen 3 - 2021
Supongamos que X⊆ Rn es un conjunto compacto y no vacío. Dada κ ∈ C (X×X), pruebe que

para todo p,q ∈ (1,+∞), el operador T : Lp
m(X)→ Lq

m(X) dado por

T ( f )(x) =
∫

X
κ(x,y) f (y) dy, ∀ f ∈ Lp

m(X), ∀x ∈ X

está bien definido y es un operador compacto.
Indicación: Puede considerar primero el caso κ es Lipschitz continua, y luego extender el resultado

al caso general usando el Teorema de Stone-Weierstrass.

24.1.9 Problema 5 - Certamen 3 - 2021
Supongamos que (E,‖ · ‖E) es un espacio de Banach reflexivo y T ∈LC(E) es un operador dado.

Pruebe que ρ(T ∗) = ρ(T ) y σ(T ∗) = σ(T ).

24.1.10 Problema 6 - Certamen 3 - 2021
Supongamos que (E,‖ ·‖E) es un espacio de Banach y T ∈LC(E) es un operador dado. Para cada

λ ∈ R, definimos el operador resolvente Rλ : E→ E como el único operador que verifica

Rλ ◦ (λ I−T )(x) = (λ I−T )◦Rλ (x) = x, ∀x ∈ E.
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1. Demuestre que si |λ |> ‖T‖LC, entonces Rλ está bien definido, y que Rλ ∈LC(E) con

‖Rλ‖LC ≤
1

|λ |−‖T‖LC
.

2. Supongamos que {λk}k∈N ⊆ ρ(T ) es una sucesión convergente a λ ∈R. Pruebe que si {Rλk}k∈N
acotada en LC(E), entonces λ ∈ ρ(T ) y Rλk → Rλ .
Indicación: Pruebe que para todo λ ,µ ∈ R\ [−‖T‖LC,‖T‖LC] se tiene que

Rλ −Rµ = (µ−λ )Rλ ◦Rµ .

24.1.11 Problema 7 - Examen - 2021
I) Supongamos que (E,‖ · ‖E) un espacio de Hilbert y que T ∈LC(E) un operador dado.

1. Pruebe que T ∈K (E) si y sólo si para toda sucesión {xk}k∈N ⊆E que converge débilmente
a 0 tenemos que {T (xk)}k∈N convergen fuertemente a 0.

2. Pruebe que para todo F 6= {0} s.e.v. cerrado de E existe x̄ ∈ F con ‖x̄‖E = 1 tal que

〈T (x̄), x̄〉= sup
x∈F, ‖x‖E=1

〈T (x),x〉

II) Supongamos que (E,‖ · ‖E) un espacio de Hilbert de dimensión infinita y que T ∈LC(E) es un
operador auto-adjunto, compacto y semi-definido positivo, es decir, satisface

〈T (x),x〉 ≥ 0, ∀x ∈ E.

Sabemos que en este caso V P(T )\{0} es una sucesión {λk}k∈N ⊆ (0,‖T‖LC] decreciente a cero,
donde cada valor propio aparece una cantidad de veces igual a la dimensión del espacio propio
correspondiente. Sabemos también que existe una base ortonormal completa {ek}k∈N ⊆ E de
im(T ) tal que

T (ek) = λkek, ∀k ∈ N.

El objetivo de este problema es demostrar la siguiente fórmula:

λk = mı́n
W∈Vk

máx
x∈W⊥\{0}

〈T (x),x〉
‖x‖2

E
, ∀k ∈ N, (F)

donde Vk denota la colección de s.e.v. de E de dimensión k ∈ N.
1. Sea W0 = {0} y para cada k ∈ N\{0} denotemos por Wk = 〈{e0, . . . ,ek−1}〉. Pruebe que

máx
x∈W⊥k \{0}

〈T (x),x〉
‖x‖2

E
= λk, ∀k ∈ N.

2. Dado k ∈ N, muestre que si W ∈ Vk entonces W⊥∩Wk+1 6= {0} y que

〈T (x),x〉
‖x‖2

E
≥ λk, ∀x ∈Wk+1 \{0}.

Deducir a partir de esto la fórmula en (F) y que el mínimo se alcanza en W =Wk.
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24.2 Soluciones

24.2.1 Problema 1 - Certamen 3 - 2019

1. Sea E0 = 〈{ek}k∈N〉, luego (E0,‖ · ‖E) es un espacio de Hilbert separable con {ek}k∈N una base
de E0. Notemos que E = E0

⊕
E⊥0 y que

N

∑
k=0

µk〈x,ek〉ek = 0 ∀ x ∈ E⊥0

y esto último implica que S(x) = 0 (la serie converge) para todo x ∈ E⊥0 . Por otro lado, si x ∈ E0,
entonces

‖x‖2
E =

+∞

∑
k=0
〈x,ek〉2.

Luego, sigue que

∥∥∥∥∥ N

∑
k=0

µk〈x,ek〉ek

∥∥∥∥∥
2

E

=
N

∑
k=0
|µk|2〈x,ek〉2 ≤

(
sup
k∈N
|µk|2

) N

∑
k=0
〈x,ek〉2.

Haciendo N→ ∞, tenemos que ‖S(x)‖2
E ≤

(
supk∈N |µk|2

)
‖x‖2

E y por lo tanto S ∈LC(E).
2. Notemos que S(ek) = µkek para todo k ∈ N y por lo tanto µk es un valor propio de S. Luego si

S es compacto, por la Proposición 54, necesariamente µk→ 0. Recíprocamente, supongamos
que µk→ 0. Definamos SN(x) = ∑

N
k=0 µk〈x,ek〉ek. Notemos que SN es de rango finito y que para

todo x ∈ E, tenemos

‖SN(x)−SN+n(x)‖2
E ≤

N+n

∑
k=N+1

|µk|2〈x,ek〉2

≤

(
sup

k≥N+1
|µk|2

)
N+n

∑
k=N+1

〈x,ek〉2

≤

(
sup

k≥N+1
|µk|2

)
‖x‖2

E

y esto implica que ‖SN − SN+n‖LC(E) ≤
(
supk≥N+1 |µk|2

)
→ 0 cuando N → +∞, si µk → 0.

Por lo tanto Sk → S en LC(E). Ahora bien, como Sk es de rango finito, es compacto, y en
consecuencia S es compacto (Proposición 41).

3. Sabemos que si S es autoadjunto, entonces V P(S) ⊆ R (Proposición 55) y por lo visto antes,
cada µk ∈ V P(S), de ahi que µk ∈ R para todo k ∈ N. Por otra parte, supongamos que cada
µk ∈ R. Por definición tenemos que S∗ satisface,

〈S(x),y〉= 〈x,S∗(y)〉 ∀ x,y ∈ E.
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Fijemos N ∈ N, luego sigue que

〈SN(x),y〉=
N

∑
k=0

µk〈x,ek〉〈y,ek〉

=
N

∑
k=0

µk〈y,ek〉〈x,ek〉

=
N

∑
k=0
〈x,µk〈y,ek〉ek〉

= 〈x,
N

∑
k=0

µ̄k〈y,ek〉ek〉 pues 〈y,ek〉 ∈ R

= 〈x,Sk(y)〉 pues µk ∈ R

Por lo tanto SN es autoadjunto para todo N ∈ N. Luego, haciendo N→+∞ se concluye.

24.2.2 Problema 2 - Certamen 3 - 2019
1. Veamos primero que x 7→ T (u)(x) es una función continua en [0,1]. Es fácil ver que por álgebra

de funciones continuas y continuidad de la integral, esto es cierto para x ∈ [0,1]. Luego, basta
ver la continuidad en x = 0. Sea u ∈ E, para todo ε > 0, existe δ > 0 tal que

|u(y)−u(0)| ≤ ε si y ∈ [0,δ ].

Esto último implica que

|T (u)(x)−T (u)(0)|=
∣∣∣∣1x
∫ x

0
(u(y)−u(0)) dy

∣∣∣∣
≤ 1

x

∫ x

0
|u(y)−u(0)| dy

≤ 1
x

εx

= ε si x ∈ [0,δ ]

Por lo tanto x 7→ T (u)(x) es continua y en particular T : E→ E (está bien definido). Notemos que
T es claramente lineal, luego basta ver que el operador es continuo con ‖T‖LC(E) = 1. Primero
|T (u)(x)| ≤ ‖u‖∞ para todo x ∈ [0,1] y por lo tanto ‖T‖LC(E) ≤ 1. Además, tomando u = 1
tenemos

|T (u)(x)|= 1 ∀ x ∈ E

y por lo tanto ‖T‖LC(E) = 1
2. Supongamos λ ∈ R es un valor propio de T y que u ∈ E es un vector propio asociado. Luego,

necesariamente u es continuamente diferenciable en [0,1] con

1
x

∫ x

0
u(y) dy = λu(x) ∀ x ∈ [0,1]

con u(0) = λu(0) o equivalentemente, u es solución de

u(y) = λu(x)+ xλu′(x) ∀ x ∈ [0,1]
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y esto último, pasa si y sólo si

λxu′(x)+(λ −1)u(x) = 0 ∀ x ∈ [0,1] (24.2)

Si λ = 0, entonces necesariamente u(x) = 0 para todo x ∈ [0,1]. Por lo tanto, si λ = 0 entonces
u = 0 en E y por ende λ 6∈ V P(T ) pues T es inyectiva en E. Notemos que las soluciones de la
EDO (24.2) tienen la forma

vλ (x) = cx
1
λ
−1 ∀ x ∈ [0,1], c ∈ R

(basta derivar y verificar). Luego vλ es continua en x = 0 si y sólo si 0 ≤ 1
λ
−1 y esto último

equivale a que 0≤ 1−λ

λ
y se deduce que λ ∈ [0,1]. Por lo tanto vλ ∈ E si y sólo si λ ∈ [0,1] y

vλ 6= 0. Tenemos que V P(T ) = (0,1] y Eλ es como en el enunciado.
3. Recordemos que (0,1] = V P(T ) ⊆ σ(T ) ⊆ [−1,1], pues ‖T‖LC(E) = 1. Notemos que T no

puede ser sobreyectiva en E pues x 7→ T (u)(x) es necesariamente una función continuamente
diferenciable. Luego 0 ∈ σ(T ), y por lo tanto

[0,1]⊆ σ(T )⊆ [−1,1].

Veamos que λ I−T es sobreyectivo para λ < 0 o λ > 1. En particular, como V P(T ) = (0,1], esto
implicará que ρ(T ) = (−∞,0)∪ (1,+∞) y σ(T ) = [0,1]. Dado f ∈ E, estudiemos la ecuación
para λ 6= 0 y λ 6= 1.

T (u)−λu = f en [0,1]

Esta ecuación se puede reescribir como{ ∫ y

0
u(y) dy−λxu(x) = x f (x) si x ∈ [0,1]

(1−λ )u(0) = f (0)
(24.3)

Notemos que ψ(x) =
∫ x

0
u(y) dy es solución de la EDO

ψ(x)−λxψ
′(x) = x f (x) x ∈ (0,1].

Luego usando la indicación tenemos que

ψ(x) = x1/λ

(
c+

∫ 1

x

1
λy1/λ

f (y) dy
)

∀ x ∈ (0,1]

y por lo tanto

u(x) =
x

1
λ
−1

λ

(
c+

∫ 1

x

1
λy1/λ

f (y) dy
)
− f (x)

λ
∀ x ∈ (0,1]

Notemos que
∫ 1

x

1
y1/λ

=
λ

λ −1
(1− x1− 1

λ ) es continua en x = 0 si λ < 0 o λ > 1. Esto implica

que la integral en la definición de u converge cuando x→ 0. Dado que x1/λ−1→+∞ si x→ 0
para el caso λ < 0 o λ > 1, entonces para que u sea continua en x = 0, necesariamente

c = −
∫ 1

0

1
λy1/λ

f (y) dy
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y por lo tanto

u(y) =−x
1
λ
−1

λ 2

∫ x

0

1
y1/λ

f (y) dy− f (x)
λ

con u(0) =
1

1−λ
f (0)

(24.4)

es solución de (24.3), lo que implica que σ(T ) = [0,1], y que (T −λ I)−1( f ) viene dado por u(x)
encontrado en (24.4). De aquí concluimos que T no puede ser compacto, pues de lo contrario
σ(T ) sería a lo más un conjunto numerable. �

24.2.3 Problema 3 - Certamen 3 - 2019
Parte I

1. Sea i(T ) = ı́nf
k∈N

k
√
‖T k‖LC(E), luego como

‖T k‖LC(E) ≤ ‖T‖k
LC(E) ∀ k ∈ N

tenemos que

0≤ i(T )≤ lı́minf
k→+∞

k
√
‖T k‖LC(E) ≤ lı́msup

k→+∞

k
√
‖T k‖LC(E) ≤ ‖T‖LC(E)

Luego para concluir, basta ver que

lı́msup
k→+∞

k
√
‖T k‖LC(E) ≤ i(T ).

Sea k ∈ N y usemos la indicación, es decir, existen p(k),q(k) ∈ N tal que k = p(k)k0 +q(k) con
q(k)< k0. Notemos que

p(k)
k
−→ 1

k0
y

q(k)
k
−→ 0.

Además,

‖T k‖LC(E) = ‖T p(k)k0+q(k)‖LC(E)

= ‖T p(k)k0 ◦T q(k)‖LC(E)

≤ ‖T p(k)k0‖LC(E)‖T‖
q(k)
LC(E)

≤ ‖T k0‖p(k)
LC(E)‖T‖

q(k)
LC(E)

y por lo tanto ‖T k‖1/k
LC(E) ≤ ‖T

k0‖
p(k)

k
LC(E)‖T‖

q(k)
k

LC(E). Por lo tanto,

lı́msup
k→+∞

‖T k‖1/k
LC(E) ≤ ‖T

k0‖
1

k0
LC(E) ≤ i(T )+ ε,

como ε > 0 es arbitrario se concluye.
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2. Sea λ ∈K tal que r(T )< |λ | y consideramos la suma parcial

N

∑
k=0

(λ I−T )
λ k+1 T k =

N

∑
k=0

(
1

λ k T k− 1
λ k+1 T k+1

)
= I− 1

λ N+1 T N+1

Notemos que ∥∥∥∥ 1
λ N+1 T N+1

∥∥∥∥
LC(E)

=
1

|λ |N+1 ‖T
N+1‖LC(E)

y entonces ∥∥∥∥ 1
λ N+1 T N+1

∥∥∥∥ 1
N+1

LC(E)
=
‖T N+1‖

1
N+1
LC(E)

|λ |
−→ r(T )

|λ |
< 1

Por lo tanto 1
λ N+1 T N+1→ 0 en LC(E) y por lo tanto

N

∑
k=0

(λ I−T )
λ k+1 T k→ I

en otras palabras, si definimos S =
+∞

∑
k=0

T k

λ k+1 entonces tenemos que

(λ I−T )◦S = S◦ (λ I−T ) = I,

por lo tanto λ ∈ ρ(T ), y así |λ | ≤ r(T ) para todo λ ∈ σ(T ).
Parte II

1. Probemos la indicación:

‖A(x)‖2
E = 〈A(x),A(x)〉E = 〈A∗A(x),x〉E = 〈AA∗(x),x〉E = 〈x,A∗A(x)〉E

y como ‖A∗(x)‖2
E = 〈A∗(x),A∗(x)〉E entonces ‖A(x)‖E = ‖A∗(x)‖E. Luego si A = λ I−T , enton-

ces A∗ = λ̄ I−T ∗ y por lo tanto A(x) = 0 si y sólo si A∗(x) = 0, es decir,

ker(λ I−T ) = ker(λ̄ I−T ∗).

Ahora bien, sean λ ,µ ∈ V P(T ) con λ 6= µ . Sean x ∈ ker(λ I−T ) e y ∈ ker(λ̄ I−T ∗) no nulos.
Sigue que

λ 〈x,y〉= 〈λx,y〉= 〈T (x),y〉= 〈y,T (x)〉

Además,
〈y,T (x)〉= 〈T ∗(y),x〉= 〈x,T ∗(y)〉= 〈x, µ̄y〉= µ〈x,y〉,

donde la última igualdad se tiene porque ker(λ I−T ) = ker(λ̄ I−T ∗) y por lo tanto 〈x,y〉= 0 si
λ 6= µ .

2. Sabemos que ‖T‖LC(E) = ‖T ∗‖LC(E) pues

‖T (x)‖E = sup
‖y‖E≤1

|〈y,T (x)〉|= sup
‖y‖E≤1

|〈T ∗(y),x〉| ≤ ‖T ∗‖LC(E)‖x‖E

‖T ∗(y)‖E = sup
‖x‖E≤1

|〈T ∗(y),x〉|= sup
‖x‖E≤1

|〈y,T (x)〉| ≤ ‖T‖LC(E)‖y‖E
(24.5)
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y por lo tanto
‖T ∗ ◦T‖LC(E) ≤ ‖T ∗‖LC(E)‖T‖LC(E) = ‖T‖2

LC(E)

Notemos que (24.5) implica que

‖A‖LC(E) = sup
‖x‖E≤1

sup
‖y‖E≤1

|〈A(x),y〉|.

Luego tenemos que

‖T ∗ ◦T‖LC(E) ≥ sup
‖x‖E≤1

|〈T ∗ ◦T (x),x〉|= sup
‖x‖E≤1

‖T (x)‖2
E = ‖T‖2

LC(E)

y así,
‖T ∗ ◦T‖LC(E) = ‖T‖2

LC(E).

Ahora si suponemos que T es autoadjunto, es decir T = T ∗, entonces ‖T 2‖LC(E) = ‖T‖2
LC(E) y

por lo tanto ‖T 2k‖LC(E) = ‖T‖2k
LC(E) y como ya se vio que el límite existe entonces es posible

afirmar,

r(T ) = lı́m
k→+∞

‖T 2k‖
1
2k
LC(E) = ‖T‖LC(E).

Ahora si suponemos que T es normal, es decir, S = T ∗ ◦T es autoadjunto, entonces

‖S2‖LC(E) = ‖S‖2
LC(E) = ‖T‖

4
LC(E).

Notemos que S2 = T ∗ ◦T ◦T ∗ ◦T = T ∗ ◦T ∗ ◦T 2,

‖S2(x)‖E = ‖T ∗ ◦T ∗ ◦T 2(x)‖E = ‖T ∗ ◦T 3(x)‖E = ‖T 4(x)‖E.

Por lo tanto,

r(T ) = lı́m
k→+∞

‖T 4k‖
1
4k
LC(E) = ‖T‖LC(E)

�

24.2.4 Problema 2 - Certamen 3 - 2020
1. Veamos que T está bien definido, es decir, si u∈ L2

m([0,1]), entonces T (u)∈ L2
m([0,1]). Notemos

primero que (x,y) 7→ e−|x−y|u(y) es medible en [0,1]× [0,1] si u∈ L2
m([0,1]). Luego por Teorema

de Fubini, la función

x 7−→
∫ 1

0
e−|x−y|u(y) dy

es medible en [0,1]. Por otra parte, dado que para todo x ∈ [0,1],∣∣∣∣∫ 1

0
e−|x−y|u(y) dy

∣∣∣∣≤ ‖u‖L1 ≤ ‖u‖L2

y por lo tanto ‖T (u)‖L2 ≤ ‖u‖L2 para todo u ∈ L2
m([0,1]), entonces T (u) ∈ L2

m([0,1]) para todo
u ∈ L2

m([0,1]) y además ‖T‖LC(E) ≤ 1. Ahora bien, T es autoadjunto, pues por el Teorema de
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Fubini, tenemos que para todo u,v ∈ L2
m([0,1]);

〈T (u),v〉=
∫ 1

0
T (u)(x)v(x) dx

=
∫ 1

0

∫ 1

0
e−|x−y|u(y)v(x) dydx

=
∫ 1

0

∫ 1

0
e−|x−y|v(x)u(y) dxdy

=
∫ 1

0
T (v)(y)u(y) dy

= 〈T (v),u〉
= 〈u,T (v)〉.

Veamos que T es compacto. Primero notemos que dado u ∈ L2
m([0,1]) tenemos que T (u) es una

función uniformemente continua en [0,1]. En efecto, sea ε > 0, luego existe δ > 0 tal que∣∣∣e−|x1−y|− e−|x2−y|
∣∣∣≤ ε ∀ x1,x2 ∈ [0,1] con |x1− x2| ≤ δ .

pues la función (x,y) 7→ e−|x−y| es continua en [0,1]× [0,1] y por tanto, uniformemente continua
en [0,1]× [0,1]. Sigue que

|T (u)(x1)−T (u)(x2)| ≤ ε‖u‖L1 ≤ ε‖u‖L2 ∀ u ∈ L2
m([0,1]). (24.6)

Además, como |T (u)(x)| ≤ ‖u‖L2
m([0,1]) tenemos que si {uk}k∈N es una sucesión acotada, entonces

{T (uk)(x)}k∈N es acotada para todo x ∈ [0,1]. Más aún, por (24.6) tenemos que {T (uk)}k∈N es
equicontinua. Luego por Arzelá-Ascoli, existe una subsucesión {uk j} j∈N tal que {T (uk j)} j∈N
converge uniformemente a alguna función continua ϕ . Dado que C ([0,1])⊆ L2

m([0,1]) y tenemos
que

‖T (uk j)−ϕ‖L2 ≤ ‖T (uk j)−ϕ‖∞

entonces {T (uk j)} j∈N converge en L2
m([0,1]) a ϕ y por lo tanto T es compacto.

2. Sea u ∈ C ([0,1]) y f (x) = T (u)(x) para todo x ∈ [0,1] notemos que

f (x) =
∫ x

0
e−(x−y)u(y) dy+

∫ 1

x
e(x−y)u(y) dy

= e−x
∫ x

0
eyu(y) dy+ ex

∫ 1

x
e−yu(y) dy,

luego por el Teorema Fundamental del Cálculo, y álgebra de funciones diferenciables tenemos
que f ∈ C 1([0,1]) con

f ′(x) =−e−x
∫ x

0
eyu(y) dy+u(x)+ ex

∫ 1

x
e−yu(y) dy−u(x)

=−e−x
∫ x

0
eyu(y) dy+ ex

∫ 1

x
e−yu(y) dy

= f (x)−2e−x
∫ x

0
eyu(y) dy



208 Capítulo 24. Problemas de certámenes

Repitiendo el argumento anterior vemos que f ∈ C 2([0,1]) con

f ′′(x) = f ′(x)+2e−x
∫ x

0
eyu(y) dy−2u(x) = f (x)−2u(x)

por otro lado, es fácil ver que f (0) = f ′(0) y que

f (1) = e−1
∫ 1

0
eyu(y) dy =− f (1).

3. Sea u = −1
2( f ′′− f ′), dado que f ∈ C 2([0,1]), tenemos que u ∈ C ([0,1]), y por la parte 2)

tenemos que T (u) ∈ C 2([0,1]). Sigue que h = f −T (u) ∈ C 2([0,1]). Por la parte 2) tenemos
que

(T (u))′′−T (u) =−2u = 2
(

1
2
( f ′′− f )

)
= f ′′− f ′

y esto implica que,
h′′ = f ′′− (T (u))′′ = f −T (u) = h

Además,

h(0) = f (0)−T (u)(0) = f ′(0)−T (u)′(0) = h′(0)

h(1) = f (1)−T (u)(1) =− f ′(1)− (−T (u)′(1)) =−h′(1)

la ecuación h′′ = h tiene una solución de la forma h(x) = aex +be−x y por lo tanto

h(0) = h′(0)
h(1) =−h′(1)

=⇒ a+b = a−b
ae+be−1 =−ae+be−1 ⇐⇒ a = 0

b = 0
⇐⇒ h≡ 0

y por lo tanto T (u) = f .
4. Vimos que para cada u ∈ L2

m([0,1]), tenemos que T (u) ∈ C 2([0,1]), por la parte 2), además por
la parte 3) tenemos que C 2

0 ([0,1]) ⊆ im(T ) (funciones C 2([0,1]) a soporte compacto). Dado
que C 2

0 [0,1] es denso en C ([0,1]) y C ([0,1]) es denso en L2
m([0,1]), se concluye la primera

afirmación. Por otro lado, tenemos que dado que im(T ) = E,

ker(T ) = im(T ∗)⊥ = im(T )⊥ = {0}

y por lo tanto T es inyectivo y así 0 6∈ V P(T ). Dado que T es compacto y E es de dimensión
infinita, tenemos que 0 6∈ σ(T ).

5. Sabemos que si f = T (u), entonces f ′′− f =−2u. Sigue que

〈T (u),u〉= 〈 f ,−1
2( f ′′− f )〉=−1

2
〈 f , f ′′〉+−1

2

∫ 1

0
| f (x)|2 dx

pero

〈 f , f ′′〉=
∫ 1

0
f (x) f ′′(x) dx

= f (x) f ′(x)
∣∣∣x=1

x=0
−
∫ 1

0
| f ′(x)|2 dx (integrando por partes)

= f (1) f ′(1)− f (0) f ′(0)−
∫ 1

0
| f ′(x)|2 dx

=−
(
| f (1)|2 + | f (0)|2 +

∫ 1

0
| f ′(x)|2 dx

)
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y por lo tanto

〈T (u),u〉= 1
2

(∫ 1

0
| f (x)|2 dx+

∫ 1

0
| f ′(x)|2 dx+ | f (1)|2 + | f (0)|2

)
entonces

〈T (u),u〉 ≥ 1
2
‖ f‖2

L2 =
1
2
‖T (u)‖L2 , ∀ u ∈ C ([0,1]).

Luego por densidad (C ([0,1])
L2

= L2
m([0,1])) se concluye el resultado pedido.

6. Dado que T es compacto y 0 6∈ V P(T ), tenemos que σ(T ) = {0}∪V P(T ). Por otro lado, si
λ ∈ V P(T ), entonces λ ∈ R pues T es autoadjunto. Además, si λ ∈ V P(T ) existe u ∈ E\{0}
tal que T (u) = λu, pero 〈T (u),u〉 ≥ 1

2‖u‖
2
L2 ≥ 0 y se sigue que

〈T (u),u〉= 〈λu,u〉= λ‖u‖2
L2 .

Por lo tanto λ ≥ 0. Además, como σ(T )⊆ [−‖T‖L2 ,+‖T‖L2 ] = [−1,1] concluimos que σ(T )⊆
[0,1].

g) Dado que σ(T ) = {0}∪V P(T ), tenemos que si λ ∈ σ(T ) \ {0}, entonces λ ∈ V P(T ). Esto
implica que existe u ∈ L2

m([0,1])\{0} tal que T (u) = λu. Dado que T (u) ∈ C ([0,1]), necesaria-
mente u ∈ C ([0,1]) y por lo tanto T (u) ∈ C 2([0,1]) y es solución de la ecuación f ′′− f =−2u
con f (0) = f ′(0) y f (1) =− f ′(1), de ahí que

T (u)′′−T (u) =−2u =− 2
λ

T (u).

Luego T (u) es solución de {
f ′′+

(
2−λ

λ

)
f = 0

f (0) = f ′(0), f (1) =− f ′(1).
(24.7)

Esta EDO tiene una única solución de la forma f (x) = Asen(aλ x)+2aλ cos(aλ x). Imponiendo
las condiciones de borde se tiene

B = f (0) = f ′(0) = Aaλ

A[sen(aλ )+aλ cos(aλ )] = f (1) =− f ′(1) =−Aaλ cos(aλ )+Aa2
λ

sen(aλ )

si A = 0 entonces T (u) = f = 0 y por lo tanto u = 0 lo que es una contradicción y por ende
A 6= 0, entonces

(1−a2
λ
)sen(aλ )+2aλ cos(aλ ) = 0.

Para la otra implica, basta definir u(x) = sen(aλ x)+aλ cos(aλ x) y ver que u es un vector propio
asociado a λ (pues por construcción es solución de (24.9)). Finalmente, dado que T es compacto,
sabemos que V P(T ) es un conjunto numerable (podría ser vacío o finito). Por la primera parte,
sabemos que λ ∈ V P(T ) si y sólo si

(1−a2
λ
)sen(aλ )+2aλ cos(aλ ) = 0

Notemos que si aλ = 1 entonces cos(aλ ) = 0 y así aλ = π

2 + kπ para algún k ∈ N lo que es una
contradicción y si cos(aλ ) = 0 entonces aλ = 1, contradicción. Por lo tanto

tan(aλ ) =
2aλ

a2
λ
−1

(24.8)
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Es decir, λ ∈ V P(T ) si y sólo si tan(aλ ) =
2aλ

a2
λ
−1 . Usando la indicación, vemos que para cada

k ∈ N existe un único aλk que verifica la ecuación (24.8) y es tal que nπ < aλk < nπ +π/2,

nπ < aλk < nπ +
π

2
⇐⇒ nπ <

√
2−λk

λk
< nπ +

π

2

⇐⇒ n2
π

2 <
2−λk

λk
<
(

nπ +
π

2

)2

⇐⇒ n2
π

2 +1 <
2
λk

<
(

nπ +
π

2

)2
+1

⇐⇒ 2(
nπ + π

2

)2
+1

< λk <
2

n2π2 +1

�

24.2.5 Problema 3 - Certamen 3 - 2020

1. a) Sea |µ|= sup
y∈Y
‖µy‖M(X) = sup

y∈Y
sup

f∈C (X)
‖ f‖=1

∣∣∣∣∫ f dµy

∣∣∣∣. Sea f ∈ C (X) sabemos que u satisface la

Propiedad (P) y por lo tanto la función y 7→
∫

f dµy es continua. Como Y es un espacio
métrico compacto entonces el conjunto {

∫
f dµy : y ∈Y, ‖ f‖C (X) = 1} es acotado. Como

C (X) es un espacio métrico completo, entonces por el Teorema de Banach-Steinhaus,

|µ|= sup
y∈Y

sup
f∈C (X)
‖ f‖=1

∣∣∣∣∫ f dµy

∣∣∣∣<+∞

b) Definamos

Tµ : C (X) −→ C (Y)
f 7−→ Tµ f : Y−→K

y 7−→ Tµ f (y) =
∫

f (x) dµy(x)
(24.9)

Veamos que Tµ es lineal continuo y más aún, ‖Tµ‖ = |µ|. Primero notemos que Tµ está
bien definido. Esto se debe a que para cada f ∈ C (X) y cada y ∈ Y, µy ∈M(X) = C (X)∗,
luego

Tµ f (y) = 〈µy, f 〉C (X)∗,C (X)

está bien definido. Más aún, Tµ f ∈ C (Y) ya que µ satisface la Propiedad (P). Además,
Tµ es lineal, esto es directo de la definición de Tµ y de la linealidad de la integral. Ahora
veamos que Tµ es continua, para esto, notemos que

‖Tµ f‖C (Y) = sup
y∈Y
|Tµ f (y)|
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con lo cual se tiene que,

‖Tµ‖LC(C (X),C (Y)) = sup
‖ f‖C (X)=1

‖Tµ f‖C (Y)

= sup
‖ f‖C (X)=1

sup
y∈Y
|Tµ f (y)|C (Y)

= sup
y∈Y

sup
‖ f‖C (X)=1

|µy f |

= sup
y∈Y
‖µy‖M(X) (pues µy es una medida de Radon)

= |µ|.

2. Sea T : C (X)→ C (Y) y sea f ∈ C (X) e y ∈ Y. Queremos probar que existe µy ∈ (C (X))∗ =
M(X) tal que satisface la Propiedad (P). Para ello definamos

µy( f ) = (T f )(y),

luego µy : C (X)→K. Veamos que µy es lineal continua. Primero notemos que la linealidad de
µy viene directo de la linealidad de T . Para la continuidad, notemos que

|µy f |= |T f (y)|
≤ ‖T f‖C (Y)

≤ ‖T‖LC‖ f‖C (X) pues T es lineal continuo

con esto, µy ∈ (C (X))∗, es decir, µy es una medida de Radon. Veamos ahora que µy satisface
la Propiedad (P). Sea f ∈ C (X), por definición µy f = T f (y), pero T f ∈ C (Y) y por lo tanto
y 7→ µy f es continua.

3. Para demostrar el resultado, usaremos la indicación. El Teorema de Arzelá-Ascoli, dice que una
familia F ⊆ C (X) es relativamente compacto si y sólo si F es equicontinua. Luego,

Tµ es compacto ⇐⇒ Tµ(BC(X))⊆ C (Y) es relativamente compacto

⇐⇒ Tµ(BC(X))⊆ C (Y) es equicontinua

⇐⇒ (∀ ε > 0)(∃ δ > 0)(∀ f ∈ BC (X)) d(y,y′)< δ =⇒ |Tµ f (y)−Tµ f (y′)|< ε

⇐⇒ (∀ ε > 0)(∃ δ > 0)(∀ f ∈ BC (X)) d(y,y′)< δ =⇒ |µy f −µy′ f |< ε

⇐⇒ (∀ ε > 0)(∃ δ > 0) d(y,y′)< δ =⇒ ‖µy−µy′‖M(X) < ε

⇐⇒ µ es uniformemente continua en Y

donde la última equivalencia se tiene por le hecho de que Y es un espacio métrico compacto e
y 7→ µy continua.

4. a) Supongamos que T es compacto y veamos que existe K que satisface las hipótesis del
enunciado. Como T es compacto entonces de la parte 2) tenemos que existe µ : Y→M(X)
tal que µ satisface la Propiedad (P) y T = Tµ , además, de la parte 3) tenemos que y 7→ µy es
continua. Como y 7→ µy es continua y Y es compacto entonces µ(Y)⊆M(X) es compacto.
Además, como X es compacto, toda medida de Radon sobre X es finita. Con esto, para todo
y ∈ Y, µy es medida de Radon finita. Luego, utilizando la indicación obtenemos que,

∃ m ∈M(X), ∀ y ∈ Y, ∀ A ∈B(X) tal que si m(A) = 0 entonces µy(A) = 0
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donde B(X) denota los Borealianos en X. En otras palabras, m es media de Radon positiva
y finita que es absolutamente continua con respecto a µy, para todo y ∈ Y. Luego, por
Radon-Nikodým, para todo y ∈ Y, existe Ky ∈ L1

m(X) tal que

∀ A ∈B(X), µy(A) =
∫

A
Ky dm

y extendiendo por densidad de funciones simples,

∀ y ∈ Y, ∃ Ky ∈ L1
m(X), ∀ f ∈ C (X) µy( f ) =

∫
f Ky dm.

Definamos K(y,x) = Ky(x). Así, para todo f ∈ C (X) y para todo y ∈ Y,

(T f )(y) =
∫

f (x)K(y,x) dm(x).

Debemos ver que para todo y ∈ Y, la función Ky : x 7→ K(y,x) está en L1
m(X) pero esto

viene directo de la definición de Ky como derivada de Radon-Nikodým. Veamos ahora que
la función y 7→ Ky esta en C (Y,L1

m(X)). Sean y,y′ ∈ Y

‖Ky−Ky′‖L1 =
∫
|Ky−Ky′ | dm

= ‖µy−µy′‖M(X)

donde la última igualdad se tiene por la indicación de la parte 2 (que se probará más
adelante). La continuidad se concluye de la continuidad de y 7→ µy (parte 3)).
Para la otra implicancia, supongamos que K es una función que satisface las propiedades
del enunciado, T ∈LC(C (X),C (Y)), (T f )(y) =

∫
f (x)K(y,x) dm(x). Veamos que T es

compacto, para ello utilizaremos el Teorema de Arzelá-Ascoli. Sea f ∈ BC (X)

|(T f )(y′)− (T f )(y)| ≤
∫

X
|K(y′,x)−K(y,x)|| f | dm(x)

≤ ‖ f‖∞‖Ky′−Ky‖L1

luego Ky es continua sobre un compacto Y, Ky es equicontinua y por lo tanto T (BC (X)) es
equicontinuo y por el Teorema de Arzelá-Ascoli, T es compacto.

b) Demostremos la indicación. Sea λ una medida de Radon positiva sobre X , donde X es un
espacio métrico compacto. Sea ψ ∈ L1

λ
(X),

ν( f ) =
∫

f ψ dλ ∀ f ∈ C (X)

Notemos que ψ dλ es la derivada de Randon-Nikodým y por lo tanto ν está bien definida,
es decir, es una medida de Radon. Además,

|ν( f )| ≤
∫
| f ||ψ| dλ ≤ ‖ f‖C (X)

∫
|ψ| dλ = ‖ f‖C (X)‖ψ‖L1

λ
(X)

y por lo tanto ‖ν‖M(X) ≤ ‖ψ‖L1
λ
(X). Además X es compacto y por lo tanto ν es acotada.

Basta demostrar que ‖ν‖M(X) ≥ ‖ψ‖L1
λ
(X). Sea ε > 0, notemos que para todo f ∈ C (X),

|ν |( f ) =
∫

f |ψ| dλ
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y por ende para f = signo(ψ) tenemos que∫
f d|ν |=

∫
f |ψ| dλ .

Ahora, veamos que f ∈ L1
|ν |(X)∫

|signo(ψ)| dν =
∫
|signo(ψ)||ψ| dλ =

∫
ψ dλ <+∞

y por lo tanto f ∈ L1
|ν |(X). Por densidad de C (X) en L1

|ν |(X), existe g ∈ C (X) tal que

‖signo(ψ)−g‖L1
|ν |(X) < ε

y sin perdida de generalidad, podemos suponer que ‖g‖C (X) ≤ 1. Esto equivale a que∫
|signo(ψ)−g| dλ < ε . Luego,∣∣∣∣ν(g)−∫ |ψ| dλ

∣∣∣∣= ∣∣∣∣∫ gψ dλ −
∫

signo(ψ)ψ dλ

∣∣∣∣
≤
∫
|g− signo(ψ)||ψ| dλ

< ε

y por lo tanto |ν(g)−
∫
|ψ| dλ |< ε con ‖g‖ ≤ 1 y así,

ν(g)>
∫
|ψ| dλ − ε con ‖g‖ ≤ 1

y entonces

‖ν(g)‖M(X) ≥
∫
|ψ| dλ − ε

y se concluye que ‖ν(g)‖M(X) =
∫
|ψ| dλ . Finalmente el resultado sigue del hecho que

como T es compacto entonces para todo y ∈ Y, T f (y) = µy( f ). Utilizando la indicación
con µy como ν y ψ = Ky,

‖T‖LC(C(X),C(Y)) = sup
y∈Y
‖µy‖M(X)

= sup
y∈Y

∫
|K(y,x)| dm

c) Consideremos X = Y = [0,1] (e.m. compacto) y el operador T : C(X)→C(Y) definido por

T f (y) =
∫ 1

0
K(y,x) f (x)dy

con K(y,x) = |x− y|−α y m la medida de Lebesgue.
Veamos que K satisface la Propiedad (P) en 4a) En efecto,∫ 1

0
|K(y,x)| dx =

∫ 1

0
|x− y|−α dx <+∞
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ya que 0<α < 1, y por lo tanto Ky =K(y, ·)∈ L1
m([0,1]). Veamos que la función y 7→K(y,x)

para todo y ∈ [0,1] es continua. Sean y1,y2 ∈ [0,1] con y1 < y2

‖Ky1−Ky2‖L1 =
∫ 1

0

∣∣|x− y1|−α −|x− y2|−α
∣∣ dx

=
1

1−α

(
y1

1−α − y1−α

2 +(1− y2)
1−α − (1− y1)

1−α +21+α(y2− y1)
1−α
)

con esto lı́my1→y2 ‖Ky1 −Ky2‖L1 = 0 y por lo tanto y 7→ Ky es continua y por 4a) T es
compacto. Finalmente,

‖T‖LC = sup
y∈[0,1]

∫ 1

0
|K(y,x)| dx

= sup
y∈[0,1]

∫ 1

0
|x− y|−α dx

= sup
y∈[0,1]

(
y1−α

1−α
+

1
1−α

(1− y)1−α

)
=

2α

1−α
(y = 1/2)

�

24.2.6 Problema 2 - Certamen 3 - 2021
1. Dado x ∈ E tenemos

‖T (x)‖2
E = 〈T (x),T (x)〉E = 〈T ∗ ◦T (x),x〉E = 〈T ◦T ∗(x),x〉E = 〈T ∗(x),T ∗(x)〉E = ‖T ∗(x)‖2

E.

2. Basta notar que si T es normal, entonces λ I−T es normal también pues tenemos que

(λ I−T )◦(λ I−T )∗=(λ I−T )◦(λ I−T ∗)= (λ 2I−λT ∗)−(λT−T ◦T ∗)= (λ 2I−λT ∗)−(λT−T ∗◦T )

y luego

(λ I−T )◦(λ I−T )∗=(λ 2I−λT )−(λT ∗−T ∗◦T )= λ I◦(λ I−T )−T ∗◦(λ I−λT )= (λ I−T ∗)◦(λ I−λT )

y por otro lado

(λ I−T )◦ (λ I−T )∗ = (λ I−T ∗)◦ (λ I−λT ) = (λ I−T )∗ ◦ (λ I−T ).

Luego, por la parte (a) tenemos que

‖λx−T (x)‖E = ‖λx−T ∗(x)‖E, ∀x ∈ E.

Esto implica que ker(λ I−T ) = ker(λ I−T ∗), y por lo tanto V P(T ) = V P(T ∗).
Ahora bien, sean λ ,µ ∈ V P(T ) con λ 6= µ . Sean x ∈ ker(λ I−T ) e y ∈ ker(µI−T ) no nulos.
Sigue que

λ 〈x,y〉= 〈λx,y〉= 〈T (x),y〉= 〈y,T (x)〉= 〈T ∗(y),x〉= 〈x,T ∗(y)〉= 〈x,µy〉= µ〈x,y〉,

donde la última igualdad se tiene porque ker(µI−T ) = ker(µI−T ∗) y por lo tanto 〈x,y〉= 0.
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3. Supongamos que para toda sucesión {xk}k∈N ⊆ E con ‖xk‖E = 1 para todo k ∈ N no se tiene
que λxk−T (xk)→ 0. Esto implica que existe α > 0 tal que ‖λx−T (x)‖E ≥ α para todo x ∈ E
con ‖x‖E = 1. Por la parte (a), tenemos que ‖λx−T ∗(x)‖E ≥ α , para todo x ∈ E con ‖x‖E = 1.
Luego, reemplazando x por 1

‖x‖E
x, obtenemos la indicación.

En particular, tenemos que λ I−T y λ I−T ∗ son inyectivos. Esto también implica que

im(λ I−T ) = ker(λ I−T ∗)⊥ = {0}⊥ = E.

Pero im(λ I−T ) es cerrado, pues para cada {yk}k∈N ⊆ im(λ I−T ) existe {xk}k∈N ⊆ E tal que
yk = λxk − T (xk). Luego, usando la indicación tenemos que si {yk}k∈N converge, entonces
{xk}k∈N es de Cauchy en E pues

‖yk−y j‖E = ‖(λxk−T (xk))−(λx j−T (x j))‖E = ‖(λ (xk−x j)−T (xk−x j))‖E≥α‖xk−x j‖E, ∀k, j∈N.

Dado que E es un espacio de Hilbert, {xk}k∈N converge, y por lo tanto existe x ∈ E tal que
yk = λxk−T (xk)→ λx−T (x) ∈ im(λ I−T ).
Esto implica que λ I−T es biyectivo, es decir, λ ∈ ρ(T ), lo que no puede ser.

4. Sea λ ∈ σ(T ) y {xk}k∈N ⊆E con ‖xk‖E = 1 para todo k ∈N una sucesión tal que λxk−T (xk)→
0; la que existe gracias a la parte (c). Notemos que para

tk = 〈λxk−T (xk),xk〉= λ −〈T (xk),xk〉

tenemos que tk→ 0. Luego, dado que T es positivo tenemos

tk ≤ tk + 〈T (xk),xk〉= λ

Luego, dado que tk→ 0, tenemos que λ ≥ 0.

24.2.7 Problema 3 - Certamen 3 - 2021
1. Notemos que T es un operador lineal, además está bien definido y es acotado pues:

‖{λkxk}k∈N‖`p ≤ ‖{λk}k∈N‖`∞‖{xk}k∈N‖`p .

2. Veamos primero que T es compacto. Supongamos que {λk}k∈N converge a cero. Para m ∈ N fijo
consideremos el operador Tm : `p(R)→ `p(R) dado por la fórmula

Tm({xk}k∈N) = {zk}k∈N, donde zk =

{
λkxk si k ≤ m,

0 si k > m,
∀{xk}k∈N ∈ `p(R).

Claramente Tm es un operador de rango finito, y por lo tanto, es compacto. Por otro lado, Tm→ T
en (LC(`p(R)),‖ · ‖LC) pues para todo {xk}k∈N ∈ `p(R) tenemos

‖T ({xk}k∈N)−Tm({xk}k∈N)‖p
`p =

+∞

∑
k=m+1

|λk|p|xk|p ≤ sup
k≥m+1

|λk|p‖{xk}k∈N‖p
`p .

Esto implica que
‖T −Tm‖LC ≤ sup

k≥m+1
|λk|.
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Dado que {λk}k∈N converge a cero, tenemos que sup
k≥m+1

|λk| → 0, y por lo tanto Tm→ T . Final-

mente, dado que (`p(R),‖ · ‖`p) es un espacio de Banach, concluimos que T ∈K (`p(R)).
Supongamos ahora que T es compacto. Para cada m ∈ N, denotemos por em = {em

k }k∈N la
sucesión dada por

em
k =

{
1 si k = m,

0 si k 6= m.
(24.10)

Es claro que para todo m ∈ N tenemos que em ∈ `p(R) y también λmem = T (em). Dado em 6= 0,
tenemos que cada λm ∈ V P(T ) con em ∈ Eλm = ker(λmI−T ). Ahora bien, como T ∈K (`p(R))
tenemos que V P(T )\{0}= σ(T )\{0}, y por Teorema visto en clases, tenemos que V P(T )\
{0} es un conjunto finito o bien es una sucesión que converge a cero.
Si λk 6= 0, por el Teorema de la Alternativa de Fredholm, tenemos que Eλk es de dimensión finita,
luego cada Eλk puede contener a los más una cantidad finita de sucesiones {em1 , . . . ,emk}. Esto
implica que si V P(T )\ es conjunto finito, entonces existe n ∈ N tal que em ∈ E0 = ker(T ) para
todo m≥ n, y por lo tanto λm = 0 para todo m≥ n.

3. Basta notar que {em}m∈N es una base ortonormal completa de `2(R), donde em está dado por
(24.10), y que

+∞

∑
k=0
‖T (ek)‖2

`2 =
+∞

∑
k=0
‖λkek‖2

`2 =
+∞

∑
k=0
|λk|2.

4. Dado que λk→ 0 tenemos que T ◦Sr ∈K (`p(R)).
Sea λ ∈ R y consideremos la ecuación la ecuación

T ◦Sr{xk}k∈N = λ{xk}k∈N.

Esto es equivalente a

0 = λ00 = λx0 y λk+1xk = λxk+1, ∀ k ∈ N.

Si λ 6= 0, entonces que {xk}k∈N = 0, luego V P(T ◦Sr)\{0}= /0.
Consideremos ahora el caso λ = 0.

Si λk 6= 0 para todo k ∈ N\{0}, entonces {xk}k∈N = 0, luego V P(T ◦Sr) = /0.
Si λm = 0 para algún m ∈ N\{0}, entonces basta tomar {xk}k∈N = em−1 y obtenemos que
0 ∈ V P(T ◦Sr). En conclusión, V P(T ◦Sr) = {0}.

24.2.8 Problema 4 - Certamen 3 - 2021
Notemos que x 7→ T ( f )(x) es una función medible; podemos verla como límite puntual de funciones

medibles. Además, claramente T es lineal, por linealidad de la integral.
Dado que X⊆ Rn es compacto, tenemos que m(X)<+∞.
Fijemos p ∈ (1,+∞) y denotemos por p′ al exponente conjugado de p, es decir, p′ ∈ (1,+∞) tal

que 1
p +

1
p′ = 1. Consideremos primero el caso q≤ p′. Notemos que en este caso tenemos que

‖g‖Lq ≤m(X)
1
q−

1
p′ ‖g‖Lp′ , ∀g ∈ Lp′

m(X). (24.11)

Notemos que, por la desigualdad de Hölder, tenemos

|T ( f )(x)|p′ =
(∫

X
|κ(x,y)|| f (y)| dy

)p′

≤
(∫

X
|κ(x,y)|p′ dy

)
‖ f‖p′

Lp , ∀ f ∈ Lp
m(X), ∀x ∈ X.
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Luego, por (24.11) tenemos que

‖T ( f )‖Lq ≤m(X)
1
q−

1
p′ ‖T ( f )‖Lp′ ≤m(X)

1
q+

1
p′ ‖κ‖∞‖ f‖Lp , ∀ f ∈ Lp

m(X).

Luego, T ∈LC(Lp
m(X),Lq

m(X)) para q≤ p′.
Veamos ahora que T es un operador compacto. Consideremos primero el caso que κ : X×X→ R

es Lipschitz continua. Notemos que por la desigualdad de Hölder tenemos que T ( f ) ∈ C (X) para todo
f ∈ Lp

m(X) (formalmente, admite un representante continuo), de hecho es Lipschitz continua pues para
todo x1,x2 ∈ X tenemos

|T ( f )(x1)−T ( f )(x2)| ≤
∫

X
|κ(x1,y)−κ(x2,y)|| f (y)| dy≤Lκ |x1−x2|‖ f‖L1 ≤Lκ‖x1−x2‖Rn µ(X)

1
p′ ‖ f‖Lp .

Luego, repitiendo los argumentos vistos en clases, tenemos que T (BLp
m(X)) es relativamente com-

pacto en (C (X),‖ · ‖∞) gracias al Teorema de Arzelá-Ascoli:
T (BLp

m(X)) es equi-continuo pues

|T ( f )(x1)−T ( f )(x2)| ≤ Lκ µ(X)
1
p′ ‖x1− x2‖Rn , ∀x1,x2 ∈ X, ∀ f ∈ BLp

m(X).

Para todo x ∈ X el conjunto
{

T ( f )(x) | f ∈ BLp
m(X)

}
es acotado en R pues

|T ( f )(x)| ≤ ‖κ‖∞‖ f‖L1 ≤ ‖κ‖∞µ(X)
1
p′ , ∀ f ∈ BLp

m(X).

Ahora bien, si { fk}k∈N ⊆ BLp
m(X), entonces existe una subsucesión tal que {T ( fk j)} j∈N converge en

(C (X),‖ · ‖∞), y en particular es de Cauchy para la norma ‖ · ‖∞. Por otro lado, dado que

‖g‖Lq ≤ ‖g‖∞m(X)
1
q , ∀g ∈ C (X),

tenemos que {T ( fk j)} j∈N también es de Cauchy en (Lq
m(X),‖ · ‖Lq). Por lo tanto T (BLp

m(X)) es secuen-
cialmente compacto en (Lq

m(X),‖ · ‖Lq), y por lo tanto, compacto.
Consideremos ahora el caso general κ ∈ C (X×X). Por el Teorema de Stone-Weierstrass, existe

una sucesión {κ j} j∈N ⊆ C (X×X) que converge uniformemente a κ .

Observación También se puede argumentar usando el hecho κ ∈ C (X×X) es también uniforme-
mente continua, en vez de pasar lo Stone-Weierstrass.

Para cada j ∈ N, denotemos por Tj : Lp
m(X)→ Lq

m(X) al operador dado por

Tj( f )(x) =
∫

X
κ j(x,y) f (y) dy, ∀ f ∈ Lp

m(X), ∀x ∈ X.

Notemos que

|Tj( f )(x)−T ( f )(x)| ≤
∫

X
|κ j(x,y)−κ(x,y)| f (y) dy≤‖κ j−κ‖∞‖ f‖L1 ≤‖κ j−κ‖∞µ(X)

1
p′ ‖ f‖Lp , ∀ f ∈Lp

m(X), ∀x∈X.

Esto implica que

‖Tj( f )−T ( f )‖Lq ≤ ‖κ j−κ‖∞µ(X)
1
q+

1
p′ ‖ f‖Lp , ∀ f ∈ Lp

m(X).
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En consecuencia, Tj→ T en LC(Lp
m(X),Lq

m(X)). Dado que T ∈K (Lp
m(X),Lq

m(X)) para todo j ∈ N,
concluimos que T ∈K (Lp

m(X),Lq
m(X)) para todo p ∈ (1,+∞) y q ∈ (1, p′].

Finalmente, notemos que q > p′ si y sólo si q′ < p, donde q′ denota al exponente conjugado de q,
es decir, q′ ∈ (1,+∞) tal que 1

q +
1
q′ = 1. Sea S : Lq′

m(X)→ Lq
m(X) el operador dado por

S( f )(x) =
∫

X
κ(x,y) f (y) dy, ∀ f ∈ Lq′

m(X), ∀x ∈ X.

Luego, por lo argumentos de la primera parte, tenemos que S ∈K (Lq′
m(X),Lq

m(X)).
Notemos que T = ϒ◦S, donde ϒ : Lp

m(X)→ Lq′
m(X) es la inyección dada por

ϒ( f ) = f , ∀ f ∈ Lp
m(X).

Por (24.11) con p y q′ en lugar de p′ y q, tenemos que ϒ ∈LC(Lp
m(X),Lq′

m(X)), lo que implica
que T ∈K (Lp

m(X),Lq
m(X)) para todo p ∈ (1,+∞) y q ∈ (p′,+∞).

24.2.9 Problema 5 - Certamen 3 - 2021
Notemos que si λ ∈ ρ(T ), entonces [(λ I−T )−1]∗(λ I−T ∗) = I pues (λ I−T )∗ = (λ I−T ∗) y

para todo x ∈ E y ` ∈ E∗ tenemos

〈[(λ I−T )−1]∗(λ I−T ∗)(`),x〉E∗,E = 〈(λ I−T )∗(`),(λ I−T )−1(x)〉E∗,E = 〈`,(λ I−T )(λ I−T )−1(x)〉E∗,E.

Por lo tanto
〈[(λ I−T )−1]∗(λ I−T ∗)(`),x〉E∗,E = 〈`,x〉E∗,E.

De forma similar, (λ I−T ∗)[(λ I−T )−1]∗ = I pues

〈(λ I−T ∗)[(λ I−T )−1]∗(`),x〉E∗,E = 〈[(λ I−T )−1]∗(`),(λ I−T )(x)〉E∗,E = 〈`,(λ I−T )−1(λ I−T )(x)〉E∗,E,

y en consecuencia
〈(λ I−T ∗)[(λ I−T )−1]∗(`),x〉E∗,E = 〈`,x〉E∗,E.

En particular, tenemos que ρ(T )⊆ ρ(T ∗), y por lo tanto σ(T ∗)⊆ σ(T ).
Por otro lado, esto también implica que ρ(T )⊆ ρ(T ∗)⊆ ρ(T ∗∗) y σ(T ∗∗)⊆ σ(T ∗)⊆ σ(T ).
Recordemos que para todo A ∈LC(E) tenemos que JE ◦A = A∗∗ ◦ JE. En particular, como E es

reflexivo, tenemos que JE es biyectiva y por tanto, A es invertible si y sólo si A∗∗ lo es.
Sigue que ρ(T ∗∗) = ρ(T ) y σ(T ∗∗) = σ(T ), lo que completa la demostración.

24.2.10 Problema 6 - Certamen 3 - 2021
1. Dado que (E,‖ · ‖E) es un espacio de Banach y |λ |> ‖T‖LC, tenemos que λ ∈ ρ(T ) y por lo

tanto Rλ coincide con λ I−T , que gracias al Teorema de la aplicación abierta, es un operador en
LC(E). Por otro lado, dado x ∈ E tenemos que (λ I−T )◦Rλ (x) = x, y por lo tanto λRλ (x) =
x+ t ◦Rλ (x). Sigue que

|λ |‖Rλ (x)‖E ≤ ‖x‖E +‖T‖LC‖Rλ (x)‖E, ∀x ∈ E.

Por lo tanto

‖Rλ (x)‖E ≤
‖x‖E

|λ |−‖T‖LC
, ∀x ∈ E,

de donde se obtiene la estimación para ‖Rλ‖LC.
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2. Veamos la indicación: tomemos λ ,µ ∈ R\ [−‖T‖LC,‖T‖LC], luego sigue que

Rλ−Rµ =Rλ ◦(µI−T )◦Rµ−Rλ ◦(λ I−T )◦Rµ =Rλ ◦ [(µI−T )−(λ I−T )]◦Rµ =(µ−λ )Rλ ◦Rµ .

Sea c > 0 tal que sup
k∈N
‖Rλk‖LC ≤ c, luego sigue que

‖Rλk −Rλ j‖LC ≤ c2|λk−λ j|, ∀k, j ∈ N.

Dado que {λk}k∈N converge, tenemos que es de Cauchy, y por lo tanto la sucesión {Rλk}k∈N es
de Cauchy en LC(E). Por lo tanto, como (E,‖ · ‖E) es un espacio de Banach, (LC(E),‖ · ‖LC
también es un espacio de Banach, lo que implica que {Rλk}k∈N es una sucesión convergente.
Supongamos que S ∈LC(E) es el límite de la sucesión {Rλk}k∈N. Notemos que

Rλk ◦ (λkI−T )(x) = (λkI−T )◦Rλk(x) = x, ∀x ∈ E.

En consecuencia
S◦ (λ I−T )(x) = (λ I−T )◦S(x) = x, ∀x ∈ E.

Esto implica que λ ∈ ρ(T ) y por lo tanto S = Rλ .

24.2.11 Problema 7 - Examen - 2021
1. (=⇒) Supongamos que T ∈K (E) y que {xk}k∈N ⊆ E converge débilmente a 0. En particular,
{xk}k∈N es una sucesión acotada y por lo tanto {T (xk)}k∈N tiene una subsucesión convergente
(fuertemente).
Para ver que T (xk)→ 0, basta ver que toda subsucesión convergente de {T (xk)}k∈N converge a
cero. Supongamos que {T (xk j)} j∈N es una subsucesión convergente. Luego, sigue que

‖T (xk j)‖2 = 〈T (xk j),T (xk j)〉= 〈T ∗(T (xk j)),xk j〉, ∀ j ∈ N.

Dado que T ∗(T (xk j)) converge fuertemente, pues T ∗ ∈LC(E), y {xk j} j∈N converge débilmente
a cero, tenemos que 〈T ∗(T (xk j)),xk j〉 → 0 y en consecuencia T (xk j)→ 0.
(⇐=) Veamos ahora que T ∈K (E). Supongamos que {xk}k∈N ⊆ E es una sucesión acotada,
luego debemos probar que {T (xk)}k∈N tiene una subsucesión convergente.
Dado que {xk}k∈N es acotada, ésta tiene una subsucesión débilmente convergente. Luego, existen
{xk j} j∈N y x̄ ∈ E tal que xk j ⇀ x̄, y en particular, xk j − x̄ ⇀ 0. Esto implica entonces que
T (xk j)−T (x̄) = T (xk j − x̄)→ 0, y por lo tanto {T (xk j)} j∈N es una subsucesión convergente.

2. Notemos primero que

s := sup
x∈F, ‖x‖E=1

〈T (x),x〉 ∈ [−‖T‖LC,‖T‖LC],

pues F 6= {0}. Luego, podemos tomar una sucesión {xk}k∈N ⊆ F con ‖xk‖E = 1 para todo k ∈N
tal que 〈T (xk),xk〉 → s. Dado que E es reflexivo, {xk}k∈N tiene una subsucesión que converge
débilmente. Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que {xk}k∈N converge débilmente a x̄.
Dado que T ∈K (E), gracias a la parte (a), tenemos que {T (xk− x̄)}k∈N ⊆ E convergen fuer-
temente a cero, pues {xk− x̄}k∈N converge débilmente a cero. Esto implica que T (xk)→ T (x̄)
fuertemente. A partir de esto, y gracias al Teorema de Banach-Steinhaus, podemos concluir que

〈T (xk),xk〉 → 〈T (x̄), x̄〉.

Finalmente, como F es un s.e.v. cerrado (fuerte) de E también es un subconjunto cerrado débil
de E y por lo tanto x̄ ∈ F , lo que implica que s = 〈T (x̄), x̄〉.
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3. Notemos primero que W⊥k 6= {0} pues E es de dimensión infinita y además es un s.e.v. cerrado
de E. Luego gracias a la parte (b) tenemos que existe x̄ ∈W⊥k tal que

〈T (x̄), x̄〉
‖x̄‖2

E
= máx

x∈W⊥k \{0}

〈T (x),x〉
‖x‖2

E
.

Por otro lado, gracias al Teorema de Descomposición espectral tenemos que

T (x) =
∞

∑
j=0

λ j〈x,e j〉e j, ∀x ∈ E.

Luego, por un lado, dado que x̄ ∈W⊥k , tenemos que T (x̄) =
∞

∑
j=k

λ j〈x̄,e j〉e j, y en consecuencia

máx
x∈W⊥k \{0}

〈T (x),x〉
‖x‖2

E
=
〈T (x̄), x̄〉
‖x̄‖2

E
=

1
‖x‖2

E

∞

∑
j=k

λ j〈x̄,e j〉2 ≤
λk

‖x‖2
E

∞

∑
j=k
〈x̄,e j〉2 ≤ λk,

pues {ek}k∈N es una base ortonormal completa y λk ≥ λ j para todo j ≥ k.
Por otro lado, notemos que ek ∈W⊥k 6= {0} pues {ek}k∈N es una base ortonormal y por lo tanto

λk =
〈λkek,ek〉
‖ek‖2

E
=
〈T (ek),ek〉
‖ek‖2

E
≤ máx

x∈W⊥k \{0}

〈T (x),x〉
‖x‖2

E
.

4. Dado W ∈ Vk, tenemos que dim(W ) = k y por lo tanto W es un s.e.v. cerrado de E. Luego, sigue
que W ⊕W⊥ = E, y por lo tanto, si W⊥∩Wk+1 = {0}, tendríamos que Wk+1 ⊆W . Sin embargo,
esto es absurdo pues dim(Wk+1) = k+1 y dim(W ) = k.
Por otro lado, dado x ∈Wk+1 \{0} existen α0, . . . ,αk ∈R no todos nulos tales que x = ∑

k
j=0 α je j

con ‖x‖2
E = ∑

k
j=0 α

j
j . Esto implica que

〈T (x),x〉=
k

∑
j=0

α j〈T (x),e j〉=
k

∑
j=0

α j〈
k

∑
i=0

αiT (ei),e j〉=
k

∑
j=0

k

∑
i=0

α jαiλi〈ei,e j〉=
k

∑
j=0

α
2
j λ j≥ λi‖x‖2

E,

donde i ∈ {0, . . . ,k} es el índice menor tal que αi 6= 0. Dado que λk ≤ λi, obtenemos lo pedido.
Para probar (F), notemos por un lado que, como Wk ∈ Vk, tenemos que

ı́nf
W∈Vk

máx
x∈W⊥\{0}

〈T (x),x〉
‖x‖2

E
≤ máx

x∈W⊥k \{0}

〈T (x),x〉
‖x‖2

E
= λk

Por otro lado, dado W ∈ Vk, tenemos que existe x̂ ∈W⊥∩Wk+1 \{0} y por lo tanto

λk ≤
〈T (x̂), x̂〉
‖x̂‖2

E
≤ máx

x∈W⊥∩Wk+1\{0}

〈T (x),x〉
‖x‖2

E
≤ máx

x∈W⊥\{0}

〈T (x),x〉
‖x‖2

E
.

Como esta desigualdad es válida para todo W ∈ Vk, obtenemos (F) y vemos que el ínfimo se
alcanza en W =Wk.
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Haremos un pequeño resumen de elementos básicos con los que el lector debería estar familiarizado,
que también nos servirán para fijar la notación que usaremos a los largo de estas notas. En esta parte de
las notas sólo enunciaremos resultados, sin demostrarlos.

Primero comenzaremos con algunos elementos de análisis real, luego con algunos recuerdos de
espacios topológicos para finalmente revisar nociones básicas de teoría de la medida.





A. Análisis real

El detalle de las demostraciones de los resultados que presentaremos en esta sección y la siguiente
se encuentran en las notas del curso Mat 225 del profesor Pedro Gajardo [GajNote2021].

A.1 Espacios Métricos
DEFINICIÓN Supongamos que X es un conjunto no vacío. Una métrica sobre X es una función
d : X×X→ [0,+∞) que satisface:

d(x,y) = 0 si y sólo si x = y, para cada x,y ∈ X;
d(x,y) = d(y,x) para cada x,y ∈ X;
d(x,y)≤ d(x,z)+d(z,y) para cada x,y,z ∈ X.

En tal caso, el par (X,d) lo llamaremos espacio métrico (abreviado e.m. en adelante).

Notación
La bola abierta de centro x ∈ X y radio ε > 0 la denotaremos por

BX(x,ε) := {y ∈ X | d(x,y)< ε}.

int(A) denotará el interior de un subconjunto A⊆ X, es decir el conjunto

int(A) := {x ∈ X | ∃ε > 0, tal que BX(x,ε)⊆ A} .

B denotará la adherencia de un subconjunto B⊆ X, es decir el conjunto

B := {x ∈ X | ∀ε > 0, se tiene que BX(x,ε)∩B 6= /0} .

DEFINICIÓN Diremos que un conjunto A ⊆ X es abierto si A = int(A) y que un conjunto B ⊆ X es
cerrado si B = B.
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A.1.1 Sucesiones y completitud
En adelante N denotará el conjunto de número naturales (0 ∈ N).

Notación Escribiremos xk→ x para denotar que la sucesión {xk}k∈N ⊆ X converge a x ∈ X, es decir,

∀ε > 0, ∃k0 ∈ N, tal que xk ∈ BX(x,ε), ∀k ≥ k0.

Observación Un conjunto B⊆ X es cerrado si B = B, o equivalentemente,

∀{xk}k∈N ⊆ B tal que xk→ x, se tiene que x ∈ B.

DEFINICIÓN Diremos que (X,d) es un e.m. es completo si toda sucesión de Cauchy converge. Es
decir, si una sucesión {xk}k∈N ⊆ X satisface

∀ε > 0, ∃k0 ∈ N, tal que d(xk,x j)< ε, ∀k, j ≥ k0,

entonces necesariamente existe x ∈ X tal que xk→ x.

A.1.2 Consecuencias importantes de la completitud
Los siguientes son dos resultados fundamentales en análisis asociados a e.m. completos.

LEMA — Baire. Supongamos que (X,d) es un e.m. completo y que {Ek}k∈N es una familia de
subconjuntos cerrados de X. Si

int

(⋃
k∈N

Ek

)
6= /0

entonces existe k0 ∈ N tal que int(Ek0) 6= /0.

Observación La condición en el Lema de Baire también se escribe en forma contrapositiva:

int(Ek) = /0, ∀k ∈ N =⇒ int

(⋃
k∈N

Ek

)
= /0.

TEOREMA — Punto Fijo de Banach. Supongamos que (X,d) es un e.m. completo y que ϕ : X→ X
es una función contractante:

∃κ ∈ (0,1), tal que d(ϕ(x),ϕ(y))≤ κd(x,y), ∀x,y ∈ X.

Luego, ϕ tiene un único punto fijo, es decir, existe un único x̄ ∈ X tal que ϕ(x̄) = x̄.

A.2 Espacio de métricos compactos
DEFINICIÓN Diremos que un e.m. (X,d) es totalmente acotado si para todo ε > 0 existen x1, . . . ,xm ∈
X tales que

X⊆
m⋃

i=1

BX(xi,ε).

PROPOSICIÓN 63 Supongamos que (X,d) es un e.m. Luego, las siguientes afirmaciones son equivalen-
te:

1. (X,d) es compacto.
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2. (X,d) es secuencialmente compacto.
3. (X,d) es completo y totalmente acotado.

Notación Supongamos que (X,dX) e (Y,dY) son dos e.m.. Denotaremos por C (X,Y) al conjunto de
funciones continuas f : X→ Y, es decir, la colección de todas las funciones que satisfacen:

∀x0 ∈ X, ∀ε > 0, ∃δ > 0 tal que dX(x,x0)< δ =⇒ dY( f (x), f (x0))< ε.

Observación Si (X,dX) es un e.m. compacto, entonces la función d∞ : C (X,Y)×C (X,Y)→ R
definida más abajo es una métrica sobre C (X,Y).

d∞( f ,g) := máx
x∈X

dY( f (x),g(x)), ∀ f ,g ∈ C (X,Y).

Si además, (Y,dY) es un e.m. completo, entonces (C (X,Y),d∞) es un e.m. completo.

DEFINICIÓN Diremos que una sucesión { fk}k∈N ⊆ C (X,Y) converge uniformemente a una función
f : X→ Y si

∀ε > 0, ∃k0 ∈ N tal que sup
x∈X

dY( f (x), fk(x))< ε, ∀k ≥ k0.

Si (X,dX) es un e.m. compacto, esto equivale a d∞( f , fk)→ 0.

DEFINICIÓN Diremos que un subconjunto F ⊆ C (X,Y) es equi-continuo si:

∀ε > 0, ∃δ > 0 tal que ∀ f ∈F tenemos que dX(x1,x2)< δ =⇒ dY( f (x1), f (x2))< ε.

Ejemplo El conjunto de todas las funciones f : X→Y que son Lipschitz continuas de módulo L≥ 0
es equi-continuo:

dY( f (x1), f (x2))≤ LdX(x1,x2), ∀x1,x2 ∈ X

TEOREMA — Arzelá-Ascoli. Supongamos que (X,dX) es un e.m. compacto e (Y,dY) es un e.m.
completo. Si F ⊆ C (X,Y), entonces F es compacto en el e.m. (C (X,Y),d∞) si y sólo si F es
equi-continuo y para todo x ∈ X tenemos que

{ f (x) | f ∈F}

es compacto en Y. En particular, toda sucesión { fk}k∈N ⊆F tiene una subsucesión que converge
uniformemente a algún f ∈ C (X,Y).

A.3 Espacios de Banach

A.3.1 Espacios vectoriales normados
En adelante, y a menos que se diga lo contrario, reservaremos la notación E,F,G, . . . para espacios

vectoriales reales. Además, R denotará el conjunto de número reales.

DEFINICIÓN Supongamos que E es espacio vectorial. A una función N : E→ [0,+∞) la llamaremos
norma si satisface:

N(x) = 0 si y sólo si x = 0;
N(λx) = |λ |N(x) para todo x ∈ E y λ ∈ R;
N(x+ y)≤ N(x)+N(y) para todo x,y ∈ E.
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Notación Si N : E→ [0,+∞) es una norma sobre E, usaremos la notación

‖x‖E := N(x), ∀x ∈ E

para enfatizar la relación de la norma con el espacio E y diremos que el par (E,‖ · ‖E) es un espacio
vectorial normado (abreviado e.v.n. en adelante).

Ejemplo (C ([0,1]),‖ · ‖L1) es un e.v.n., donde C ([0,1]) denota la colección de todas las funciones
x : [0,1]→ R continuas y

‖x‖L1 :=
∫ 1

0
|x(t)|dt, ∀x ∈ C ([0,1]).

A.3.2 Espacios de Banach
DEFINICIÓN Diremos que un e.v.n. (E,‖ ·‖E) es un espacio de Banach si (E,dE) es un e.m. completo
para la métrica inducida por la norma:

dE(x,y) := ‖x− y‖E, ∀ x,y ∈ E.

Observación En el caso de e.v.n. de dimensión infinita no todo e.v.n. es un espacio de Banach.
Por ejemplo, (C ([0,1]),‖ · ‖L1) no es un espacio de Banach. En efecto, definamos para cada k ∈ N la
función continua

xk(t) :=
{

(k+1)t si t ∈
[
0, 1

k+1

]
,

1 si t ∈
( 1

k+1 ,1
]
.

Luego, cuando k→+∞ tenemos que la sucesión converge puntualmente a la función

x(t) :=
{

1 si t ∈ (0,1] ,
0 si t = 0.

Es decir, {xk}k∈N no converge a una función continua. Sin embargo, no es difícil verificar que

‖xk− x j‖L1 =
1
2

∣∣∣∣ 1
j+1

− 1
k+1

∣∣∣∣ , ∀ j,k ∈ N.

Esto en particular muestra que la sucesión {xk}k∈N es de Cauchy para la norma ‖ · ‖L1 .

Ejemplos Los siguientes son algunos ejemplos de espacios de Banach que usaremos en el curso:
1. (C ([a,b]),‖ · ‖∞), donde C ([a,b]) denota la colección de funciones x : [a,b]→ R continuas y

‖x‖∞ := máx
t∈[a,b]

|x(t)|, ∀x ∈ C ([a,b]).

2. (`p(R),‖ · ‖`p), donde `p(R) es la colección de todas las sucesiones x = {xk}k∈N ⊆ R tales que
‖x‖`p <+∞, donde

‖x‖`p :=

(
+∞

∑
k=0
|xk|p

) 1
p

si p ∈ [1,+∞), o bien ‖x‖`∞ := sup
k∈N
|xk|.

A.4 Operadores lineales
El concepto de operador lineal continuo jugará un rol fundamental a lo largo del curso.



A.4 Operadores lineales 229

A.4.1 Continuidad
PROPOSICIÓN 64 Supongamos que (E,‖ · ‖E) y (F,‖ · ‖F) son dos e.v.n., y supongamos que L : E→ F
es un operador lineal:

L(x+λy) = L(x)+λL(y), ∀x,y ∈ E, ∀λ ∈ R.

Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. existe una constante c > 0 tal que ‖L(x)‖F ≤ c‖x‖E, para todo x ∈ E;
2. L es continuo;
3. L es continuo en x = 0.

Ejemplo Supongamos que E = `p(R) con la respectiva norma, con p ∈ [1,+∞]. Consideremos el
operador shift a la derecha Sr : E→ E y el operador shift a la izquierda Sl : E→ E dados por

Sr(x) = (0,x0,x1,x2,x3, . . .) y Sl(x) = (x1,x2,x3,x4, . . .), ∀ x = {xk}k∈N ∈ E.

Claramente, Sl y Sr son lineales y continuos, pues

‖Sr(x)‖`p = ‖x‖`p y ‖Sl(x)‖`p ≤ ‖x‖`p , ∀ x ∈ E.

Observación Si E es de dimensión finita, entonces todo operador lineal será continuo. En efecto,
supongamos que dim(E) = n y sea {e1, . . . ,en} una base de E. Luego, el operador lineal L : E→ F
satisface:

‖L(x)‖F =

∥∥∥∥∥L

(
n

∑
k=1

xkek

)∥∥∥∥∥
F

=

∥∥∥∥∥ n

∑
k=1

xkL(ek)

∥∥∥∥∥
F

≤ máx
k=1,...,n

‖L(ek)‖F

n

∑
k=1
|xk|= c‖x‖1, ∀ x ∈ E.

Por otro lado, si dim(E) = +∞, entonces pueden existir operadores que sean lineales pero no continuos.
Más aún, siempre es posible construir un operador lineal discontinuo si dim(E) = +∞.

Ejemplo Consideremos E = C ([−1,1])∩C 1((−1,1)) con la norma del supremo ‖ · ‖∞. Definamos

L(x) = x′(0), ∀ x ∈ E.

Claramente, L es lineal, pero no es continuo, puesto que si se define la sucesión dada por

xk(t) =
1
k

sen(kt), ∀ t ∈ [−1,1].

Vemos que xk→ 0 uniformemente cuando k→+∞, sin embargo, L(xk) = cos(k ·0) = 1 con lo cual
L(xk)→ 1, pero L(0) = 0.

A.4.2 Espacio de operadores lineales continuos
Notación La colección de todos los operadores lineales continuos la denotaremos por LC(E,F).

Este conjunto también tiene la estructura de e.v.n. considerando la norma

‖L‖LC := sup
‖x‖E≤1

‖L(x)‖F, ∀ L ∈LC(E,F).

Notar que en particular ‖L(x)‖F ≤ ‖L‖LC‖x‖E para todo x ∈ E.

PROPOSICIÓN 65 Supongamos que (E,‖ · ‖E) y (F,‖ · ‖F) son e.v.n. . Si (F,‖ · ‖F) es un espacio de
Banach entonces (LC(E,F),‖ · ‖LC) también es un espacio de Banach.
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A.4.3 Teorema de Banach-Steinhaus
Una consecuencia del Lema de Baire es el Teorema de Banach-Steinhaus, también llamado

Principio de Acotamiento Uniforme, cuya importancia radica en que permite pasar de una cota puntual
a una cota global (uniforme) respecto a la norma de una familia de operadores acotados.

TEOREMA — Banach-Steinhaus. Supongamos que (E,‖ · ‖E) es un espacio de Banach, (F,‖ · ‖F) es
un e.v.n. y que tenemos una familia de operadores lineales continuos {Li}i∈I ⊆LC(E,F).

Si para todo x ∈ E tenemos que
sup
i∈I
‖Li(x)‖F <+∞,

entonces
sup
i∈I
‖Li‖LC <+∞.

COROLARIO 22 Supongamos que (E,‖ · ‖E) es un espacio de Banach, (F,‖ · ‖F) es un e.v.n. y que
{Lk}k∈N ⊆LC(E,F) es una sucesión dada.

Supongamos que lı́m
k→+∞

Lk(x) existe para cada x ∈ E (convergencia puntual), entonces el operador

L : E→ F dado por la fórmula

L(x) := lı́m
k→+∞

Lk(x), ∀ x ∈ E

es lineal continuo y satisface
‖L‖LC ≤ lı́minf

k→+∞

‖Lk‖LC <+∞.

A.5 Espacios de Hilbert
DEFINICIÓN Diremos que una función B : E×E→ R es un producto interno (también llamado
producto escalar) en E si satisface

B(x,y) = B(y,x) para todo x,y ∈ E.
x 7→ B(x,y) es lineal para todo y ∈ E fijo.
B(x,x)> 0 para todo x ∈ E\{0}.

Notación Si B : E×E→ R es un producto interno en E, en general usaremos la siguiente notación
para denotar al producto interno correspondiente:

〈x,y〉 := B(x,y), ∀x,y ∈ E.

Ejemplo En E := `2(R), el espacio de las sucesiones x = {xk}k∈N ⊆R tales que ‖x‖`2 <+∞ podemos
consider el producto interno

〈x,y〉 :=
+∞

∑
k=0

xkyk, ∀x,y ∈ `2(R).

PROPOSICIÓN 66 Supongamos que E es un e.v. y 〈·, ·〉 un producto interno en E. La función ‖ ·‖ : E→
[0,+∞) dada por

‖x‖ :=
√
〈x,x〉, ∀x ∈ E

es una norma en E y satisface las siguientes propiedades:
1. |〈x,y〉| ≤ ‖x‖‖y‖, para todo x,y ∈ E. (desigualdad de Cauchy-Schwarz);
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2. ‖x+ y‖2 = ‖x‖2 +2〈x,y〉+‖y‖2, para todo x,y ∈ E;

3.
∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥2

+

∥∥∥∥x− y
2

∥∥∥∥2

=
1
2
‖x‖2 +

1
2
‖y‖2, para todo x,y ∈ E. (identidad del paralelogramo)

DEFINICIÓN Sea E un e.v. dotado con el producto interno 〈·, ·〉. Diremos que (E,〈·, ·〉) es un espacio
de Hilbert si es un espacio de Banach con la norma inducida por el producto interno.

En tal caso, denotaremos indistintamente (E,〈·, ·〉) o bien (E,‖ · ‖E).

Ejemplos E := `2(R) con el producto interno 〈x,y〉 :=
+∞

∑
k=0

xkyk es un espacio de Hilbert.

A.5.1 Teorema de la proyección
El Teorema de la Proyección nos permite justificar la existence de un (único) elemento en K donde

se alcanza el ínfimo en la definición de la distancia de un punto a un conjunto. Un concepto fundamental
para la unicidad en este resultado es el de convexidad.

DEFINICIÓN

1. La distancia de un punto x ∈ E a un conjunto K ⊆ E es la cantidad

dist(x,K) := ı́nf
y∈K
‖x− y‖E.

2. Diremos que un conjunto C ⊆ E es convexo si y sólo si

λx+(1−λ )y ∈C, ∀ x,y ∈C, ∀ λ ∈ [0,1].

TEOREMA — Proyección. Supongamos que (E,‖ · ‖E) es un espacio de Hilbert. Supongamos que
K ⊆ E es un conjunto cerrado, convexo y no vacío. Luego para todo x ∈ E existe un único y ∈ K tal que

dist(x,K) = ‖x− y‖E.

Además, este punto está caracterizado como la única solución en K de la desigualdad

〈x− y,z− y〉 ≤ 0, ∀ z ∈ K.

Notación Dado x ∈ E, al punto y ∈ K dado por el teorema precedente lo llamaremos la proyección
de x sobre K y lo denotaremos por PK(x).

Observación Notemos que en el caso que K sea un s.e.v. de E la condición

〈x−PK(x),z−PK(x)〉 ≤ 0, ∀z ∈ K,

es equivalente a
〈x−PK(x),z−PK(x)〉= 0, ∀z ∈ K,

puesto que PK(x)−2z ∈ K cualquiera sea z ∈ K.

El Teorema de la Proyección también entrega información sobre la regularidad de la proyección de
un punto sobre un conjunto, cuando vemos al punto como una variable.

PROPOSICIÓN 67 Supongamos que (E,‖ · ‖E) es un espacio de Hilbert. Supongamos que K ⊆ E es un
conjunto cerrado, convexo y no vacío. La función x 7→ PK(x) es Lipschitz continua de módulo κ = 1,
es decir,

‖PK(x)−PK(y)‖E ≤ ‖x− y‖E, ∀x,y ∈ E.
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A.5.2 Teorema de Representación de Riesz
TEOREMA — Representación de Riesz. Supongamos que (E,‖ · ‖E) es un espacio de Hilbert. Para
todo L ∈LC(E,R) existe un único ϕL ∈ E tal que

L(x) = 〈x,ϕL〉, ∀ x ∈ E.

Observación Notemos también que ‖ϕL‖E = ‖L‖LC. En efecto, por la desigualdad de Cauchy-
Schwarz, vemos que

‖L‖LC = sup
‖x‖E≤1

|L(x)|= sup
‖x‖E≤1

|〈x,ϕL〉| ≤ ‖ϕL‖E.

Por otro lado, también tenemos

‖ϕL‖2
E = 〈ϕL,ϕL〉= L(ϕL)≤ ‖L‖LC‖ϕL‖E.

De donde podemos concluir que ‖ϕL‖E = ‖L‖LC; claramente, tenemos L≡ 0 si y sólo si ϕL ≡ 0.

A.5.3 Bases de un espacio de Hilbert
DEFINICIÓN Supongamos que (E,‖ ·‖E) es un espacio de Hilbert dotado de un producto interno 〈·, ·〉 y
{ek}k∈N ⊆ E es una sucesión dada. Diremos que {ek}k∈N es una base ortonormal completa de E si
{ek}k∈N es ortonormal, es decir,

〈ek,e j〉=

{
1 si k = j,
0 si no,

y además se cumple

∀x ∈ E, 〈x,ek〉= 0, ∀k ∈ N =⇒ x = 0 (A.1)

Observación
Una base ortonormal completa de E también se conoce con el nombre de base de Hilbert.
Gracias al Teorema de Hahn-Banach Geométrico (Corolario 7), la condición (A.1) es equivalente
a que el s.e.v. generado por {ek}k∈N sea denso en E.

PROPOSICIÓN 68 Todo espacio de Hilbert separable tiene una base ortonormal completa.

TEOREMA Supongamos que (E,‖ · ‖E) es un espacio de Hilbert. Si {ek}k∈N es una base ortonormal
completa de E, entonces

x =
+∞

∑
k=0
〈x,ek〉ek = lı́m

N→+∞

N

∑
k=0
〈x,ek〉ek, ∀x ∈ E

y además se verifica la identidad de Bessel-Parseval

‖x‖2
E =

+∞

∑
k=0
|〈x,ek〉|2, ∀x ∈ E
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DEFINICIÓN Una colección T de subconjuntos de X es una topología (sobre X) si:
X, /0 ∈T
A1,A2 ∈T =⇒ A1∩A2 ∈T .
∀α ∈ Λ, Aα ∈T =⇒

⋃
α∈Λ

Aα ∈T .

En tal caso, el par (X,T ) lo llamaremos espacio topológico y a los elementos de T conjuntos
abiertos. Como contra parte, si A ⊆ X es abierto, entonces diremos que B = X \A es un conjunto
cerrado.

Ejemplos
Tdisc = P(X) se llama la topología discreta y Ttriv = { /0,X} la topología trivial.
Si (X,T ) es un espacio topológico y K ⊆ X es un subconjunto,

T |K := {A∩K ∈P(X) | A ∈T }

es una topología sobre K, que llamaremos topología traza de K.
Si (X,d) es un e.m., entonces Td := {A∈P(X) | A es abierto en el e.m.} es una topología sobre
X. A la topología Td la llamaremos topología inducida por la métrica.

Notación Si (E,‖ · ‖E) es un e.v.n. y dE es la métrica inducida por la norma (dE(x,y) := ‖x− y‖E,
para todo x,y ∈ E), la topología TdE la llamaremos la topología de la norma o topología fuerte en E.
Si E = R, usaremos la notación TR.

DEFINICIÓN Supongamos que (X,T ) es un espacio topológico. Diremos que V ⊆ X es una vecindad
de x ∈ X si

∃A ∈T tal que x ∈ A⊆V.

Diremos que V es una vecindad abierta si V es abierto y que es una vecindad cerrada si V es cerrado.
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Notación Denotaremos por N (x) a la colección de todas las vecindades de x ∈ X. Además,
int(A) denotará el interior de un subconjunto A⊆ X, es decir el conjunto

int(A) := {x ∈ X | ∃V ∈N (x) tal que V ⊆ A} .

B denotará la adherencia de un subconjunto B⊆ X, es decir el conjunto

B := {x ∈ X | ∀V ∈N (x) se tiene que V ∩B 6= /0} .

PROPOSICIÓN 69 Supongamos que (X,T ) es un espacio topológico. Un subconjunto A⊆ X es abierto
si A = int(A) y un subconjunto B⊆ X es cerrado si B = B.

DEFINICIÓN Supongamos que (X,T ) es un espacio topológico. Diremos que Θ ⊆ T es una base
para la topología T si todo abierto se puede escribir como unión de elementos de Θ.

Observación Si Θ⊆T es una base para la topología T , dado x ∈ X tenemos V ∈N (x) si y sólo si

∃A ∈Θ tal que x ∈ A⊆V.

Ejemplo Si (X,d) es un e.m. y A ⊆ X es abierto, entonces para todo x ∈ A existe εx > 0 tal que
BX(x,εx)⊆ A. En particular,

A =
⋃
x∈A

BX(x,εx).

Luego,
Θd := {BX(x,ε) ∈P(X) | x ∈ X, ε > 0}

es una base para la topología inducida por la métrica d.

B.1 Funciones continuas
DEFINICIÓN Supongamos que (X,TX) e (Y,TY) son dos espacios topológicos. Diremos que f : X→Y
es continua en x ∈ X si:

∀V ∈N ( f (x)), ∃W ∈N (x) tal que f (W )⊆V.

Diremos que f es continua, si es continua en todo x ∈ X.

PROPOSICIÓN 70 Supongamos que (X,TX) e (Y,TY) son dos espacios topológicos. Luego, una
función f : X→ Y es continua si y sólo si:

f−1(A) ∈TX, ∀A ∈TY. (B.1)

Notación Si una función es continua, escribiremos f : (X,TX)→ (Y,TY) para enfatizar la relación
con las topologías.

Observación Si ΘY ⊆ TY es una base para la topología TY, entonces f : X→ Y es continua si y
sólo si

f−1(A) ∈TX, ∀A ∈ΘY. (B.2)

En efecto, basta notar que si A ∈ TY tenemos que existe una colección {Aα}α∈Λ ⊆ ΘY tal que
A =

⋃
α∈Λ Aα . En particular, tenemos que

f−1(A) =
⋃

α∈Λ

f−1(Aα) ∈TX

pues cada f−1(Aα) ∈TX gracias a (B.2).



B.2 Espacios Topológicos particulares 235

B.2 Espacios Topológicos particulares
Notación Si {Xα}α∈Λ es una colección de conjuntos, el espacio producto generado por {Xα}α∈Λ

será el conjunto
∏
α∈Λ

Xα := {(xα)α∈Λ | xα ∈ Xα , ∀α ∈ Λ} .

Si además, {(Xα ,Tα)}α∈Λ es una colección de espacios topológicos denotaremos por

Θ({Tα}α∈Λ) :=

{
∏
α∈Λ

Aα | Aα ∈Tα , ∀α ∈ Λ y ∃α1, . . . ,αn ∈ Λ tales que Aα = Xα ,∀α ∈ Λ\{α1, . . . ,αn}

}
.

El conjunto Θ({Tα}α∈Λ) lo llamaremos los cilindros abiertos del espacio producto.

Observación Si Xα 6= /0 para cada α ∈ Λ, entonces por el Axioma de elección tenemos que

∏
α∈Λ

Xα 6= /0.

PROPOSICIÓN 71 Supongamos que {(Xα ,Tα)}α∈Λ es una colección de espacios topológicos. Existe
una única topología sobre ∏

α∈Λ

Xα , que denotaremos por

⊗
α∈Λ

Tα ,

tal que Θ({Tα}α∈Λ) es una base para esta topología.
A esta topología la llamaremos la topología producto.

Notación Si (X,T ) es un espacio topológico, escribiremos xk → x para denotar que la sucesión
{xk}k∈N ⊆ X converge a x ∈ X, es decir,

∀V ∈N (x), ∃k0 ∈ N, tal que xk ∈V, ∀k ≥ k0.

DEFINICIÓN Diremos que un espacio topológico (X,T ) es Hausdorff si

∀x,y ∈ X, x 6= y, ∃Vx ∈N (x), Vy ∈N (y) tales que Vx∩Vy = /0.

PROPOSICIÓN 72 Supongamos que (X,T ) es un espacio topológico Hausdorff.
Si x ∈ X, entonces {x} ⊆ X es cerrado.
Si una sucesión {xk}k∈N ⊆ X converge, su límite es único.
Si K ⊆ X es un subconjunto, (K,T |K) es un espacio topológico Hausdorff.

PROPOSICIÓN 73 Supongamos que {(Xα ,Tα)}α∈Λ es una colección de espacios topológicos. Luego(
∏
α∈Λ

Xα ,
⊗
α∈Λ

Tα

)
es un espacio topológico Hausdorff si cada (Xα ,Tα) lo es.

DEFINICIÓN Diremos que un espacio topológico (X,T ) es compacto si es Hausdorff y cualquier
recubrimiento abierto de X admite un sub-recubrimiento finito, es decir, si {Aα}α∈Λ es una colección
de conjuntos abiertos de X tenemos

X⊆
⋃

α∈Λ

Aα =⇒ ∃α1, . . . ,αn ∈ Λ tal que X⊆
n⋃

k=1

Aαk .

Además, diremos que un subconjunto K ⊆ X es compacto si (K,T |K) es un espacio topológico
compacto.
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PROPOSICIÓN 74 Supongamos que (X,TX) e (Y,TY) son dos espacios topológicos Hausdorff y que
f : X→Y es una función continua. Si (X,TX) es compacto, entonces f (X) es un subconjunto compacto
de (Y,TY).

TEOREMA — Tychonoff. Supongamos que {(Xα ,Tα)}α∈Λ es una colección de espacios topológicos.(
∏
α∈Λ

Xα ,
⊗
α∈Λ

Tα

)
es un espacio topológico compacto si cada (Xα ,Tα) lo es

DEFINICIÓN Diremos que un espacio topológico Hausdorff (X,T ) es secuencialmente compacto si
toda sucesión tiene una subsucesión convergente.

Observación En general, la compacidad no es equivalente a la compacidad secuencial.

DEFINICIÓN Diremos que un espacio topológico (X,T ) es metrizable si existe una métrica tal que
T = Td , donde Td es la topología inducida por la métrica.

PROPOSICIÓN 75 Supongamos que (X,T ) es un espacio topológico metrizable. Luego, (X,T ) es
compacto si y sólo si es secuencialmente compacto.

B.3 Espacios vectoriales topológicos
DEFINICIÓN Supongamos que T es una topología sobre E (un espacio vectorial real). Diremos que el
par (E,T ) es un espacio vectorial topológico (abreviado e.v.t. en adelante) si las siguientes funciones
son continuas:

fsum : (E×E,T
⊗

T )→ (E,T ) dada por fsum(x,y) = x+ y, para todo x,y ∈ E;
fmult : (R×E,TR

⊗
T )→ (E,T ) dada por fmult(λ ,x) = λx, para todo λ ∈ R y x ∈ E.

Aquí T
⊗

T y TR
⊗

T denotan las topologías producto sobre E×E y R×E, respectivamente.

Ejemplo Todo e.v.n. (E,‖ · ‖E) es un e.v.t.

PROPOSICIÓN 76 Supongamos que (E,T ) es un e.v.t.
Para todo x ∈ E tenemos que N (x) = x+N (0).
Si E es de dimensión finita, entonces existe una única topología tal que (E,T ) es un e.v.t.
Hausdorff.

PROPOSICIÓN 77 Supongamos (E,TE) y (F,TF) son dos e.v.t. y que L : E→ F es un operador lineal.
Luego, L es continuo si y sólo si L es continuo en x = 0.

DEFINICIÓN Diremos que un conjunto S es
finito si existe N ∈ N y una función biyectiva ϕ : {1,2, . . . ,N}→ S.
(infinito) numerable si existe una función biyectiva ϕ : N→ S.
En tal caso, S = {xk}k∈N, donde xk = ϕ(k) para todo k ∈ N.

PROPOSICIÓN 78
Si S1 y S2 son conjuntos numerables, entonces S1∪S2 y S1×S2 son conjuntos numerables.
Si {Sk}k∈N es una sucesión de conjuntos numerables, entonces

⋃
k∈N

Sk es un conjunto numerable.

DEFINICIÓN Diremos que un e.v.n. (E,‖ ·‖E) es separable si existe un subconjunto numerable y denso
en E. En otras palabras, existe {xk}k∈N ⊆ E que satisface:

∀x ∈ E, ∀ε > 0, ∃k ∈ N tal que ‖x− xk‖E < ε.

Ejemplo (Rn,‖ · ‖Rn) es separable; basta tomar Qn como conjunto denso numerable



C. Teoría de la medida

Ahora presentaremos un resumen de resultados y definiciones básicas de teoría de la medida. Para
mayor detalles sobre las demostraciones de los resultados que enunciaremos en esta parte se recomienda
revisar el libro de J. San Martín [SanBook2017] y así como el libro de G. Folland [FolBook1999].

C.1 Espacios de Medida

DEFINICIÓN Supongamos que Ω es un conjunto no vacío. Una σ -álgebra sobre Ω es una colección
A ⊆P(Ω) de subconjuntos de Ω que satisface:

Ω ∈A ;
A\B ∈A para cada A,B ∈A ;⋃
k∈N

Ak ∈A si para cada k ∈ N tenemos Ak ∈A .

En tal caso, el par (Ω,A ) lo llamaremos espacio medible y los elementos de A conjuntos medibles.

Observación Si (Ω,A ) es un espacio medible, entonces /0 ∈A y
⋂
k∈N

Ak ∈A si para cada k ∈ N

tenemos Ak ∈A .

C.1.1 Borelianos y σ-álgebra producto

DEFINICIÓN Supongamos que Ω es un conjunto no vacío y T ⊆P(Ω) es una colección de subcon-
juntos de Ω. Definimos la σ -álgebra engendrada por T como la σ -álgebra más pequeña que contiene
a T :

σ(T ) :=
⋂

T ⊆A

{A |A es una σ -álgebra sobre Ω} .

Notación
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Si Ω ⊆ Rn y T es la topología traza sobre Ω, es decir, T = {A∩Ω | A es un abierto de Rn},
entonces σ(T ) se llama la σ -álgebra de Borel de Ω y la denotaremos B(Ω).
Los conjuntos que pertenecen a B(Ω) se llaman usualmente Borelianos o Borel medibles.
En el caso que Ω = R, escribiremos simplemente B en vez de B(Ω).
Si (Ω1,A1) y (Ω2,A2) son dos espacios medibles, denotaremos por A1⊗A2 a la σ -álgebra
sobre Ω1×Ω2 engendrada por A1×A2. A ésta la llamaremos la σ -álgebra producto.
Si (Ω1,A1) = (Ω2,A2) = (R,B), definiremos B2 = B⊗B, la cual será una σ -álgebra sobre
R2. De forma inductiva, definimos también Bn = Bn−1⊗B, la cual de forma similar será una
σ -álgebra sobre Rn (n≥ 2).

Observación Bn coincide con σ(TRn), donde TRn es la topología usual de Rn.

C.1.2 Medidas
DEFINICIÓN Una medida sobre un espacio medible (Ω,A ) es una función µ : A → [0,+∞] que
satisface:

µ( /0) = 0;

µ

(⋃
k∈N

Ak

)
=

∞

∑
k=0

µ (Ak) para toda colección {Ak}k∈N de conjuntos medibles y disjuntos.

En tal caso, a la tupla (Ω,A ,µ) la llamaremos espacio de medida.

TEOREMA — Hahn. Supongamos que F : R→ R es una función creciente y continua por la derecha.
Luego, existe una única medida µF : B→ [0,+∞] sobre (R,B) que verifica

µF((a,b]) = F(b)−F(a), ∀a ∈ R∪{−∞}, b ∈ R∪{+∞}, a < b.

Notación
La medida µF la llamamos la medida de Lebesgue-Stieltjes asociada a F .
En el caso F(x) = x, a µF la llamamos la medida de Lebesgue y la denotaremos m.
La medida de Lebesgue corresponde a la noción usual de largo de un intervalo real.

C.1.3 Conjuntos Lebesgue medibles
DEFINICIÓN Sea (Ω,A ,µ) un espacio de medida.

Diremos que un conjuntos N ⊆Ω es despreciable si existe A ∈A tal que N ⊆ A y µ(A) = 0.
Una σ -álgebra A es completa si contiene a todos los conjuntos despreciable de (Ω,A ,µ).
Un espacio de medida (Ω,A ,µ) es una completación de (Ω,A ,µ) si A es completa para
(Ω,A ,µ), A ⊆A yµ|A = µ .

PROPOSICIÓN 79 Sea (Ω,A ,µ) un espacio de medida. Denotemos por N la colección de conjuntos
despreciables respecto a (Ω,A ,µ) y definamos

A = {A∪N | A ∈A , N ∈N }.

Luego, A es una σ -álgebra y existe una única medida µ tal que (Ω,A ,µ) es una completación de
(Ω,A ,µ).

Notación
En el caso que Ω = R, escribiremos (R,L ,m) para denotar a la completación de (R,B,m).
A L la llamaremos la σ -álgebra de Lebesgue y a los conjuntos de L Lebesgue-medibles.
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C.1.4 Medida producto
DEFINICIÓN Una medida sobre un espacio medible (Ω,A ) se dirá σ -finita si existe una colección
numerable de conjuntos medibles {Ak}k∈N tal que µ (Ak) ∈ R para todo k ∈ N y Ω =

⋃
k∈N

Ak.

En tal caso, diremos que tupla (Ω,A ,µ) es un espacio de medida σ -finita.

Ejemplos
Toda medida de Lebesgue-Stieltjes µF sobre (R,B) es σ -finita.
La completación de un espacio de medida σ -finita también lo es. En particular, (R,L ,m)
también es un espacio de medida σ -finita.

TEOREMA Supongamos que (Ω1,A1,µ1) y (Ω2,A2,µ2) son dos espacios de medida σ -finita. Luego,
existe una única medida σ -finita µ1⊗µ2 : A1⊗A2→ [0,+∞] sobre (Ω1×Ω2,A1⊗A2) que verifica

µ1⊗µ2(A1×A2) = µ1(A1) µ2(A2), ∀A1 ∈A1, A2 ∈A2.

Notación
Si (Ω1,A1,µ1) = (Ω2,A2,µ2) = (R,B,m), denotaremos por m2 a la medida producto m⊗m
sobre B2. Inductivamente, denotaremos también por mn =mn−1⊗m a la medida producto sobre
Bn (n≥ 2).
(Rn,L n,mn) denotará la completación de (Rn,Bn,mn). A L n la llamaremos la σ -álgebra de
Lebesgue en Rn.

C.2 Integral de Lebesgue
C.2.1 Funciones medibles

Supongamos que (Ω,A ) es un espacio medible.

DEFINICIÓN Diremos que una función f : Ω→ R es medible si f−1(B) ∈A para todo B ∈B.

PROPOSICIÓN 80
1. f : Ω→ R es medible si y sólo si

{x ∈Ω | f (x)< a} ∈A , ∀a ∈ R.

2. Si { fk}k∈N es una sucesión de funciones medibles, entonces también serán funciones medibles:

sup
k∈N

fk, ı́nf
k∈N

fk, lı́msup
k→+∞

fk y lı́minf
k→+∞

fk.

Además, si fk → f puntualmente (i.e. fk(x)→ f (x) para todo x ∈ Ω), entonces f es también
medible.

Notación En el caso Ω⊆ Rn:
Si A = B(Ω) diremos que la función es Boreliana.
Si A = L (Ω) diremos que la función es Lebesgue medible.

C.2.2 Funciones simples
Notación Dado un conjunto A⊆ Ω, denotaremos por 1A : Ω→ R a la función característica del
conjunto A:

1A(x) :=

{
1 si x ∈ A,
0 si x /∈ A.
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DEFINICIÓN Supongamos que (Ω,A ) es un espacio medible. Diremos que una función f : Ω→ R es
simple si existen a1, . . . ,an ∈ R y A1, . . . ,An ∈A disjuntos tales que

f (x) =
n

∑
k=1

ak1Ak(x), ∀x ∈Ω.

Observación Toda función simple es una función medible, pues f−1(B) = /0 o bien

f−1(B) =
⋃
{Ak | tal que ak ∈ B}.

PROPOSICIÓN 81 Supongamos que (Ω,A ) es un espacio medible y que f : Ω→ R es una función
medible. Luego existe una sucesión de funciones simples { fk}k∈N que converge puntualmente a f .

Además, si f ≥ 0 podemos asumir que fk ≥ 0 y que fk↗ f puntualmente (i.e. fk(x)↗ f (x) para
todo x ∈Ω).

C.2.3 Funciones integrables
DEFINICIÓN — Integral. Supongamos que (Ω,A ,µ) un espacio de medida y que f : Ω→ R es una
función medible.

1. Si f es una función simple con f =
n

∑
k=1

ak1Ak , entonces la integral de f será la cantidad

∫
Ω

f dµ =
n

∑
k=1

akµ(Ak) ∈ [0,+∞].

2. Si f ≥ 0, entonces tomando una sucesión de funciones simples positivas { fk}k∈N tales que
fk↗ f puntualmente, la integral de f será la cantidad∫

Ω

f dµ = lı́m
k→+∞

∫
Ω

fkdµ.

En cualquier de estos casos diremos que f es integrable si
∫

Ω

f dµ ∈ R.

Observación En el segundo caso, la definición es independiente de la sucesión de funciones simples
{ fk}k∈N tomada.

C.2.4 Teoremas de convergencia
Supongamos que (Ω,A ,µ) es un espacio de medida. Ahora revisaremos dos resultados fundamen-

tales que permiten intercambiar límites con integrales.

TEOREMA — Convergencia monótona. Supongamos que { fk}k∈N es una sucesión de funciones
medibles positivas tales que fk↗ f puntualmente. Entonces,∫

Ω

fkdµ ↗
∫

Ω

f dµ.

LEMA — Fatou. Supongamos que { fk}k∈N es una sucesión de funciones medibles positivas. Entonces,∫
Ω

lı́minf
k→+∞

fkdµ ≤ lı́minf
k→+∞

∫
Ω

fkdµ.
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C.2.5 Funciones integrables (definición general)
DEFINICIÓN — Integral. Supongamos que (Ω,A ,µ) es un espacio de medida. Diremos que una
función medible f : Ω→ R es integrable si f+ y f− son integrables. En tal caso, la integral de f será
la cantidad ∫

Ω

f dµ =
∫

Ω

f+dµ−
∫

Ω

f−dµ.

Aquí f+ = máx{ f ,0} y f− = −mı́n{ f ,0}. Notemos que ambas son funciones medibles positivas y
cumplen f = f+− f−.

Notación
Denotaremos por L 1

µ (Ω) al conjunto de funciones f : Ω→R que sean integrables en (Ω,A ,µ).
Si (Ω,A ,µ) = (R,B,m) o (Ω,A ,µ) = (R,L ,m), escribiremos la integral como∫

R
f (x)dx :=

∫
R

f dm.

PROPOSICIÓN 82 L 1
µ (Ω) es un espacio vectorial. Además dados f ,g ∈L 1

µ (Ω) tales que f ≤ g se
cumple que ∫

Ω

f dµ ≤
∫

Ω

gdµ.

Observación Dado A ∈A y f ∈L 1
µ (Ω), tenemos f ·1A ∈L 1

µ (Ω), y definimos

∫
A

f dµ :=
∫
R

f ·1Adµ y
∫ b

a
f (x)dx :=

∫
(a,b)

f dm.

C.2.6 Teoremas de integración
Ahora revisaremos dos resultados de gran importancia respecto a funciones integrables. Para

comprender el primer teorema necesitamos la noción de convergencia en casi todo punto (c.t.p.).

DEFINICIÓN Supongamos que (Ω,A ,µ) es un espacio de medida. Diremos que una sucesión de
funciones medibles { fk}k∈N converge c.t.p. a una función medible f : Ω→ R si el conjunto{

x ∈Ω | lı́minf
k→+∞

fk(x)< lı́msup
k→+∞

fk(x)
}
∪
{

x ∈Ω | lı́m
k→+∞

fk(x) 6= f (x)
}

es un conjunto despreciable. En tal caso esto lo denotaremos por fk→ f c.t.p..

Notación Si f : Ω→ R y g : Ω→ R son dos funciones medibles, escribiremos f ≤ g c.t.p. si
{x ∈Ω | f (x)> g(x)} es un conjunto despreciable.

TEOREMA — Convergencia dominada de Lebesgue. Supongamos que (Ω,A ,µ) es un espacio de
medida. Supongamos que f : Ω→ R es una función medible y que existe { fk}k∈N ⊆L 1

µ (Ω) tal que
fk→ f c.t.p.. Si existe g ∈L 1

µ (Ω) tal que | fk| ≤ g c.t.p. para todo k ∈ N, entonces f ∈L 1
µ (Ω) con

lı́m
k→+∞

∫
Ω

| f − fk|dµ = 0 y lı́m
k→+∞

∫
Ω

fkdµ =
∫

Ω

f dµ.

El segundo teorema que revisaremos, permite en particular justificar el cambio de orden en el
calculo integrales iteradas.
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TEOREMA — Fubini. Supongamos que (Ω1,A1,µ1) y (Ω2,A2,µ2) son dos espacios de medida σ -finita.
Si f ∈L 1

µ1⊗µ2
(Ω1×Ω2), entonces existen conjunto despreciables N1 ⊆Ω1 y N2 ⊆Ω2 tales que

fx := f (x, ·) ∈L 1
µ2
(Ω2) para todo x ∈Ω1 \N1 y f y := f (·,y) ∈L 1

µ1
(Ω1) para todo y ∈Ω2 \N2;

g ∈L 1
µ1
(Ω1) y h ∈L 1

µ2
(Ω2), donde

g(x) := 1Ω1\N1(x) ·
∫

Ω2

fxdµ2 y h(y) := 1Ω2\N2(y) ·
∫

Ω1

f ydµ1, ∀x ∈Ω1, y ∈Ω2.

Además tenemos que

∫
Ω1×Ω2

f dµ1⊗µ2 =
∫

Ω1

(∫
Ω2

fxdµ2

)
dµ1 =

∫
Ω2

(∫
Ω1

f ydµ1

)
dµ2

Notación En el caso (Ω1,A1,µ1) = (Ω2,A2,µ2) = (R,B,m), la integral doble la escribiremos como

∫
R2

f dm⊗m=
∫
R2

f (x,y) dxdy =
∫
R

(∫
R

f (x,y)dx
)

dy =
∫
R

(∫
R

f (x,y)dy
)

dx.

Lo mismo será válido para el caso (Ω1,A1,µ1) = (Ω2,A2,µ2) = (R,L ,m)

C.3 Espacios Lp

C.3.1 Definiciones básicas

DEFINICIÓN Supongamos que (Ω,A ,µ) es un espacio de medida. Dado p ∈ [1,+∞), denotaremos
por L p

µ (Ω) al conjunto de funciones f : Ω→ R medibles tales que | f |p ∈L 1
µ (Ω), es decir,

f ∈L p
µ (Ω) ⇐⇒ f : Ω→ R es medible y

∫
Ω

| f |pdµ ∈ R.

Además, para f ∈L p
µ (Ω) escribiremos ‖ f‖Lp :=

(∫
Ω

| f |pdµ

) 1
p

.

También denotaremos por L ∞
µ (Ω) al conjunto de funciones f : Ω→R medibles tales que ‖ f‖L∞ ∈

R, donde
‖ f‖L∞ := ı́nf

a≥0
{a | | f | ≤ a c.t.p.} .

Observación Si Ω = N, A = P(N) y µ : P(N)→ [0,+∞] es la medida de conteo:

µ(A) :=

{
card(A) si A es finito,
+∞ si no,

tenemos que L p
µ (N)∼= `p(R) para p ∈ [1,+∞]. En este caso, toda función f : N→ R es medible y se

puede asociar a una sucesión {xk}k∈N ⊆ R, donde f (k) = xk, para todo k ∈ N. En tal caso tenemos que

∫
N
| f |pdµ =

+∞

∑
k=0
|xk|p e ı́nf

a≥0
{a | | f | ≤ a c.t.p.}= sup

k∈N
|xk|.
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C.3.2 Espacios Lp

Notación Dadas f : Ω→ R y g : Ω→ R, escribiremos f = g c.t.p. si {x ∈Ω | f (x) 6= g(x)} es
despreciable.

Observación
Si f ,g ∈L p

µ (Ω) son iguales c.t.p., entonces ‖ f‖Lp = ‖g‖Lp .
La igualdad c.t.p. induce una relación de equivalencia: f ∼ g ⇐⇒ f = g c.t.p..
Si [ f ] corresponde a la clase de equivalencia de f ∈ L p

µ (Ω), entonces podemos definir una
norma en este espacio via la fórmula ‖[ f ]‖Lp := ‖ f‖Lp .

DEFINICIÓN Supongamos que (Ω,A ,µ) es un espacio de medida. Dado p ∈ [1,+∞], denotaremos
por Lp

µ(Ω) al conjunto cociente L p
µ (Ω)/∼. En otras palabras,

Lp
µ(Ω) :=

{
[ f ] | f ∈L p

µ (Ω)
}
.

donde [ f ] = {g : Ω→ R medible | f = g c.t.p.}
Observación Abusando de la notación, escribiremos f ∈ Lp

µ(Ω), donde f es un representante de la
clase de equivalencia.

C.3.3 Algunas propiedades de los espacios Lp

TEOREMA Supongamos que (Ω,A ,µ) un espacio de medida y p ∈ [1,+∞]. Luego,(Lp
µ(Ω),‖ · ‖Lp) es

un espacio de Banach y además, (L2
µ(Ω),‖ · ‖L2) es un espacio de Hilbert con el producto interno

〈 f ,g〉 :=
∫

Ω

f ·g dµ, ∀ f ,g ∈ L2
µ(Ω).

TEOREMA — Desigualdad de Hölder. Supongamos que (Ω,A ,µ) un espacio de medida y p,q ∈
[1,+∞] son tales que 1

p +
1
q = 1. Luego, si f ∈ Lp

µ(Ω) y g ∈ Lq
µ(Ω), entonces f ·g ∈ L1

µ(Ω) y además

‖ f ·g‖L1 ≤ ‖ f‖Lp‖g‖Lq

COROLARIO 23 Supongamos que (Ω,A ,µ) un espacio de medida y p,q ∈ R son tales que 1≤ p≤
q≤+∞. Si µ(Ω) ∈ R, entonces L∞

µ (Ω)⊆ Lq
µ(Ω)⊆ Lp

µ(Ω)⊆ L1
µ(Ω) y tenemos que

‖ f‖Lp ≤ µ(Ω)
1
p−

1
q ‖ f‖Lq , ∀ f ∈ Lq

µ(Ω).

C.4 Medidas de Radon
TEOREMA — Representación de Riesz-Radon. Supongamos que X⊆Rn es un subconjunto compacto
y no vacío, y que ` ∈LC (C (X),R) es un funcional lineal continuo y positivo, es decir,

`(g)≥ 0 ∀g ∈ C (X) tal que g≥ 0.

Luego existe una única medida Boreliana finita ν : B(X)→ R tal que

`(g) =
∫

X
g dν , ∀g ∈ C (X).

PROPOSICIÓN 83 Supongamos que X ⊆ Rn es un subconjunto compacto y no vacío. Para todo ` ∈
LC (C (X),R), existen `1, `2 ∈LC (C (X),R) funcionales lineales continuos y positivos, tales que
`= `1− `2.

En particular, existen dos medidas Borelianas finitas ν1 : B(X)→ R y ν2 : B(X)→ R tales que

`(g) =
∫

X
g dν1−

∫
X

g dν2, ∀g ∈ C (X).
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C.5 Teorema de Radon-Nikodým
DEFINICIÓN Supongamos que µ : : A → [0,+∞] y ν : : A → [0,+∞] son dos medidas sobre un
espacio medible (Ω,A ). Diremos que ν es absolutamente continua con respecto a µ , denotado
ν � µ , si se cumple

∀A ∈A , µ(A) = 0 =⇒ ν(A) = 0.

TEOREMA — Radon-Nikodým. Supongamos que (Ω,A ) es un espacio medible y que además
µ : A → [0,+∞) y ν : : A → [0,+∞) son dos medidas finitas. Si ν � µ , entonces existe una función
g ∈ L1

µ(Ω) (únicamente determinada) que satisface

ν(A) =
∫

A
g dµ, ∀A ∈A .

Observación El Teorema de Radon-Nikodým también es válido si µ : : A → [0,+∞] y ν : : A →
[0,+∞] son dos medidas σ -finitas, en tal caso g : Ω→R es sólo médible (no necesariamente integrable).
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