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Prefacio

Este apunte ha sido redactado con la finalidad de proveer a estudiantes de los programas de
Ingenieria de la Universidad Técnica Federico Santa Maria con herramientas basicas de Optimizacion
No Lineal'. Estas notas cubren aspectos generales de la optimizacién en espacio abstracto, asi como
resultados més especificos para espacios vectoriales normados. Los contenidos cubren resultados de
existencia de soluciones, caracterizaciones de estas, criterios analiticos para encontrarlas (condiciones
de optimalidad) y también métodos iterativos para aproximar soluciones éptimas.

Las notas aqui presentadas fueron organizadas de forma tal de cubrir los contenidos del curso
Optimizacion No Lineal (MAT279) que imparte regularmente el Departamento de Matematica de la
Universidad Técnica Federico Santa Maria. Este curso es parte de la malla de la carrera Ingenieria Civil
Matemdtica, y como tal requiere herramientas abstractas de Andlisis. Sin embargo, todos los resultados
expuestos en el apunte han sido escritos de forma general, por lo cual cualquier estudiante de ingenieria
con un conocimiento basico en Andlisis en R" y Algebra Lineal puede comprender el material expuesto
en estas notas.

Esta es la segunda version del apunte, y pese a que muchos errores tipograficos fueron corregidos,
atn pueden quedar algunos. Todo posible error que el lector pueda encontrar en las notas es de nuestra
exclusiva responsabilidad. Agradecemos hacer llegar comentarios y observaciones a cualquiera de los
autores.

Luis BRICENO Cristopher HERMOSILLA
Campus San Joaquin ° Casa Central
Santiago Valparaiso

El término No Lineal debe ser entendido en este contexto como No Necesariamente Lineal.
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Notacion basica

Conjuntos basicos
R

Rn

RU {+oo}

N

Miycm(R)

Sl’l

S" (R)

S, (R)

Conjuntos Genéricos
E

S

Bg(x,r)

Bg

intS

S

Conjuntos Especiales
dom(f)

epi(f)

Ly (f)

argming(f)

Numeros Reales.

Conjunto de n-tuplas de Numeros Reales.

Numeros Reales (superiormente) extendidos.

Numeros Naturales

Matrices a coeficientes reales de dimensién n X m

Matrices reales simétricas de dimensién n

Matrices reales simétricas semi-definidas positivas de dimensién n
Matrices reales simétricas definidas positivas de dimension n

Espacio ambiente

Conjunto de restricciones

Bola cerrada de radio r > 0 y centro x € E de un espacio métrico (E,d)
Bola cerrada unitaria de un espacio vectorial normado (E, || - )

interior de S

adherencia de S

Dominio efectivo de f: E — RU {400}

Epigrafo de f : E — RU {+}

Conjunto de subnivel de f : E — RU{+e} y pardmetro y € R
Conjunto de minimos de f : E — RU {400}
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Normas y productos internos

n
Wl = [ L
i=1

-l
xly= in)’i
i=1
<'7 >
Operadores funcionales
Vf
Df(x)(-)
V2f
D*f(x)(-,)

Norma Euclideana de x = (xy,...,x,) € R"

Norma de un espacio vectorial arbitrario E
Producto interno de x = (x1,...,x,) € R" ey = (y1,...,ys) €ER"

Producto interno de un espacio Euclideano arbitrario E

Gradiente de f: E — RU {+oo}

Diferencial de Gateaux de f : E -+ RU{+}enx € E

Matriz Hessiana de f : R" — RU {+oo}

Segundo Diferencial de Gateaux de f: E — RU {4} enx € E









1. Introduccién a la Optimizacion

El objetivo central de este curso es estudiar problemas de optimizacién:
Minimizar f(x) sobre todos los x € E que satisfacen la restriccién x € S. P)

En nuestro contexto E serd un espacio vectorial normado (usualmente un espacio de Hilbert), la
funcién f : E — R serd un criterio a minimizar, el cual llamaremos funcién objetivo y el conjunto
S C E representara las restricciones impuestas sobre el problema de interés.

El valor numérico que toma el problema (P) estd dado por

val (P) = infg(f) := irelg{f(x) | xe S},

el cual queda bien definido si adoptamos la convencién val (P) = +o0 := sup{RR} para el caso S = 0.
Por otra parte, una solucién del problema (P) sera llamada dptimo o minimo, y corresponderd a un
punto X € E que verifique la condicién

f(x) < f(x) paratodo x € E tal que x € S.

Una solucién 6ptima del problema (P) se dird estricto si la condicién anterior se tiene con desigualdad
estricta para todos los puntos diferentes al minimo, es decir

f(X) < f(x) para todo x € E tal que x € S\ {x}.

En caso de haber un 6ptimo, y para para enfatizar la existencia de éste, el valor numérico que toma
el problema (P) se escribira

val (P) = ming(f) := Irgél{f(x) | xeS}.
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El conjunto de soluciones del problema (P) se denotard por
sol (P) = argming(f) :={x € S| f(x) = val(P)}.

En este capitulo nos enfocaremos en la existencia de minimos para el problema (P) en un contexto
abstracto, es decir, en criterios para determinar que el conjunto sol (P) sea no vacio. En particular,
estudiaremos la nocién de semicontinuidad inferior y algunas nociones de compacidad.

Notemos que supg(f) := sup,cg{f(x) | x € S} = —infg(—f). Por lo tanto la teoria que desarro-
llaremos en este curso puede ser igualmente aplicada a problemas donde se busca maximizar
la funcién objetivo en vez de minimizarla, tomando en cuenta el cambio de signo descrito
anteriormente. Formulaciones del tipo maximizacién aparecen tipicamente en Economdia.

Clases de problemas de optimizacién destacados

Antes de continuar con la teoria, revisaremos algunos problemas de optimizacion cuyas estructuras
los hacen facilmente reconocibles.

Programacién lineal

Esta clase de problemas busca minimizar una funcién objetivo lineal sobre el espacio E = R”
n
fx)=c'x= Z CiXi
i=1

donde ¢ € R", y sujeto a un conjunto de restricciones que se pueden escribir como poliedros
S={xeR"| Ax<b, x>0},

con A € M,,,(R), una matriz a coeficientes reales de dimensién n x m, y b € R™.
Problemas de este estilo aparecen frecuentemente en economia, donde la funcion objetivo representa
un costo o bien una utilidad (visto como problema de maximizacion).

Programacion semidefinida

Esta clase de problemas es el andlogo de la programacion lineal sobre el espacio vectorial de
matrices simétricas de dimensién n, que denotamos por S"(R). Se busca minimizar una funcién
objetivo lineal

fX)=u(CX) = Xn: GijXij

ij=1

con C € S"(R) sujeto a un conjunto de restricciones que se pueden escribir como
S={XeS"R)| tr(A;X)=b;, i=1,....,m, X =0},

conAy,...,A, € S"(R), matrices dadas y by, ...,b,, € R. Lanotacién X = 0 para X € S"(R) significa
que X es semi-definida positiva.
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Optimizacion Espectral

Muchas veces, cuando se trabaja con matrices, es mas importante conocer sus valores propios que
la matriz misma. La optimizacidn espectral corresponde a problemas donde la funcién objetivo depende
de los valores propios de una matriz y no directamente de la matriz. Al igual que en el caso anterior,
el problema se plantea sobre el espacio S"(R). Recordemos que si X € S"(R), entonces sus n valores
propios son Reales. Esto permite definir la funcién espectral A : S"(R) — R” por

AX)=(M(X),...,. (X))

donde A;(X) > ... > A,(X) son valores propios de X ordenados de forma decreciente. Luego un
problema de optimizacién espectral corresponde a minimizar una funcién objetivo del tipo

f(X) =goA(X) =g(A(X)) =gl (X), .., (X))
con g : R” — R alguna funcién dada.

Control Optimo en tiempo discreto

Esta clase de problemas, el primero en dimension infinita que mencionaremos, consiste en minimizar
un funcional cuyo argumento es una sucesion generada por una regla de recurrencia inductiva

Xk+1 :¢(Xk,uk), \V/keN,

donde ¢ : R" x R™ — R" es un campo vectorial dado. El problema consiste en minimizar, para un
cierto costo g : R" x R™ y factor de descuento A > 0, un funcional del tipo

f () = ;elkg<xk,uk>

En este caso, los espacio naturales para estudiar el problema son E = £,(R") x £,(R™), donde ¢,(R")
es el espacio de la sucesiones {a; } en RY tales que la siguiente serie converge

oo

Y lar]" < oo
k=0

Cdilculo de Variaciones

Esta clase de problemas, también de dimensién infinita, consiste en minimizar un funcional cuyo
argumento es una curva en el espacio x : [a,b] — R™:

b
10 = [ Lexte), 50t
a
donde L : [a,b] x R" x R" es una funcién llamada Lagrangiano. El espacio natural para plantear tales

problemas es E = AC"[a,b], el espacio espacio de la curvas absolutamente continuas, es decir las
funciones x : [a,b] — R" que satisfacen, para ciertos &i,...,&, € Ry vy,...,v, € L'[a,b]

t
xi(t) = é,-—&—/ vi(s)ds, Vt € [a,b], Vi=1,...,n.



1.2

16 Capitulo 1. Introduccién a la Optimizacién

Problemas de Célculo de Variaciones, tipicamente buscan minimizar el costo integral descrito
anteriormente, sujeto a que los puntos extremos de las trayectorias estan previamente prescritos, es
decir, para ciertos o, 3 € R”, el conjunto de restricciones estd dado por

S ={x€AC"[a,b] | x(a) = a, x(b) =B}.

Esta clase de problemas de optimizacién aparecen muchas veces en mecénica, donde x representa la
trayectoria de una particula en el espacio y x su velocidad.

Mencionamos también una clase particular de problemas de Célculo de Variaciones, donde ademas
de la restriccién sobre los puntos extremos de la trayectoria, se considera una restriccién integral del
estilo

b
/a 2(t,x(1),£(1)) = c.

Estos problemas se conocen como problemas isoperimétricos y su nombre estd motivado por problemas
en el plano R? donde el largo de la curva est fijo, es decir:

/ab \/(xl (£))2+ (%2(2))%dt = c.

Control ()ptimo en tiempo continuo

Esta clase de problemas son una extension de los problemas de Célculo de Variaciones y correspon-
den a problemas donde la velocidad de las trayectorias estdn determinada por una ecuacién diferencial
ordinaria que dependen de un pardmetro (el control). Més aun, el funcional a ser minimizado puede
considerar costos explicitos sobre los puntos extremos, es decir, en Control Optimo se busca minimizar
un funcional del tipo

b
| 2 ax0.u0)di+g(x(a) x(®))
a
sujeto a una restriccion dindmica sobre la velocidad
x(t) = (t,x(t),u(t)), y ul)cUCR"™ ctpt€]la,b]

donde u : [a,b] — R™ es una funcién medible, llamada control o input. En este caso tenemos que
Z :]a,b] x R" x R™ — R es una funcién de costo acumulativa mientras que g : R” x R” — R es una
funcién de costo sobre los puntos extremos de la trayectoria.

Bajo condiciones estdndar, la ecuacién diferencial estd bien puesta, en el sentido que cada funcién
medible u : [a,b] — R™ produce una tnica solucién si la condicion inicial estd dada. Lo que implica,
en principio, que el espacio natural para buscar minimos es el conjunto de funciones medibles valores
en el conjunto U C R™. Este espacio tiene pocas propiedades topoldgicas favorables, lo cual no lo
hace un buen candidato para plantear los problemas de control. En cursos més avanzados se verd que
tal dificultad puede ser salvada usando teoremas de seleccién y una formulacion equivalente sobre el
espacio E = AC"[a, D).

Problemas industriales de actualidad

Ahora mencionaremos algunos problema de optimizacién que son actualmente utilizados en
aplicaciones industriales de interés practico. Estos problemas serdn en particular nuestra principal
motivacion para estudiar métodos numéricos en capitulos més avanzados.
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Compresion y recuperacion de imagenes

Consideremos una imagen de n X m pixeles (con N = nm grande) en escala de grises representada
por una matriz X € M,,,,([0,255]), donde para todo i € {1,...,n}y j € {1,...,m}, la componente
(i, j) de la matriz X, denotada X;; representa la intensidad de luminosidad del pixel (i, j), que puede
variar entre O (negro) y 255 (blanco).

La imagen se quiere comprimir a través de una matriz conocida A € M, n(R) de modo que
z:= Ax € R” es la imagen comprimida (p < N), donde % € RY es un vector que representa a la matriz
X via la relacion

Xn(j—1)+i :X,'j, Vie{l,...,n}, je{l,...,m}.
Luego el problema de recuperacién de imdgenes consiste en encontrar una buena aproximacion de ¥,
conociendo z, bajo supuestos a priori sobre X.

Se dice que la imagen original es parsimoniosa (sparse en inglés) en alguna base ortonormal
vi,...,vy (llamada wavelet), si X = nyzl Yivi, pocos y; no nulos. Muchas imdgenes son parsimoniosas
en algunas bases de wavelets, lo que indica que la imagen puede ser muy bien representada a través de
pocos elementos de la base. Notar que si F' € My (R) es la matriz cuadrada que tiene como columnas

los vectores ortonormales vy, ..., vy, se tiene que ¥ = Fy, cony = (yi,...,yn) y F' = F~!, de donde
y=FTx%.
Si suponemos que la imagen ¥ es parsimoniosa con respecto a vy, ..., vy, entonces el vector y = F ' &

tiene muchas componentes nulas lo que significa que
Il == i € {1,....N} : yi # 0}
es un nimero pequefio. Por lo tanto, una manera de aproximar x es considerar el problema
Minimizar ||F " x||o sobre todos los x € RY que satisfacen la restriccién Ax = z.

Como la funcién x — ||x||o tiene malas propiedades, una relajacion ampliamente usada en restaura-
ci6én de imdgenes consiste en usar la norma |[y||; = Y, |yi|, de donde se obtiene el problema

Minimizar ||F " x||; sobre todos los x € RY que satisfacen la restriccién Ax = z.

A su vez, una forma de aproximar el problema anterior es usar penalizacién del tipo
e T 1 2 N
Minimizar ||F ' x||; + I|Ax—z| sobre todos los x € R™.

donde A > 0 es un pardmetro que modela cudnta preferencia al ajuste Ax = z se tiene sobre la parsimonia
de F"x. La ventaja de este tltimo problema es que no tiene restricciones adicionales.

Mercado de uso de suelo

Consideremos una ciudad con n zonas y m tipos de hogares que buscan localizarse, indexados
pori€ {l,...,n} y h € {1,...,m}, respectivamente. Para cada zona i € {1,...,n} y tipo de hogar
he€{1,...,m}, denotamos S; la oferta inmobiliaria en la zona i y Hj el nimero de hogares de tipo &
que buscan localizarse. Por simplicidad, supondremos que el mercado esté en equilibrio, es decir, que
hay tantas casas disponibles como hogares a localizarse en la ciudad. Esto se representa en términos
matematicos como sigue:

Si=Y Hy,

i=1 h=1

(ngE
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Por otra parte, supondremos que se conocen las preferencias de cada tipo de hogar en cada zona.
Mas precisamente, tenemos acceso a Cy; que es una medida de utilidad percibida por un hogar tipo
he{l,...,m}enlazonaic {l,...,n}. En este problema se busca una localizacién de hogares en
zonas tal que se maximice la utilidad total de los hogares y se satisfagan las restricciones de oferta y
demanda. M4s precisamente, el problema es

n m
Maximizar Y Y CpXj; sobre 1os X € Mi,n(R)
i=1h=1
tales que Y Xni=Hp, YVh=1,....m

Yo 1 Xni =S, Vi=1,....n
X;j>0,Vi=1,....n, ,Vh=1,....m.

\

La componente Xj; de la matriz X € M., (R) representa en este caso la cantidad de hogares tipo &
que se localizan en la zona i. Este es problema se puede formular como un problema de programacién
lineal y puede ser resuelto por el método simplex. Las soluciones de este tipo de problemas se encuentran
en los extremos del poliedro que generan las restricciones lineales y son altamente sensibles a los
valores de las utilidades de la matriz C, pudiendo pasar Xp; de 0 a H, si Cj; pasa de no ser el méximo
valor entre Cy,1,...,Cpy a serlo, por ejemplo. En el caso en que existe incertidumbre en la estimacion de
las utilidades, en la literatura es ampliamente utilizado agregar una penalizacién entrépica, obteniendo
el problema

n m
1
Maximizar Y Y CpiXpi+ IXh,-(log(Xh,-) —1) sobre los X € M, (R)
i=1h=1

tales que Yt Xni=Hp, Vh=1,....m
Z’}?:thi :Si, Vi= 1,...,I’l

La funcién X — — Y7 | Y7 | Xpi(log(Xp) — 1) estd muy relacionada con la entropia de Shannon que
mide el nivel de incertidumbre de variables aleatorias. Esta modificacién permite evitar grandes cambios
de la solucién a modificaciones menores de las variables Cp;. Este problema serd objeto de estudio en
este curso.

Funciones a valores en RU {+oo}

En el analisis que llevaremos a cabo en la primera parte del curso sera conveniente considerar
funciones cuyos valor pertenecen a la recta Real (superiormente) extendida R U {+oco} = (—o0, 4-o00] y
no solamente en R = (—oo, +o0). La principal ventaja de hacer esto se describe a continuacién:

Definamos Js : E — RU {400}, la funcion indicatriz del conjunto S, via

_JoO x€eS,
= {0 5

Usando la convencion
O+ (F00) = (+o0) +a =40, YV €R

tenemos que

vl (P) = fnf {(x) + ()}
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De esta manera, el problema (P) se puede formular como un problema sin restricciones, pero con una
funcién objetivo a valores en la recta Real extendida. Esto permite tratar problemas de optimizacion
abstracta de una forma unificada, independiente del conjunto de restricciones S, cuya informacién
estard incluida implicitamente en la funcién objetivo.

1.3.1 Definiciones bdsicas

El estudio de problemas de optimizacién con funciones objetivo a valores en la recta Real extendida
debe ser manejado con cuidado. En particular, nuevas definiciones y convenciones tienen que ser
introducidas. Por ejemplo, dada una funcién f : E — RU {40}, su dominio efectivo es el conjunto

dom(f):={x€E]| f(x) < +oo}.

Ademas, diremos que f : E — RU {+eo} es propia si dom(f) # 0.

En lo que sigue, y a menos que se diga otra cosa, asumiremos que la funcién objetivo tiene valores
sobre la recta Real extendida, es decir, f : E — RU{+}. Ademads, obviaremos la presencia de
restricciones, las cuales asumiremos se encuentran implicitamente definidas en la estructura de la
funcién objetivo via la relacién

S = dom(f).

Bajo estas circunstancias tendremos que

infg(f) := val(P) = fgllf:{f(x) | xedom(f)} y argming(f):=sol(P).

1.3.2 Convenciones algebraicas

Dados o > 0y funciones f,g : E — RU {+e}, para darle sentido a la expresién f + a.g introduci-
mos la siguientes reglas algebraicas en RU {+co} que generalizan las conocidas en R:
1. (+o0) + 0t = @+ (+00) = +oo, para todo ot € RU {+oo}.
2. a-(4o0) = (4o0) - @ = +oo, para todo & > 0.
3. 0 (4o0) = (40)-0=0.

Bajo estas condiciones el producto no es continuo en el sentido que si o — @ and ; — 3, con
o, 3 € RU{+eo}, uno no tiene necesariamente que oy 3y — a.3.

1.4 Semicontinuidad inferior

Hasta el momento no hemos necesitado mayor estructura sobre el espacio E, pero a partir de
este punto si lo haremos. Como mencionamos al comienzo, trabajaremos inicialmente en espacios
vectoriales normados, particularmente en espacios de Hilbert.

Recuerdo: Espacios topologicos

Una coleccién 7 de subconjuntos de E es una topologia (sobre E) si: E,0 € .7 y ademads
verifica las siguientes propiedades:

m ALAheT — ANAET.

s VaEAN A€ T = |JAuc€T.

acA
En tal caso, llamamos a los elementos de .7 abiertos y al par (E,.7) un espacio topolégico.

Los conjuntos que son el complemento de un abierto son los llamados cerrado de .7 .
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Consideremos una funcion a valores en la recta Real extendida f : E — RU {400}, el conjunto de
nivel inferior (o subnivel) de pardmetro 'y € R est4 dado por

Ly(f) :={x€E| f(x) <7}

Definicion 1.4.1 Sea (E,.7) un espacio topoldgico. Una funcién f : E — RU {+eo} se dice
semicontinua inferior respecto a la topologia .7 (abreviado .7 -s.c.i. o simplemente s.c.i. si la
topologia es clara del contexto) si y sélo si todos sus conjuntos de nivel inferior son cerrados, es
decir,

I'y(f) es cerrado para la topologia .7, VyeR.

La semicontinuidad inferior se estudia en ciertos cursos usando un enfoque puntual, es decir, se define
para cada punto; esto contrasta con Definicién 1.4.1 que estd escrita como propiedad global de la
funcién. En particular, puede ser familiar al lector la siguiente definicion para funciones definidas sobre
los nimeros reales: f : R — R es semicontinua inferior en x € R si y s6lo si

f(x) <liminf f(y) :=supinf {f(x) | y€ (x—€,x+¢€)}.

Vo e>0YER

Veremos ahora que este criterio, y otros mds, son definiciones equivalentes para la semicontinuidad
inferior de una funcién. Definimos el epigrafo de una funcion a valores sobre la recta Real extendida
f:E— RU{+0e0} como el subconjunto de E x R dado por

epi(f) :={(x,A) e ExR| f(x) <A}.

Figura 1.1: Subniveles y epigrafo de una funcién
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Usando un poco de abuso de notacién, dado un espacio topoldgico (E,.7 ), denotamos por 7, la
familia de vecindades abiertas que contiene a un punto x € E, es decir

Ae 9, < AcT AxcA.

Proposicion 1.4.1 Sea (E,.7) un espacio topoldgico y f : E — RU {+oco} una funcién dada. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:
(1) fes I-s.ci..
() VyeR, {x€E| f(x)>y}e 7.
(iii) Vx € E, f(x) <liminf f(y) := sup inf f(y)
Y=t Ac YA

(iv) Vx € E,Vy < f(x), JAy € I, tal que Vy € A, tenemos que f(y) > 7.
(v) epi(f) es cerrado para la topologia .7 x J&, donde Z% es la topologia usual de R.

Demostracion. La demostracion se descompone en varias partes:
» (i) <= (ii) Trivial, por definicion.
» (ii) = (iii) Seax € Ey y € (—oo, f(x)) tenemos que A = {y € E| f(y) >y} € Z ya que
A € 7 por (ii) y x € A. De este modo y < liminf,_,, f(y). Como lo anterior es vélido para todo
Y < f(x), hacemos Y — f(x) y concluimos el resultado.

» (iii) = (iv) Seax € Ey y € (—oo, f(x)). Por (iii), tenemos que y < sug jrelgf(y). Usando la
AeTY
definicién del supremo tenemos que existe A € .7, tal que y < 1161/1; f(y), de donde concluimos
facilmente. '

» (iv) = (v) Tomemos (x,A) ¢ epi(f), lo que equivale a A < f(x). Consideremos y € R tal que
A <y < f(x). Luego (iv) implica la existencia de Ay € .7, tal que Vy € Ay, f(y) > 7, de modo
que (y,7) ¢ epi(f). Se sigue que Ay X (—oo,7) y epi(f) son disjuntos, y como Ay X (—eo,7) es
un abierto para la topologia .7 x & que contiene al punto (x,A), concluimos que E \ epi(f) es
abierto, y por lo tanto epi(f) es cerrado.

= (v) = (i) Como I'y(f) x {7} se puede escribir como la interseccién de epi(f) con E x {7},
deducimos que I'y(f) x {7} es cerrado en E x R, y de aqui que I";(f) es cerrado.

O

= Ejemplo 1.4.2 Consideremos la funcién f : R — RU{+oeo} definida por

f(x):{o sixe[—1,1]

+oo  sino

Notemos que epi(f) = [—1,1] x [0, +c0), este Gltimo siendo un conjunto cerrado de R?, implica que f
es s.c.i.. Notemos ademds que I'y(f) = [—1,1] siy > 0y I'y(f) = 0 si y < 0, siendo en ambos casos
conjuntos cerrados de R. "

1.5 Existencia de minimos

Junto con la semicontinuidad inferior, el segundo ingrediente bdsico para la existencia de minimos
en los problemas de minimizacién abstracta es una propiedad conocida como inf-compacidad.
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Recuerdo: Conjuntos compactos

Sea (E, 7)) un espacio topoldgico. Un conjunto K C E se dice compacto si cualquier recubri-
miento abierto de K admite un sub-recubrimiento finito, es decir, si {Aq } A €8 una coleccion
de conjuntos abiertos de E tenemos

n
K C UAa =  day,...,0, € Atalque K C UAak-
aEA k=1

Una manera equivalente de enunciar la compacidad es a través de la propiedad de interseccién
finita (FIP por sus siglas en inglés). Se dice que una familia de conjuntos .# = (Fy)qen satisface
la FIP si y s6lo si para todo subconjunto finito de indices I C A se tiene NgeFy 7# 0. Se puede
probar que K es compacto si y s6lo si toda familia de subconjuntos cerrados de K que satisfacen
la FIP tiene interseccion no vacia, i.e.,

(V(Fg)aea subconjuntos cerrados de K)

1.1
[(VI C A finito) Nger Fo #0 = NgeaFo 7 0]. .

K es compacto < {

En espacios de dimension finita el Teorema de Heine-Borel da un criterio simple para la
compacidad
K CR"escompacto <= K es cerrado y acotado.

Este criterio se mantiene en espacios de Banach de dimensién infinita pero para las topologias
débiles. El criterio falla para las topologias generadas por normas.

Definicion 1.5.1 Sea (E,.7) un espacio topoldgico. Una funcién f : E — RU{+oo} se dice 7 -inf-
compacta (o simplemente inf-compacta si la topologia es clara del contexto) si todos sus conjuntos
de nivel inferior son relativamente compactos para la topologia .7, es decir,

VyeR, T,(f)escompacto en E para la topologia .7.

Notemos que si f: E — RU {4} es 7 -s.c.i. entonces que la funcién sea inf-compacta para la
topologfa .7 equivale a requerir que cada I",(f) sea compacto.
Con estas definiciones en mano podemos enunciar el teorema bésico de existencia de minimos.

Teorema 1.5.1 — Weierstrass-Hilbert-Tonelli I. Sea (E,.7) un espacio topolégico, f : E — RU
{00} una funcién propia .7 -s.c.i. y 7 -inf-compacta. Entonces, infg(f) € R y argming(f) # 0.

Demostracion. Sea v = infg(f). Notemos que v € RU {—oo}, puesto que dom(f) es no vacio. Sea
xo € dom(f) y definamos y = f(xo). Luego tenemos que v < % y ademas

argming(f) = ﬂ Fy(f): ﬂ Fy(f)

YE(V,+oo) Ye(7,%)

pues I'a(f) S Tg(f), si @ < B. Como f es T -s.c.i., [y(f) es compacto por la inf-compacidad de
f. En particular, por la definicién de ¥ como infimo tenemos que {I"y(f)}s<y<y, s una familia de
subconjuntos compactos y no vacfos del compacto I'y, (f). Mds atin, esta familia satisface la propiedad
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de intersecciones finitas. En efecto, dados ¥, ..., % € R, con y = min{y,,..., 4} > v tenemos que
n
(VT (f) =Ty(f) # 0.
i=1

Por compacidad concluimos la demostracion puesto que tenemos entonces que (| I'y(f) #0. O
YE(,0)

El Teorema 1.5.1 de Weierstrass-Hilbert-Tonelli se conoce también como Teorema de Minimiza-
cién de Weierstrass y sigue siendo vélido si en lugar de la .7 -inf-compacidad suponemos que
Iy > infg(f) tal que I'y, (f) es relativamente compacto. Por ejemplo, definamos f : R — R por

flx)= % Es facil ver que I'y(f) es compacto siy sélosi y < 1y I'1 (f) = R de modo que no
es inf-compacta pero si tiene un minimo (¥ = 0). Ver Figura 1.2.

Figura 1.2: Funcién de asociada a Observacion 1.5

1.5.1 Caso especial: Espacios Métricos

Veremos una version especializada para espacios métricos del teorema de Weierstrass-Hilbert-
Tonelli. Mds atin, mostraremos una nueva técnica para demostrar dicho teorema conocida como Método
Directo, que fue iniciada por Hilbert y luego desarrollada por Tonelli.

Primero que todo, veamos que la semicontinuidad inferior, al igual que la continuidad, puede ser

caracterizada usando sucesiones.
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Recuerdo: Espacio métricos y conjuntos cerrados

Una métrica sobre un conjunto E es una funcién d : E x E — [0, 4-c0) que satisface:

= d(x,y) =0siy solosix=y,paracadax,y € E.

» d(x,y) = d(y,x) para cada x,y € E.

» d(x,y) <d(x,z)+d(z,y) para cada x,y,z € E.
En tal caso, el par (E,d) se dice espacio métrico, el cudl es también un espacio topoldgico. La
topologia canénica inducida por la métrica, denotada .7, viene dada por

Ae Ty <= Vx€eA, Je>0talqueBg(x,e) CA,

donde Bg(x,€) :={y € E| d(x,y) < €} es la bola abierta de centro x € E y radio € > 0.
Los conjuntos cerrado en espacio métrico se pueden caracterizar facilmente usando sucesiones.
En efecto, si (E,d) es un espacio métrico, tenemos que

BCEescerrado <= V{x} C Btal que x; — x, se tiene que x € B,

donde x; — x significa que para todo € > 0 existe ko € N tal que x; € Bg/(x, €) para cada k > k.

Proposicion 1.5.2 Sea (E,d) un espacio métrico y .7 la topologia generada por la métrica. Sea
f+E — RU{+oo} una funcién dada. Luego, f es J;-s.c.i. siy solo si

VxeE, V{x} CE: xx—x = f(x) <liminff(x;) := supinf f(x;).
k—-o0 keN[>k

Demostracion. Seax € Ey A € ;. Luego existe € > 0 tal que Bg(x,€) C A y por lo tanto, dada una
sucesion {x;} C E tal que x; — x, tenemos que existe ko € N para el cual lo siguiente es cierto

inf < inf < inf < supinf = liminf
ffo) < fnf FO)< [of f() < supinf f(x) = Hfminf f(xc)
Como el lado derecho no depende de A € 7, podemos tomar supremo sobre estos conjuntos para
obtener

- . '
liminf f(y) < Mminf f (x,)

Luego si f es Jy-s.c.i., por Proposicion 1.4.1, obtenemos la condicion necesaria. Para la otra implicancia
demostremos que epi(f) es cerrado en E x R para la topologia .7; x &, la cual también tiene la
estructura de espacio métrico. La conclusion entonces estard dada por la Proposicién 1.4.1.

Sea { (xx, Ax)} Cepi(f) tal que x4 — x € Ey 4 — A € R. Sigue que

(VkeN)  flx) < A,
y el resultado se sigue de tomar liminfy_, ;. a ambos lados de la desigualdad y usar la hipétesis. [

Usando la caracterizacién de semicontinuidad inferior para espacios métricos vista recientemente
podemos presentar una nueva demostracion del Teorema de Weierstrass-Hilbert-Tonelli, especializada
para este caso. Esta técnica es lo que se conoce como el método directo en optimizacién y se basa en
el hecho que la compacidad en espacios métricos puede ser caracterizada a través de subsucesiones y
puntos de acumulacion.
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Recuerdo: Espacios secuencialmente compactos

Sea (E,.7) un espacio topoldgico. Un subconjunto K C E se dice secuencialmente compacto si
toda sucesion {x;} C K tiene un punto de acumulacién en K, es decir, existe una subsucesion
de {x;} que converge a un punto en K. En el caso E = R", el Teorema de Bolzano-Weierstrass
establece una relacion entre la compacidad y la compacidad secuencial:

VK CR": K es compacto <= K es secuencialmente compacto.

Un importante resultado en andlisis es que el teorema de Bolzano-Weierstrass puede ser genera-
lizado a espacio métrico, es decir, al caso que .7 es una topologia inducida por una métrica.

Teorema 1.5.3 — Weierstrass-Hilbert-Tonelli Il. Sea (E,d) un espacio métrico, .7, la topologia
generada por la métricay f : E — RU {400} una funcién .7;-s.c.i.. Supongamos que 3y > infg(f)
tal que ' (f) es relativamente compacto. Entonces, infg(f) € R y argming(f) # 0.

Demostracion. Construimos primero una sucesion {x; } minimizante para f, es decir, una sucesion tal
que f(x;) — infg(f) con x; € I'y (f) para todo k € N. Como infg(f) > —oo, la definicién de infimo
implica la existencia de una sucesion (xi)ien de E tal que

— inf]
(Vk e N)  inf(f) < f(x) < infg(f) —1—%715(]().
E k+1
Por otra parte, si infg(f) = —eco tomamos x; € E tal que f(xz) < min{—k, Y} (a posteriori veremos
que este caso no puede ocurrir). Notemos que el caso infg(f) = +oo estd descartado pues
dom(f) es no vacio. Luego, tenemos que x; € E,

f(xx) = infg(f) yademds f(xx) < 0.

En particular, x; € Iy, (f), que es relativamente compacto. Se sigue que, por el Teorema de Bolzano-
Weiertrass, podemos extraer una subsucesién de {x;, } que converge (en la topologia .7;) a algiin punto
x € E. Ademis, notemos que f(x;,) — infg(f) y por la semicontinuidad inferior tenemos

infie(f) < f(¥) < lim £(x,) = infe().

De aqui concluimos que infg(f) > —eoy f(x) = infg(f). O

Caso particular de las topologias débiles

Unos casos importantes de mencionar donde el método directo funciona sin necesidad de que el
espacio (E,.7") sea metrizable es cuando (E, || -||) es un espacio de Banach, pero la topologia usada para
la semicontinuidad inferior y la inf-compacidad es una topologia con menos abiertos que la generada
por la norma (una topologia débil).
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Recuerdo: Espacios de Banach

Un E espacio vectorial sobre R, se dice normado si (E,d) es un espacio métrico para alguna
métrica, y esta ultima satisface d(x,y) = ||x — y|| para cada x,y € E, donde || - || : E — [0, +o)
es una funcién llamada norma que verifica los siguientes axiomas:

» ||x|| =0siysélosix=0.

» ||Ax|| = |A|||x|| paracadax € Ey A € R.

v |lx—y| < |lx—z||+ ||z—yl| paracadax,y,z € E.
En tal caso, el par (E, || -||) se dice espacio vectorial normado. Ademés, (E, || - ||) serd un espacio
de Banach si E es un espacio completo, es decir, toda sucesién de Cauchy en E converge.

Los casos de interés mencionados anteriormente son cuando la topologia sobre E es: (i) la topologia
débil inducida por un espacio de Banach reflexivo, o bien, (ii) la topologia débil-x sobre E visto como
el dual topolégico de otro espacio de Banach.

Recuerdo: Dual topoléogico y reflexividad

El dual topolégico de un espacio de Banach (E, || - ||), denotado E*, es el espacio vectorial de
los funcionales lineales continuos definidos sobre E a valores en R. Este espacio es a su vez un
espacio de Banach dotado de la norma dual

[[x* [l = sup{[ (", )| [ [lx]] < 1},
x€E

con (x*,x) = x*(x) siendo el producto de dualidad usual entre E y E*.
Sea E** el dual topoldgico de E* y consideremos J : E — E** definido via

J(x)(x*) = (x",x), Vx€E, Vx" € E".

El funcional J es la inyeccion canénica de E en E** (es de hecho una isometria inyectiva).
Un espacio de Banach se dice reflexivo si J es sobreyectivo en E**, es decir, si E y E** son
isométricamente isomorfos (E = E**) a través de la inyeccién candnica.
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Topologia débil:
Recordemos las definiciones de la topologia débil y de espacios separables.

Recuerdo: Topologias débiles y Teorema de Kakutani

Consideremos un espacio de Banach (E, || - ||). La topologia débil en E, denotada o(E,E*),
es la topologia menos fina (con menos abiertos) que mantiene la continuidad de la familia de
funciones ((x*, -))+cg+. Se puede probar que A € o(E,E*) siy s6lo si

Vxc A, ... ,x € B, Je >0, [y E||(xf,y—x)| <¢g, Vi=1,...,n} CA.
Una sucesion {x;} en E converge débilmente a x € E si

Xy —x = () — @x), Y eE.
k—oo k—yo0
Lema 1.1 — Teorema de Kakutani. Sea (E, || - ||) un espacio de Banach. E es reflexivo si y
s6lo si Bg es compacta en la topologia débil de E.

Recuerdo: Separabilidad

Un espacio topoldgico (E,.7) se dice separable si existe un subconjunto numerable D C E tal
que D es denso en E, es decir, la cerradura de D coincide con E.

Cabe sefialar que, en el caso en que E es de dimension finita, la topologia débil y la topologia de la
norma (o fuerte) son equivalentes. En efecto, la inclusién o (E,E*) C 7] es clara de la definicién pues
con 7. la familia de funcionales lineales continuos es continua y 6 (E,E*) es la topologfa con menos
abiertos que logra lo mismo. Para la inclusién reciproca, supongamos por simplicidad y sin perder
generalidad que E=R"y |- || = || - || : x — méX;—1__,|x;| (pues las normas son equivalentes), sea
A € J).| yseax € A. Como las bolas son una base de 7], existe € > 0 tal que Bg«(x,€) C A. Fijando
Xj,...,x, como los vectores canénicos de R", se tiene que si y € R" cumple

(Vie{l,....,n}) |yi—xi|=(x],y—x)| <€, (1.2)

se tiene y € Br:(x,€) C Ay luego A € o(E,E*). Notemos que la tdltima inclusion es s6lo vdlida en
dimensioén finita, ya que si la dimensién de E fuese infinita, no se puede incluir en una bola una
interseccion finita de “franjas” del tipo

Niciy €E | [(xf,y —x)| < g},

ya que es un conjunto no acotado.

Supongamos que (E, || - ||) es un espacio de Banach reflexivo. En dimensién infinita, sabemos
la topologia débil o(E,E*) no es metrizable. Sin embargo, atin podemos extraer una subsucesion
convergente de una sucesién acotada. Basta considerar F = F con F el espacio vectorial generado
por la sucesion {x;}. Es fécil ver que F también es un espacio de Banach reflexivo y con lo cual
By :={y € F | ||y|| < 1}, la bola unitaria cerrada en F, es compacta para la topologia débil gracias al
Teorema de Kakutani. Mds atin, como F es separable y reflexivo, su dual topolégico F* es separable y
reflexivo, por lo que, By es metrizable.
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Topologia débil-x:

En este caso algo similar a lo anterior sucede. Sin embargo, la separabilidad del espacio es
fundamental. Supongamos que (E, || - ||) es un espacio de Banach, no necesariamente reflexivo. La
afirmacion anterior es una consecuencia del Teorema de Banach-Alaoglu y del hecho que la bola
unitaria dual es metrizable si y sélo si E es separable. En particular, si E es separable, entonces cada
sucesion acotada en E* admite una subsucesion convergente débilmente-x.

Recuerdo: Topologias débiles-x y Teorema de Banach-Alaoglu

Sea (E, || - ||) un espacio de Banach y E* su dual topoldgico. La topologia débil-x en E*, denotada
o(E*,E), es la coleccién de subconjuntos A C E* que satisfacen la propiedad

Vx* €A, Ixy,...,x, €E, Je>0, {y" €E ||y —x"x;)| <€, Vi=1,...,n} CA.
Una sucesion {x; },cy en E* converge débilmente-x a x* € E* si

x};ﬁx* = (x,t,x)lH—m><x*,x>, Vx € E.

Lema 1.2 — Teorema de Banach-Alaoglu. Sea (E,|| - ||) un espacio de Banach. La bola
unitaria del espacio dual E*

By = {x' €E' | '] <1}

es compacta en la topologia débil-x en E*.

1.5.2 Caso especial: Espacios Vectoriales Normados

Veremos ahora un criterio védlido en espacios vectoriales normados para la inf-compacidad de una
funcién dada.

Definicion 1.5.2 Sea (E, || - ||) un espacio vectorial normado. Una funcién f : E — RU{+eo} se
dice coerciva si y sélo si para todo A > 0 existe r > 0 tal que para todo x € E con ||x|| > r tenemos
que f(x) > A, es decir,

im f(x) = +oo.
[

» Ejemplo 1.5.4 Consideremos p € Ny la funcién f, : R — R dada por
fr(x)=x", VxeR

uego, tenemos que f, es coerciva si y sélo si p es par . En efecto, si p = 0, entonces f,(x) =
Luego, t que fp y s6lo si p es pary p # 0. En efecto, si p = 0, ent P 1
para todo x € R y por lo tanto no puede ser coerciva. Por otro lado, si p > 0 es par, entonces

fp(x) =xP =[x|? > |x|, VxeRtalquel|x|> 1.
Finalmente, si p > 0 es impar tenemos que p — 1 es par
fo(x) =x = x|~ x, VxeR.
De aqui obtenemos que f, no puede ser coerciva pues

xl—l>lzlocfp (x) -
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Caso dimension finita

Si (E, || - ||) es de dimensién finita, entonces que una funcion f : E — RU {40} sea inf-compacta
es equivalente a que la funcién f sea coerciva. Esto es consecuencia del Teorema de Riesz que dice que
todo subconjunto acotado en un espacio vectorial normado es relativamente compacto si y sélo si el
espacio es de dimension finita.

Caso dimension infinita
En el caso de la dimensién infinita, las topologias que estidn asociadas a la coercividad son las
débiles, ya sea o(E,E*) o bien 6(E*,E), segin corresponda.
Veamos ahora algunos casos:
» Supongamos que (E, || - ||) se puede identificar con el dual topoldgico de algiin espacio de Banach
(F,| - ||r), es decir, EX F*y

x| = sup{{y,x) [ [[ylle <1}
yeF

donde (-,-) : F X E — R es el producto de dualidad entre F y su dual topolégico. Entonces la
coercividad de f : E — RU {40} serd equivalente a la inf-compacidad de f para o (F*,F),
la topologia débil-x inducida en E como espacio dual. Esto es consecuencia del teorema de
Banach-Alaouglu. Ejemplos interesantes de este caso son E = L*[a,b] = (L'[a,b])* o bien
E = #[a,b] = (€|a,b])*, el espacio vectorial formado por las medidas de Radon sobre [a, D).

= Supongamos ahora que (E, || - ||) es un espacio de Banach reflexivo. Tendremos en este caso que
la coercividad de f : E — R U {+eo} serd equivalente a la inf-compacidad de f para o(E,E*), la
topologia débil inducida en E. Esto es consecuencia del teorema de Kakutani. Ejemplos de este
caso son problemas en E = ¢?(R") o E = L”[a,b] con p € (1,+00).
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1.6 Ejercicios

1. PROBLEMA DE MODELAMIENTO MATEMATICO
Una fébrica realiza 3 componentes A, B y C usando la misma manera de producir para cada
uno de ellos. Una unidad de A toma 1 hora en producirse, una unidad de B toma 0.75 horas en
producirse y una unidad de C toma 0.5 horas. Ademads C debe ser terminado a mano tomando
0.25 horas por unidad. Cada semana la produccién no a mano no debe sobrepasar las 300 horas y
la hecha a mano no debe superar las 45 horas. Las componentes son finalmente juntadas para
hacer 2 productos finales. Un producto consiste de 1 unidad de A y 1 de C, y se vende a $ 30,
mientras que el otro producto consiste en 2 unidades de B y unade C, y se vende a $ 45. A lo
mds 130 unidades del primer producto y 100 del segundo se pueden vender cada semana. Plantee
el problema de programacidn lineal en 2 variables y resuélvalo graficamente.

2. PROGRAMACION LINEAL EN ESPACIOS DE MEDIDA
Supongamos que E = R"”, S C R" es un compacto no vacio y que f : E — R es continua. Sea
A (S) el conjunto de las medidas de Borel sobre S y considere el problema

Minimizar / fdu sobre todos las medidas u € .#(S) con u > 0. Pn)
S

Muestre que val (P,,) = val(P), es decir, (P) se puede escribir de forma equivalente como un
problema de programacioén lineal de dimensién infinita.

3. PROBLEM MAX-CUT Y LA PROGRAMACION SEMI-DEFINIDA
Dado un grafo G = (V, E) con pesos positivos en los arcos, el problema consiste en encontrar
una coleccién de nodos W C V, de forma tal que la suma de los pesos de los arcos que tienen un
extremo en W y el otro en V \ W sea maxima.
SeaV = {vi,...,v,} y supongamos que los pesos en los arcos del grafo estdn representadas por
una matriz C € M,,,(R) que satisface

C,'j>0 si (vi,vj)EE
Cij:0 si no

Dado que la condicién (v;,vj) € E es equivalente a (v;,v;) € E, tenemos que C es una matriz
simétrica. Supongamos ahora que tenemos una coleccién de nodos W C V, luego la suma de los
pesos de los arcos que tienen un extremo en W y el otro en V \ W

Consideremos ahora la variable de decisién que representa a la coleccion de nodos W C V

1 siv;eW, .
X; = ) Vi=1,...,n.
-1 siv;eV\W,

Notemos que x;x; = —1 si 'y s6lo si
(V,‘EW/\VjEV\W) V (V,‘EV\W/\VJ'GW).

El problema se formula como sigue

Maximizar Z Cij <2x,xj> sobre los x € R" tales que xl-2 =1,Vi=1,...,n. ®
ij=1
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Este problema es NP-duro (es decir, es muy dificil de resolver y no se sabe si se puede resolver
en tiempo polinomial), por esta razén muchas veces se prefiere resolver un problema relajado.
Para esto se considera que las variables xy, ..., x, ahora son vectores (no nimeros reales)

n 1— Ty,
Maximizar ) Cj; <;’xj> sobre los x € R" tales que ||x;||> =1, Vi=1,...,n. (P,)

ij=1

El problema (P,) parece igual de dificil que (P), pero esto no es asi. De hecho, (P,) se puede

resolver en tiempo polinomial (en general de forma eficaz). En efecto este problema se puede

escribir como un problema de programacion lineal en el espacio S’ (R), de las matrices simétricas

y semi-definidas positivas de dimension n, es decir, un problema de programacion semi-definida.

a) Denotemos por S” el espacio de matrices simétricas de dimension n. Muestre que la funcién
(,-) 1" x §" — R definida por

(A,B) =tr(AB), VA,B€S'

es un producto interno sobre S” y que por lo tanto (S”, (-,-)) es un espacio de Hilbert.
b) Considere la matriz de Gram asociada a una coleccion de vectores {xi,...,x,}

P € M,xn(R) con P;j = xl-ij.

Muestre que P € S (R), con P = X "X, donde X = [x; ...x,] € Mjxn(R).
¢) Formular el problema (P,) como un problema de programacién semi-definida.
Sea (X, .7) un espacio topol6gico y { f } aca una familia arbitraria no vacia de funciones .7 -s.c.i.
definidas sobre X, es decir, para cada o € A tenemos que fy : X = RU {4} es 7 -s.c.i..
a) Pruebe que sup(fy) es .7 -s.c.i., donde

aeEA

sup(fo)(x) :=sup{fa(x) | €A}, VxeX.

aeA

Indicacion: Demuestre que epi(sup fy) = ﬂ epi(fo)-
aEA aeA
b) Suponga que A = {0a,...,0,} con n € N dado. Demuestre que nln’n fo. Y Y| fo, son
=1,....n

ambas .7 -s.c.i., donde

mlir'ln(fai)(x) =min{fo, (x),..., fo,(x)}, VxeX.

4. CONTINUIDAD Y SEMI-CONTINUIDAD INFERIOR

Sea (X,.7) un espacio vectorial topoldgico. Sea f : X — R una funcién continua, es decir,
VxeX,Ve>0,3dAc T conxecAtalque |f(x)— f(y)| <€, Vye€A.

Suponga ahora que (X, ||-||) e (Y, || - ||y) son dos espacios vectoriales normados y A : X — Y es
un funcional lineal continuo. Demuestre que x — ||Ax — b||y es semicontinuo inferior en X para
la topologia de la norma.
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2. Teoria general

Abstract. En este capitulo introduciremos formalmente la definicién de una funcién
convexa y conjunto convexo. Presentaremos problemas cldsicos y actuales de optimizacion
convexa tanto en dimension finita como infinita.

2.1 Introduccién

Comenzamos esta parte del curso recordando la definicién de un conjunto convexo. Para dar sentido
a la exposicion y por simplicidad asumiremos en la mayor parte de lo que sigue que (E, || -||) es un
espacio de Banach. Note que gran parte de la discusion podria hacerse simplemente sobre espacio
vectoriales topoldgicos localmente convexos, sin alterar mayormente las técnicas usadas.

Un conjunto S C E se dice convexo si 'y sélo si

Ax+(1—=2A)yeS, Vx,yeS, VA ecl0,1].

Ademéds se tiene el siguiente lema de accesibilidad que se demuestra en MAT410.

Proposicion 2.1.1 Sea E un espacio vectorial normado y § C E un conjunto convexo. Entonces,
paratodox €intSey € S, se tiene

(VA €]0,1]) Ax+(1—2)y€intS.

En particular, int S y S son conjuntos convexos.

Una funcién f : E — RU{+eo} se dird convexa si y s6lo si

FAx+(1=2)y) <Af(x)+(1=A)f(y), Vx,y€cE, VYA e[0,1].
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De esta desigualdad es directo que, si f : E — RU{+eo} es convexa entonces dom(f) es un conjunto
convexo de E. La clase de funciones convexas es cerrada para la suma y la multiplicacién por escalares
positivos, y el supremo de funciones convexas es convexo (ver Ejercicio 1). Otras operaciones que
preservan la convexidad pueden verse en los ejercicios del capitulo (ver, por ejemplo, Ejercicio 2).

A continuacidn listamos otras propiedades esenciales de funciones convexas.

Proposicion 2.1.2 Sea E un espacio vectorial y f : E — RU{+c} una funcién dada. Luego f es
convexa si y s6lo si epi(f) es un conjunto convexo de E x R. Ademds, si f es convexa, entonces se
tiene que dom(f) y I'y(f) son conjuntos convexos para cualquier y € R.

Demostracion. Sean (x,1) y (y,n) enepi(f) y sea A € [0,1]. Como f es convexa, se tiene

fAx+(1=2A)y) SAf(x)+ (1 =A)f(y) <Ap+(1-A)n,

donde 1la ultima desigualdad proviene de la definicién de epi(f). Para la reciproca, basta notar que
(x,f(x))y (v, f(y)) estan en epi(f), por lo que de la definicién de conjunto convexo en E x R se deduce
la desigualdad de convexidad. La convexidad de I'y( f) es directa de la definicion (ejercicio). O

Como mencionado anteriormente, en esta parte del curso nos centraremos en problemas de optimi-
zacién convexa. Nuestro problema modelo de optimizacién

Minimizar f(x) sobre todos los x € E que satisfacen la restriccion x € S P)

se dird convexo si S es un subconjunto convexo de E y la funcién f : E — RU {400} es convexa.

Ejemplos de problemas convexos
Problemas lineales

El problema de programacion lineal y programacion semi-definida son ejemplos de problemas
convexos. En efecto, los costos, al ser funciones lineales son también funciones convexas. Ademas, el
conjunto de restricciones son poliedros convexos en R" y S", respectivamente.

Problema lineal cuadrdtico - tiempo discreto

Esta clase de problemas, el primero en dimensidn infinita que mencionaremos, consiste en minimizar
un funcional cuyo argumento es una sucesion generada por una regla de recurrencia lineal

Xir1 = Axy+ Buy, VkeN, 2.1)

Donde A € M,,»,(R) y B € M,,x,»(R). El problema consiste en minimizar, para ciertas matrices
simétricas y definidas positivas P € S | (R) y Q € S, (R), un funcional del tipo

() = 5 X (P uf o)

En este caso, el espacio natural para estudiar el problema es E = £,(R") x £, (R™), donde £, (RV) es el
espacio de la sucesiones {x;} en RY tales que

Z ‘Xk‘z < o0,
k=1
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Problema lineal cuadrdtico - tiempo continuo

La version en tiempo continuo del problema lineal cuadratico definido sobre un intervalo [0, 7
corresponde a minimizar un funcional integral

(x, 1) % /0 ' (x(t)TPx(t) +u(t)TQu(t)) dr

el cual queda bien definido sobre el espacio L2[0,T] x L2,[0, T]. En este caso la recurrencia lineal se
transforma en una ecuacion diferencial parametrizada, es decir,

x(t) = Ax(t) + Bu(t), c.tp.t€][0,T].

Minimizacion convexa

Recordemos que el teorema de Weierstrass-Hilbert-Tonelli (Teorema 1.5.1 y 1.5.3) requiere com-
pacidad y semicontinuidad para una misma topologia. En el caso de espacios de Banach reflexivos
(de dimension infinita) la nocién de compacidad mas habitual es la asociada a la topologia o (E,E*),
la topologia débil en E inducida por E*; pues cerrados acotados son compactos para esta topologia.
Sin embargo, verificar directamente la semicontinuidad inferior de una funcién con respecto a esta
topologia puede ser muy dificil. Es aqui donde la convexidad juega un rol importante.

Antes de continuar con el estudio de funciones convexas y aplicaciones a la optimizacion, revisare-
mos una herramienta fundamental del Anélisis Convexo, la cual se refiere a la separacién de convexos:
el teorema de Hahn-Banach geométrico.

Recuerdo: Teorema Geométrico de Hahn-Banach

La idea bésica de la version geométrica del teorema de Hahn-Banach es que conjuntos convexos,
no vacios y disjuntos, se pueden separar por un hiperplano. Si alguno de los conjuntos resulta
ser compacto y el otro cerrado, entonces la separacién puede entenderse en un sentido estricto.
En la Figura 2.1 hemos bosquejado interpretaciones geométricas de este teorema. El dibujo
de la izquierda muestra la separacién cuando uno de los conjuntos es abierto y el dibujo de la
derecha un caso de separacion estricta.

Lema 2.1 — Hahn-Banach I. Sea (E, || - ||) un espacio de Banach. Sean A, B C E dos subcon-
juntos convexos no vacios y disjuntos.
(i) SiA es abierto entonces existen x* € E*\ {0} y a € R tal que

(x*Ja)<o,YacA y (x",b)>a,VbeB.
(ii) SiA escerrado y B es compacto, entonces existen x* € E*\ {0}, o« € Ry € > 0 tales que

(x,a)<a—e,YacA y (x*,b)>a+e, VbeEB.

Funciones convexas y semi-continuidad inferior

En general, sabemos que un conjunto cerrado para o (E,E*) es también un conjunto cerrado para
la topologia inducida por la norma de E (la topologia fuerte). En consecuencia, si una funcién es
o (E,E*)-s.c.i. entonces serd s.c.i para la topologia fuerte inducida por la norma.



38 Capitulo 2. Teoria general

H

Figura 2.1: Teorema de Hahn-Banach

Una consecuencia importante del teorema de Hanh-Banach (Lema 2.1) para nuestros propdsitos es
que, para funciones convexas, la semi-continuidad inferior para la topologia fuerte es indistinguible de
la semi-continuidad inferior para la topologia débil o (E,E*).

Proposicion 2.3.1 Sea (E, || - ||) un espacio de Banach y f : E — RU{+oc0} una funcién propia
convexa y s.c.i.. Luego se tiene que

(Vx€eE) f(x)=sup{h(x)| h:E — R esuna funcién afin continua en E tal que h(x) < f(x)}.

Ademds, f es o(E,E*)-s.c.i.

Demostracion. Como f es convexa, s.c.i. y propia, se sigue que su epigrafo es convexo, cerrado y no
vacio. Definamos

(Vx€E) g(x):=sup{h(x)| h:E — R esuna funcién afin continua en E tal que h < f}. (2.2)

Por definicion se tiene que g < f. Para demostrar la igualdad, por la definicién del supremo basta
probar

(Vx € E)(Vr < f(x))(3h: E — R afin continuaen E tal que h < f) r < h(x). (2.3)
Fijemos x € E y separemos la demostracion de (2.3) en dos partes.
1. Supongamos que x € dom(f). Sea r < f(x) < +oo. Luego (x,r) ¢ epi(f) y gracias al Teorema
Geométrico de Hahn-Banach (Lema 2.1), existen (x*,s) € E* x R\ {(0,0)} y @ € R tales que
(X", x)Fsr<a<(x*,y)+sA, VY(yA)€epi(f). (2.4

En particular, como (x, f(x)) € epi(f), concluimos de (2.4) que s(r — f(x)) < 0 de donde s > 0.
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H={(y»A) cExR[(x",y)+sA = a}

Dividiendo en (2.4) por s > 0, se obtiene

1 a 1 .
;(x*ax_y>+r<;_E<X*7y>§)L7 V(y,l)eepl(f), (25)
~—_——
h(y)

y definiendo la funcién afin h: y — % — %(x* ,¥), se concluye que & < fy que r < h(x).

2. Supongamos que x ¢ dom(f)y sea r < +o0 = f(x). Se tiene que (x,r) ¢ epi(f) y, al igual que en
la parte anterior, por Hahn-Banach se tiene (2.4). Notemos que si s < 0 tomando (y,A) € epi(f)
y haciendo A — +oo se contradice (2.4). Si s > 0, la funcién afin h: y — % — 1(x*_ y) satisface
(2.3) al igual que en la parte anterior. Finalmente, si s = 0, tenemos que

("x) <a<(x",y), Vyedom(f).

Sea h : E — R una funcién afin continua tal que & < f, cuya existencia estd garantizada por la
primera parte pues f es propia. Luego para todo k € N e y € E se tiene que

) = h(y) = i(y) == h(y) + k(o — (x*,)),

pero iy (x) — +oo cuando k — +oo. Por lo tanto f(x) = g(x) = 0.
Finalmente, notemos que (ver Ejercicio ?? - Capitulo 1)

epi(g) = N epi(h).

{h:E—R afin continua con h<f}

Abhora bien, dado que el epigrafo de una funcién afin continua es cerrado para la topologia débil
o (E,E*), se tiene entonces que epi(g) es cerrado para la topologia débil (E,E*). En otras palabras, g
es o(E,E*)-s.c.i. lo cual termina la demostracion. O

En vista del resultado anterior podemos presentar una nueva version del teorema de existencia de
minimos de Weierstrass-Hilbert-Tonelli, especializada para el caso convexo.
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Teorema 2.3.2 [Weierstrass-Hilbert-Tonelli III] Sea (E, || - ||) un espacio de Banach reflexivo y
f+E — RU{+-0o} es una funcién propia convexa y s.c.i. (para la topologia inducida por la norma).
Supongamos que 3y > infg(f) tal que I'y(f) es acotado. Entonces, existe X € dom(f) tal que

f(® < f(x), Vx€E.

Demostracion. Notemos que la funcién f, : E — RU {+co} definida via

fy(x) := f(x) +8s(x), dondeS=T,(f), VxcE

es o(E,E*)-inf-compacta gracias al teorema de Kakutani y al hecho que I'y(f) es acotado. Notemos que
fyes s.c.i. para la topologfia fuerte, pues f lo es y I'y(f) es cerrado. Sigue que por la Proposicién 2.3.1
se tiene que fy es o(E,E*)-s.c.i. y por lo tanto, aplicando el teorema 1.5.1 se concluye el resultado. [

En el teorema anterior la convexidad juega un rol esencial, pues permite conectar la semi-
continuidad inferior para las topologias fuerte y débil. Dicho esto, no hay que obviar las otras hipotesis
del teorema, especialmente la reflexividad del espacio E. Veremos a través de un ejemplo que la
reflexividad es también esencial para la validez del teorema anterior.

Un problema de minimizaciéon convexa sin 6ptimo

Consideremos E = %[0, 1], el espacio de funciones continuas x : [0, 1] — R dotado de topologia de
la convergencia uniforme, es decir, la generada por la norma

||Ix]|ee = max{|x(¢)| | t €[0,1]}, Vx € €|0,1].

Es un ejercicio estdndar de anélisis el hecho que (€]0, 1], || - ||) es un espacio de Banach no reflexivo,
siendo su dual topoldgico el espacio de medidas de Borel regulares . [0, 1].
Consideremos el conjuntos de restricciones

S:= {xe%[o,u ‘ /01/2x(t)dz/1:2x(z)dz= 1}.

Es facil ver que S es no-vacio, cerrado y convexo. De hecho S es un hiperplano cerrado para la
convergencia uniforme.

Consideremos el problema de minimizacion de encontrar el elemento de norma minima en S. Este
problema puede plantearse como:

Minimizar ||x||. + Js(x) sobre todos los x € €’[0, 1]. (Po)

Evidentemente, la funcién x — f(x) := ||x||. 4 8s(x) es propia, convexa, s.c.i. para la topologfa
fuerte. Ademds I',(f) es acotado para cualquier ¥ € R, luego las hipétesis de teorema 2.3.2 se verifican,
excepto por la reflexividad.

Observemos que si x € S, entonces

: | |
1= /O x(1)dt — / x(1)dt < /0 ()]t < ||x]|e

2
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Asi vemos que val (Pg) > 1. Por otra parte, podemos construir una sucesiéon minimizante que alcanza

el valor 1. Para ello consideremos para cada k € N'\ {0}, los parametros o = % — ﬁ y B = % y

definamos x; : [0, 1] — R por

B t €0, 04]
x(t) = { Be (113§k) t € (o, 1— o)
_ﬁk te [I—Otk,l]

Se verifica que x; € S'y ||| = B¢ = £L con lo que concluimos que val (Py) = 1.

Figura 2.2: Sucesién minimizante x

Supongamos ahora que existe un minimo para el problema (Py), es decir, existe x € S tal que
||x||c = 1. Notemos que, dado que x € S, se tiene que

1/2 1
|6t -nar= [ (s

pero como |x(¢)| < 1 para todo ¢ € [0, 1], sigue que x(¢) —1 <0 < 1 +x(¢) en [0, 1]. Luego la integral
del lado izquierdo tiene un valor negativo y el valor de la integral de la derecha es positivo. La tnica
opcién es que ambas integrales valgan cero y por lo tanto, deducimos que x = 1 sobre [0, %} y que

= —1 sobre [%, 1] lo que contradice la continuidad de x. En consecuencia, no existe un minimo para
el problema (Py), y esto se debe a que (%[0, 1], ||.||) no es reflexivo.

Unicidad de minimizadores

Hasta el momento hemos hablado de existencia de minimizadores, pero no hemos mencionado
cudntos pueden haber. Veremos ahora que en optimizacién convexa hay solo tres posibilidades:

= hay una cantidad infinita no numerable de minimizadores;

= existe un Unica solucién 6ptima;

= no hay solucién del todo.
Esto es consecuencia directa de la siguiente proposicion.
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Proposicion 2.3.3 Sea (E, || - ||) un espacio de Banach y f : E — RU {+oco} una funcién propia y
convexa. El conjunto de minimizadores de f:

argming(f) :={x€E| f(¥) < f(x), VxeE}
es convexo. Mas aun, si suponemos ademds que f es estrictamente convexa, es decir,

FAx+(1=A)y) <Af(x)+(1—=A1)f(y), Vx,yeE, x#y VA€ (0,1).

entonces argming(f) contiene a lo mds un tnico elemento.

Demostracion. Sean X e y en argming(f) y sea A € [0, 1]. Entonces, para todo z € E, por convexidad
y definicién de minimo se tiene

JAZ+ (M =2)y) SAfO)+ (1 =) f(%) <Af(2) +(1=A)f(2) = f(2),

de donde Ax+ (1 —A)y € argming(f), y luego argming(f) es convexo. Para la unicidad, si asumimos
que X # ¥, como se tiene f(X) = f(¥), la convexidad estricta implica

fAx+(1=2)7) <AfO)+ (1 =2A)f(%) = f(X) = £(5),
por lo que ni X ni y pueden ser minimos, lo que nos lleva a una contradiccién y a la conclusion. O

Notemos que el teorema anterior implica que en el caso de haber mas de un minimo, digamos X y X»,
entonces todos los elementos del segmento

[f1,5)] == {A% +(1—A)% | A €[0,1]}

son también minimos, lo que implica que argming(f) es un conjunto infinito no numerable.
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2.4 Ejercicios

1. ALGEBRA DE FUNCIONES CONVEXAS Sea (E, || -||) un espacio vectorial normado y { fy }aea
una familia arbitraria no vacia de funciones convexas definidas sobre E, es decir, para cada oo € A
tenemos que fy : E — RU {4} es convexa.

a) Pruebe que sup(fy) es convexa.
acA
b) Suponga que A ={qy,...,0,} conn € N dado. Demuestre que para todo f;,...,u, >0

se tiene que )" | Ui fy, €s una funcién convexa.
2. Sean (E,||-||) e (F,|-||) espacios vectoriales normados, sea ¢: E x F — RU {400} una funcién
convexa y definamos

fE—=>RU{+oo}: x+— fnlg(p(x,y).
ye

Demuestre que f es convexa.
3. CRITERIOS ALTERNATIVOS DE CONVEXIDAD

Sea (E, || - ||) un espacio vectorial normado y f : E — RU{+oec} una funcién propia.
a) Demuestre que f es convexa si y sélo si para todo xi,...,x, € Ey 41,...,4, € [0,1] se
tiene que

Yr=1 = f(i&%’) < Zn‘,kif(xi)
‘ i=1 i=1

b) Suponga que E =R y sea f: R — R una funcién continua que satisface la desigualdad

siguiente:
1 X+h

flo) <

— d R, h>0.
<o) f(y)dy, xeR, h>

Pruebe:
1) El maximo de f en un intervalo cerrado [a,b] es alcanzado en a o en b.
2) f es convexa.

Indicacién: Considere L(x) =

& =a)fb) = (= D)@y yestre que f(x) < L().

b—a
4. FUNCION CUADRATICA

Sean A € S"(R), b € R" y ¢ € R. Considere la funcién cuadratica f : R" — R definida por

flx)= %xTAx—F b'x+c, VxeR"
= Muestre que si f es acotada inferiormente, entonces A € S’ (R). Muestre ademads que f es
convexa (usando el criterio algebraico) y que ademaés alcanza su minimo en R”.
» Pruebe que f es estrictamente convexa si y s6lo si A € S"_ (R).
5. FUNCIONES MARGINALES
Sean E e F dos espacios vectoriales. Considere A C E y B C F dos conjuntos convexos no vacios.
Sea ¢ : E xF — RU {+oo}, una funcién convexa tal que inf{¢(x,y) | y € B} > —oo para todo
x € A. Pruebe que la funcion f(x) = inf{@(x,y) | y € B} + d(x) es convexa en E.
6. PROYECCION SOBRE UN CERRADO
Sea (E, || - ||) un espacio de Banach reflexivo y sea S C E un subconjunto dado. Definimos la
distancia de un punto x € E a S via la férmula:

dist(x,S) = inf{||x—s|| | s € S}.
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Definimos también el conjunto proyeccién sobre S como sigue
proy(x,S) = {s € S| dist(x,S) = ||x—s]|}.

a) Muestre que x — dist(x,S) es Lipschitz continua de constante L = 1.
b) Pruebe que si S es cerrado para o (E,E*), la topologia débil de E, entonces el infimo en la
definicién de dist(x,S) se alcanza y ademds proy(x,S) es no vacio para todo x € E.

c¢) Pruebe que S es convexo si y sélo si x — dist(x,S) es convexa.

d) Muestre que si S es convexo y cerrado (para la topologia fuerte) entonces proy(x,S) # 0.
Supongamos en adelante que (E,(-,-)) es un espacio de Hilbert, es decir, la norma || - || es
inducida por el producto interno: ||x|> = (x,x).

e) Demuestre que

1
proy(x,S) = {s eS| {(y—s,x—s) < 5|\y—s||2, Vy e S}
f) Muestre que si S es convexo, entonces proy(x,S) tiene un tnico elemento y que
proy(x,8) ={s €S| (y—s,x—s) <0, Vy €S}

g) Construya un ejemplo en R? donde el conjunto de proyecciones tiene mas de un elemento.
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3. Optimizacion convexa diferenciable

Abstract. En este capitulo estudiaremos funciones convexas diferenciables y las condi-
ciones de optimalidad, e introduciremos algunos métodos iterativos para encontrar sus
minimos. Haremos especial énfasis en problemas cuadraticos.

La convexidad de una funcién es un criterio algebraico, que puede ser dificil de probar algunas veces.
Comenzaremos este capitulo indicando algunos criterios alternativos para las funciones diferenciables
y de paso recordemos algunas definiciones basica del célculo diferencial.

A lo largo de este capitulo trabajaremos basicamente con funciones f : E — RU {+eo} convexas
tales que dom(f) serd un abierto de un espacio de vectorial normado (E, || - ||) no necesariamente de
Banach; la completitud del espacio no serd esencial es esta parte.

Criterios de primer orden

Estudiaremos ahora algunos criterios de primer orden que nos ayudardn a determinar si una funcién
es convexa o no. Haremos esto usando la nocién de funcién Gateaux diferenciable.
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Recuerdo: Funciones Gateaux diferenciables

Supongamos que f : E — RU{+eo} es una funcién tal que dom(f) tiene interior no vacio.
Diremos que la funcién f es Gateaux diferenciable en x € int(dom(f)) si
td) —
fim TE T &) _ 0(d), VdE€E,

t—0t t

donde ¢ : E — R es un funcional lineal continuo, que se conoce como la derivada de Gateaux de
f- Usualmente este funcional lineal se denota por D f(x).

En el caso particular que E tenga la estructura de espacio de Hilbert con un producto interno
(-, ), setiene que cada x* € E* admite un representante v € E tal que

x(y)=(v,y), VyeE.

El representante del diferencial Df(x) € E* se conoce con el nombre de gradiente y se denota
por Vf(x). Ademds, si E = R", entonces el gradiente de f puede ser representado a través de
las derivadas parciales de f, es decir,

Vi(x) = (aﬁf),..., agij)).

Teorema 3.1.1 Sean (E, || - ||) un espacio vectorial normado y f : E — RU {+cc} una funcién
Gateaux diferenciable en dom(f), el cual asumimos es un conjunto convexo abierto de E. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) f:E — RU{+oeo} es convexa.
(ii) f es subdiferenciable, es decir, para todo x,y € dom(f), se tiene f(y) > f(x)+Df(x)(y —x).
(iii) Df es mondtono, es decir, para todo x,y € dom(f) se tiene Df (x)(x—y) —Df(y)(x—y) > 0.

Demostracion. Dividamos la demostracién en cuatro partes:
(i) = (ii) Seanx,y € dom(f)yt € (0,1). De la convexidad de f se deduce
fx+tly—x))— f(x
=N < ) - ),
Luego, haciendo r — 0 obtenemos D f(x)(y —x) < f(y) — f(x).

(ii) = (iii) Sean x,y € dom(f). Usando (ii) y luego intercambiando los roles de x e y en la desigualdad se
tienen

FE)=fO)<Dfx)x—=y) 'y fO)—=f(x) <=Df(y)(x—).
Finalmente, sumando ambas desigualdades se obtiene el resultado.

(iii) = (i) Dados x,y € dom(f) fijos. En vista que dom(f) es abierto, podemos escoger € > 0 tal que
x+t(y —x) € dom(f) para cualquier t € (—&,1 + €). Definamos ¢: R — R U {+eo} via la
férmula

fx+t(y—x)) site(—¢,1+¢€)
¢(t) = {

+o0 si no.

Como f es Giteaux diferenciable en dom(f), se tiene que ¢ también lo es en su dominio. En
particular, ¢ es derivable en (—¢&,1+ €) y por lo tanto continua en [0, 1]. Ademads, se tiene que



3.1 Ciriterios de primer orden 47

¢'(t) =Df(x+1(y—x))(y—x) para cualquier 7 € (—g, 14 ¢€). Notemos que si —€ < s <t < 1+¢
se tiene que

‘Pl(t) - ¢/(S) =Df(z)(y—x) = Df(z)(y—x) = (Df(ze)(zt —zs) = Df (z5) (2 — z5)) > 0,

t—s

donde z; :=x+1(y—x) y z :=x+s(y —x), y por lo tanto ¢ es no decreciente en el intervalo
(—e,14€). Luego se tiene por teorema del valor medio que

(weon@E eor) OO g <o)

Por lo tanto, si definimos ¢: ]0,1[— R: ¢ — (¢(r) — ¢(0))/z, se tiene que @ es diferenciable en
0.1y
(ve€lo 1) ¢'(t) = ———"—2=0,

de donde ¢ es no decreciente. Finalmente, la convexidad se deduce de que, para todo ¢ €]0, 1],

[ty —x) —fx)

t

=0(1) <o(1) =f()—f(x) M

Notemos que si E tiene la estructura de espacio de Hilbert con un producto interno (-, -), la propiedad
de subdiferenciabilidad y monotonia del teorema 3.1.1 se re-escriben respectivamente como:

FO) > f(x) +(Vf(x),y—x), Vx,y € dom(f). (Subdiferenciabilidad)
(VF(x)=Vf(y),x—y) >0, Vx,y € dom(f). (Monotonia)

m Ejemplo 3.1.2 Usando la observacién anterior y la subdiferenciablidad podemos probar facilmente
que x — exp(x) es una funcion convexa. Notemos que la desigualdad de la subdiferenciabilidad es

exp(y) > exp(x) +exp(x)(y —x)
y se puede re-escribir, fijando z =y —x como
exp(z) > 1+z.

Esta dltima siendo una desigualdad fundamental de la funcién exponencial estudiada en cursos basicos
de célculo. "

= Ejemplo 3.1.3 Usando ahora la monotonia podemos probar facilmente que x — —log(x) es una
funcién convexa. Notemos primero que dom(log) = (0, +0) y que la desigualdad de la monotonia es

()

2

la que podemos re-escribir como
(x—y)
Xy

la cual siempre es vélida si x,y > 0. "

>0
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Comentarios sobre la diferenciabilidad en el sentido de Gateaux

En el caso E = R, se tiene que una funcién es Gateaux diferenciable si y s6lo si la funcién es
derivable, y por lo demas continua. En general, si E # R la diferenciabilidad en el sentido de Gateaux
no implica continuidad de una funcién. Por ejemplo, la funcién f : R — R definida por

1 six,y>0AxX2>y
0 sino

flxy) = {

es Gateaux diferenciable en (0,0), con Df(0,0) = 0, pero f no es continua en (0,0). Esto constituye
una de la mayores diferencias entre la diferenciabilidad en el sentido de Gateaux y Fréchet.

Recuerdo: Funciones Fréchet diferenciables

Una funcién f : E — RU {40} se dice Fréchet diferenciable en x € int(dom(f)) si es Gateaux
diferenciable y su diferencial Df(x) € E* satisface

o L) — ) = DF ()

h—0 |7

=0.

Cuando la derivada de Gateaux es continua se puede concluir que la funcién es Fréchet diferenciable,
como asegura el siguiente resultado.

Proposicion 3.1.4 Sea (E, || -||) un espacio vectorial normado y sea f: E — RU{+eo} una funcién
Gateaux diferenciable en una vecindad de x € E tal que Df es continuo en x (con la norma dual).
Entonces f es Fréchet diferenciable en x y su derivada de Fréchet es Df (x).

Demostracion. Sea € > 0 tal que f es Gateaux diferenciable en Bg/(x, €), sean i € Bg(x,€) y x* € E*
y definamos ¢ : t — f(x+th). Por Teorema del Valor Medio en R se tiene que existe 7 €]0, 1] tal que

fle+h) = f(x) = ¢(1) = 9(0) = ¢'(t) = Df (x+1h)(h). Luego

lFGe+h) = f(x) = D) (A |
I

<|IDf(x+th) =Df(x)[« =0

as ||h|| — 0 por la continuidad de Df, lo que concluye el resultado. O

Criterios de orden superior

Veremos a continuacion un criterio de orden superior para determinar la convexidad de una funcion.
Antes de continuar recordemos algunas nociones de derivadas de orden superior.
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Recuerdo: Derivadas de orden superior

Una funcién f: E — RU{+eo} se dice dos veces Gateaux diferenciable en x € int(dom(f)) si
f Gateaux diferenciable en una vecindad de x y ademds existe un operador bilineal continuo y
simétricoB: EXE — R

i DI+ )0 = DF@E) _

t—0+ t

(h,k), Vh,k€cE.

Este funcional bilineal continuo se conoce como el diferencial de Gateaux de segundo orden de
f enxy se denota como D? f(x). Es importante mencionar que en el caso E = R” se tiene que
D?f(x) puede ser representado a través de la matriz Hesiana de f:

0 f () 0% o f(¥) o 9F L ()

Oy f(X) 92, f(X) oo 9Z . f(x)
V2 f(x) =

O f(X) 92 f(X) .. 95 f(x)

a través de la relacién
D’ f(x)(h,k) =h"V?f(x)k, Yh,keR"

Por otro lado, f se dice dos veces Fréchet diferenciable en x si f es dos veces Gateaux di-
ferenciable en x y el operador lineal continuo ¢ : E — E* dado por & + £(h) := D*f(x)(h,-)

satisface
iy [P 0) = DF@ 0. o DA+ W) K) DI ) D@ (K|
h—0 |7l h=0 |5 1=1 7]

Teorema 3.2.1 Sea (E,|| - ||) un espacio vectorial normado y f : E — RU{+ec} una funcién dos
veces Gateaux diferenciable en dom(f), este dltimo siendo un convexo abierto de E. Entonces,
f:E — RU{+4oo} es convexa si y sélo si el operador D? f es semi-definido positivo, es decir,

D?f(x)(h,h) >0, Vx&dom(f), VheE.

Demostracion. Supongamos primero que f es convexa. Sean x € dom(f), h € E y t > 0 tal que
x—+th € dom(f), cuya existencia estd garantizada pues dom( f) es abierto. Del Teorema 3.1.1, se tiene

VDGt th) (- th— x) — DF () (x + th—x)] > 0.

Df (x-+th)(h) = Df (x)(h) = —

Luego, dividiendo por ¢ y haciendo t — oo llegamos a que D f(x) es semi-definido positivo.
Veamos ahora el converso. Supongamos ahora que D*f es semi-definido positivo y sean x,y €
dom(f). Usando el mismo argumento que en la demostracién de [(iii) = (i)] del Teorema 3.1.1,



3.3

50 Capitulo 3. Optimizacion convexa diferenciable

podemos escoger € > 0 tal que la funcién ¢ : R — R U {+oo} dada por

o(t) = {f(x+t(y—x)) sit € (—¢,1+¢)

+o0 si no,

es derivable en (—¢, 1+ ¢€). De hecho, dado que f es dos veces Gateaux diferenciable en dom(f) se
tiene que ¢ es dos veces derivable con ¢’ continua en [0, 1]. Usando la regla de la cadena se obtiene
que ¢"(t) = D*f(x +1t(y —x))(y — x,y — x). Luego, como D?f es semi-definido positivo se tiene que
¢’ es no decreciente, y por lo tanto, la conclusién sigue usando los mismos argumentos que en la
demostracién de [(iii) = (i)] del Teorema 3.1.1. O

Una ligera modificacién de la demostracion del resultado anterior permite obtener una condicién
necesaria para que una funcidn sea estrictamente convexa.

Teorema 3.2.2 Sea (E, || -||) un espacio de Banachy f : E — RU {+co} una funcién de clase ¢
en dom(f), es dltimo siendo un abierto de E. Si el operador D? f es definido positivo, es decir,

D*f(x)(h,h) >0, Vx&dom(f), Vh€E\{0}.

entonces f : E — RU{+co} es estrictamente convexa.

Demostracion. Ejercicio. 0

Notemos que el converso del teorema 3.2.2 no es vilido, de hecho la funcién x — x* es estrictamente
convexa, pero su segunda derivada en x = 0 es nula.

m Ejemplo 3.2.3 Consideremos la funcién cuadratica f : R” — R definida via
1
flx)= ExTAx —b'x+c, VxeR

Donde A € ", b € R" y ¢ € R. Luego se tiene que V2 f(x) = A y por lo tanto tenemos que f es convexa
siy s6losiA € S (R). Notemos que si A € S", | (R) entonces f es estrictamente convexa. En este caso
particular (y no en general) se tiene también que el converso es cierto, es decir, si f es estrictamente
convexa entonces V2 f(x) = A € S, (R) (ver Ejercicio 4 - Capitulo 2). .

Regla de Fermat

En vista del Teorema 3.1.1, tenemos una forma facil de caracterizar minimos de una funcién
convexa Gateaux diferenciable, la cual se resume en el siguiente resultado.

Teorema 3.3.1 — Regla de Fermat I. Sea (E,|| - ||) un espacio vectorial normado y f: E —
R U {+eo} una funcién convexa Géteaux diferenciable en dom(f), este dltimo siendo un abierto de
E. Luego x € E es un minimo de f si y sélo si Df(x) = 0.

Demostracion. Six € E es un minimo de f, entonces

fE+1h) - f(5)

(Vh € E)(Vt > 0) ;

>0 3.1

y pasando al limite se concluye Df(X)(h) > 0. Tomando —h se deduce Df(x)(h) = 0. La reciproca se
concluye deTeorema 3.1.1. O



3.3.1

3.3 Regla de Fermat 51

Es importante mencionar que en el caso convexo la condicién D f (%) = 0 es suficiente y necesaria para
que X sea un minimo. En problemas no convexo, incluso sin restricciones, esto no es, en general, cierto.
Puntos que satisfacen la condicién D f(X) = 0 son llamados puntos criticos de f.

Aplicacion a problemas cuadrdticos
Retomando lo visto en Ejemplo 3.2.3 tenemos que si A € S (R) entonces la funcién f : R"” — R

dada por

1
flx)= ExTAx—bTx—i-c, Vx e R,

es convexa. Luego aplicando la Regla de Fermat se tiene que X es un minimo de f si y sélo si la
ecuacién

Ax=0b

tiene solucion, es decir, si b € im(A). En particular, si A no es invertible entonces f puede tener infinitas
soluciones (si b € im(A)) o bien ninguna si b ¢ im(A).

= Ejemplo 3.3.2 Consideremos ¢ =0, A = <(1) 8) yb= (?) Notemos que b ¢ im(A). Por otro
lado

flx,x) =x1 —x
Por lo tanto f(0,k) — —oo si k — +o0. De donde concluimos que f no admite un minimo. "

Caso estrictamente convexo

Notemos que si A € S' | (R) entonces A es invertible y X = A~!b. Esto se condice con el hecho que
f es estrictamente convexa y que por lo tanto su minimo es Gnico. Ademads, la existencia de minimo
también estd asegurada por el teorema de Weierstrass-Hilbert-Tonelli pues f es coerciva como veremos
a continuacion.

Proposicion 3.3.3 Sean A € §', | (R), b € R" y ¢ € R. La funcion
1
flx)= ExTAx —b'x+c

es coerciva. Mds aun, si A > 0 es el menor valor propio de A entonces

Alx? < xTAx

Demostracion. Como la matriz A es simétrica, admite una descomposicién del tipo A = PDP' con
D la matriz diagonal con los valores propios reales A; > --- > A, de A y P la matriz cuyas columnas
son los vectores propios ortonormales v, ..., v, asociados a los valores propios A1, ..., A,; notar que
PP" = PTP =1, con I siendo la matriz identidad. Ademds, como A es definida positiva, todos sus
valores propios son (estrictamente) positivos. Mds ain, como vy, ..., v, constituyen una base de R",
para todo x € R”, existen coeficientes reales &, ..., &, tales que

X =

-

Il
—

Evi=Py, dondey=(&,...,&).
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De este modo, |x|> =x"x= (Py)"Py=y"PTPy=y"y=|y|%. Por lo tanto
(Ax) x= (PDP'x)" )

x=(DP'x) (P'x)=(Dy)'y=Y &2 > Mo|y* = Mulx?,
i=1

de donde se obtiene la coercividad. O

Principio Variacional de Ekeland

El Principio Variacional de Ekeland permite construir una Regla de Fermat aproximada en la
ausencia de coercividad. En tal caso, el hecho que la funcion objetivo sea acotada inferiormente es
importante como queda demostrado con el Ejemplo 3.3.2.

Teorema 3.4.1 Supongamos que (E, || - ||) es un espacio de Banach reflexivo. Sea f : E — RU{+o0}
una funcién propia, convexa y s.c.i para la topologia generada por la norma e inferiormente acotada.
Consideremos € > 0, A > 0y sea xp € E tal que

f(xo) < infE(f) +E. (3.2)

Entonces, existe un punto x. € E tal que
() f(xe) < fx0),
(i) [Jxe —x0l| <A,
(i) f(xe) < f(x)+ % |lx —xel|, para todo x € E\ {x.}.
Si ademds f Gateaux diferenciable en dom(f), el cual asumimos es un abierto de E, entonces
IDf(xe)|l« < £ y existe una sucesién minimizante {x;} en E que satisface

fxx) = infg(f) y Df(xx) —0.

Demostracion. Supongamos que A = 1 (en caso contrario basta considerar la norma || - || /A). Defina-
mos la funcién g¢: E — RU {40} : x — f(x) 4 €[[x —xo||. Es facil mostrar que g, es convexa, s.c.i. y
coerciva, por lo que el Teorema 2.3.2 implica que el conjunto sol(G,) es no vacio, donde

val(Gg) = inf ge(x). (Ge)
x€E

Ademas, como
s0l(Ge) = {x € E|ge(x) < val(Ge)} = T'vuc,)(8e)

se tiene que sol(Ge) es convexo, cerrado y acotado. De ese modo, como f + Oy, ) €S propia, s.c.i. y
coerciva, el Teorema 2.3.2 implica que existe x¢ € sol(P;), donde

val(P;) = xeslz)I]l(fG : f(x). (Pe)

Luego, como x € s0l(G,), se tiene que g¢(xe) < g¢(x) para todo x € E, lo que implica

;/Iel}fif(x) +€llxe —xo0|| < fxe) +€llxe —x0|| = gelxe) < ge(xo) = f(x0) < gg}gf(x) +E, (3.3)

donde la ultima desigualdad corresponde a (3.2). De la cadena de desigualdades anteriores se concluye
fxe) < f(x0) ¥ [lxe —xol[ < 1.
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Seax € E\ {x¢}. Six € E\s0l(G;), entonces g¢(x¢) < ge(x), lo que implica
fxe) < f () +&(llx = xoll = [lxe = xoll) < f(x) + €l —xe .

Si por el contrario x € sol(Gg) \ {x¢ }, entonces, como x¢ € sol(P;),

flxe) < F(x) < fx) +€llx—xell

Concluimos que, para todo x € E\ {x¢} se tiene f(x¢) < f(x) +€|lx — x¢]|.
Para las dltimas afirmaciones, supongamos que f es Giteaux diferenciable y sea d € E con ||d|| = 1.
Por la parte (iii),

(Vt >0) > —¢g||d|| = —¢,

f(xe —td) — f(xe)
t

de donde, haciendo t — 0, tenemos que
Df(xe)(—d) = —¢.
En otras palabras, dado que d € E es un vector arbitrario que satisface ||d|| = 1, hemos probado que
Df(xe)(d) <€, Vd € E, ||d|| =1,

de donde
|Df(xe)l« = Zlelg{Df(Xe)(d) | ld]| =1} <e.

Finalmente, para cada k € N tomemos y; € % —argming(f). Luego, basta aplicar el resultado reciente-
mente probado para obtener la existencia de x; € E que satisface

1
F0x) < FOw) Sints() + 7y DAL < -

Métodos de descenso

El principio Variacional de Ekeland provee de forma abstracta la existencia de una sucesién minimi-
zante {x; } tal que Df(x;) — 0. Veremos ahora dos métodos constructivos que permiten determinar una
tal sucesion usando la informacién entregada por los datos del problema. En lo que sigue supondremos
que E tiene la estructura de espacio de Hilbert con un producto interno (-,-). En este contexto, el
siguiente lema serd de utilidad para la convergencia en espacios de Hilbert de varios métodos en este
curso.

Lema 3.1 — Opial. Sea (E,(-,-)) un espacio de Hilbert. Sea {x;} una sucesién en E y S C E un
conjunto no vacio. Supongamos que:

(a) paratodox € S, la sucesion {||xx — x|/} converge;

(b) todo punto de acumulacién débil de {x;} estd en S.
Entonces, existe x € S tal que x; — X cuando k — oo,

Demostracion. Sean x e y dos puntos de acumulacién débiles de {x;}, digamos x;, — x y xz, — .
Estos existen pues {x;} es una sucesion acotada por (a). De (b) se obtiene que x e y estdn en S. Ademds,
como se cumple

b —el? = [ =yl* = —(x =y, 20 —x—y),  VkeN,
y el lado izquierdo converge a un limite ¢. Tomando en particular las subsucesiones {x, } y {x, } al
lado derecho se concluye ¢ = ||x — y||*> = —||x — y||*, de donde obtenemos que x = y. O
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3.5.1 Método del Gradiente

El primer método que estudiaremos se basa en una iteracién del tipo
X1 =X — gV f(x), VkeN 3.4

que parte desde xo € E arbitrario y donde ¢ > 0 para cada k € N. Notemos que, gracias a la Regla de
Fermat, si en alguna iteracién tenemos que x; es un minimo de f entonces

X| = X, Vle

y por lo tanto el método se detiene una vez que se llega a un éptimo.
Para estudiar la convergencia del método del gradiente, necesitamos algunas propiedades de
funciones convexas diferenciable con gradiente Lipschitz continuo.

Lema 3.2 — Lema de maximo descenso. Sean (E, (-,-)) un espacio de Hilberty f: E — R una
funcién Gateux diferenciable en E tal que V f es L-Lipschitz continuo en E, es decir,

IVf(x) =Vl < Llx—yll, Vx,y€E.

Entonces se cumple
L
f(y) gf(x)+<Vf(x),y—x>+§Hy—xH2, an}’GE (35)
Ademas, si f es convexa, se tiene

L
£0) < FQ+ S0y =2 + Syl VxnzeE. (3.6)

Demostracion. Sean x e y en E. Definamos, para todo ¢ € [0,1] la funcién ¢(¢) = f(x+1(y —x)).
Usando la propiedad Lipschitzianidad de V f y la desigualdad de Cauchy-Schwartz, se tiene

700109 = [ e
= [ty -
= (V=) [ (VA=) = VA )y
< (V=) + [ 19 r=0) V)
< (V70— + Ly [

= (Vf(x)y =)+ 5 Iy,

de donde se obtiene la primera desigualdad (3.5). Para la segunda, dado z € E, gracias al Teorema 3.1.1,
como f es convexa y Gateaux diferenciable en E, se tiene que

0<f(2) = f(x) = (Vf(x),2—x).
Luego, basta sumar esta desigualdad a (3.5) para obtener (3.6). ]

Ahora podemos estudiar la convergencia del método del gradiente.



3.5 Métodos de descenso 55

Teorema 3.5.1 Sean (E, (-,-)) es un espacio de Hilbert y f : E — R una funcion convexa Gateaux
diferenciable en E y tal que argming(f) # 0. Supongamos que V f es L-Lipschitz continuo en E.
Considere la sucesion {x; }ren generada por (3.4) partiendo desde xo € E, con

2
0<(Xmin§ak§amax<i, Vk € N.

Entonces Ix.. € argming(f) tal que x; — Xe cuando k — oo.

Demostracion. Dividamos la demostraciones en partes:
1. Veamos primero que la sucesion {f(x;)} es decreciente y convergente. Sea k € N. Tomando
Y =2Xx+1 Y X = x; en (3.6), y usando (3.4), se tiene

Flsc) < S+ (V7 —2) o (1= B ) IVs I, ¥eeB. 3)

En particular, tomando z = x; y usando 04, < 2/L, se obtiene el decrecimiento de la sucesion
{f(xk)}, y por lo tanto, la convergencia de esta sucesion, pues infg(f) > —oo.

2. Evaluando z = x; en (3.7) y sumando sobre k desde O a n, se deduce de la propiedad telescopica
y de las hipétesis sobre los oy

o,
(1= ) 3 IV )P < o) = o). Ve
de donde podemos inferir que
Z IV£(x)||* < 4oy por lo tanto Vf(x;) — 0 para la topologfa fuerte si k — +oo.

k=0
3. Ahora tomando z = ¥ € argming(f) en (3.7), deducimos
[Pt = &> = flaoe — &> — o |V (o) 1 = 206(V f () & —xt)
<20 (1(0) - floen) - 1- %) 190
<~ (2—ogl) |V f ()|,

de donde obtenemos ||x; 1 — X||*> < ||xx — &||* + s, donde

maxLHVf(xk)Hz

4. Afirmamos que la sucesion {||x; — X||} es convergente. En efecto, sumando a ambos lados de la
ultima desigualdad el término Z s, obtenemos
I=k+1
Okt = [Pess — X[+ Z sk < o — x| +2Sk =: 6
I=k+1 I=k
Luego la sucesion {6} es decreciente y y todos sus términos son no negativos. Luego, {6, } es
convergente, pero como Z sy — 0 si k — +oo (pues la serie converge), se tiene que la sucesién

1=k
{||xx —%||} también converge.
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5. Para concluir usamos el Lema 3.1. Tomemos un punto de acumulacion débil de {x; }, digamos
X, =y € E sin — +o0. Tomando z = ¥ en (3.7) y usando la semicontinuidad inferior de f en la
topologia débil (por convexidad) deducimos que

70) < imint (1) < ) +imint (5, ) —ai, (1= %5 ) 9701 )2

Sabemos que ||V f(xx,)|| — 0 si n — +eo y que ademds {x; } estd acotada (pues converge
débilmente). Luego, debido a las condiciones sobre {ay}, el limite inferior de la derecha es nulo
y por lo tanto debemos tener que f(y) < f(¥). Lo que implica a su vez que y € argming(f) y en
consecuencia el resultado final de convergencia se deduce del Lema 3.1 con S = argming(f).
O

Aplicacion al problema cuadrdtico
Estudiaremos ahora una version especialidad del método del gradiente para minimizar funciones
cuadrdticas del tipo

1
flx)= ExTAx— b'x+c, VxeR",
donde A € S’} | (R), b € R"y ¢ € R. Sabemos, por la Proposicién 3.3.3 que existe un tinico X que mini-
miza esta funcién. Una forma de aproximar X es utilizando el método del gradiente, cuya construccién

iterativa estd dada por (3.4). En este caso estudiaremos la velocidad de convergencia del método con
oy siendo el tnico real positivo que minimiza sobre R la aplicacion

o g —aVi(xg)).

Veremos que la velocidad de convergencia de {x;} a X depende de un real asociado a la matriz A
llamado condicionamiento, el cual estd dado por

K(A) := itl

donde A; > A, > ... > A, > 0 los valores propios de A en orden decreciente.
Antes de continuar, notemos que la aplicacién

o= flxx—aVf(x))

es estrictamente convexa y diferenciable, luego, usando la Regla de Fermat, ¢ puede ser calculado
explicitamente. De hecho, tenemos que

_ [Axe —b]? VAP
O

T (Ax—b)TA(Ax—b)  Vf(x)TAVf(xx)’ Vk € N. (3.8)

Teorema 3.5.2 Sean A € §', | (R), b € R" y ¢ € R. Considere la funcién f : R” — R dada por

1
flx)= ExTAx—bTx—l—c, Vx e R",

y sea X su minimo. Considere la sucesion {x; }xcn generada por (3.4) partiendo desde xyp € R”
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arbitrario y con oy dado por (3.8). Luego se tienen las estimaciones

fOx) = f(X) < [f(x0) — f(* (@)

k
] (i)

2(f(xo)l—f(x)) [K‘(A) _ 1]k7

n

~
fa—

| —

A

.S

~—

|

—

[
[N
~

_ _ K
e = Fla < o = lla | =75

||l — x| < [ (iif)

donde || - ||4: x— VxTAx define una norma en R”.

Demostracion. Para todo k € N, definamos g; := V f(x;) = Axx — b, de donde

2
o il

k = Y Xgrl =Xk — 048k, VkeN.
g Agk *

Entonces, sigue que

1
f(s1) = =1 Axgsr — b Xy e

2

1 o?
= EkaAxk — o (Axy) g+ TkngAgk —b x+oyb g+

T o T
= f(x) — a(Axe —b) g+ - 8k Agk
En particular, tenemos que
Fln) = f)— 8 e (39)
28 Agk

Ademds, como la tinica solucién éptima del problema estd dada por ¥ = A~!b, deducimos que
infg(f) = f(X) = —3b"A"'b+c y mds ain

1, 1 T 1 1+ _
5(A o) gkzi(xk—A 'p) (Axk—b)zikaAxk—bTxk—i—EbTA 'h=f(xx) — f(X), VkeN.

Luego, de (3.9) se deduce

T

Floenn) — f() = (- lgell®
Xiep1) = f(%) = [f(a) = F(R)] | 1 T An) A Tg ) TEEN

Entonces, como la desigualdad de Kantorovich (ver Ejercicio 4) asegura que

A)+1)2
<xTAx> (xTA*Ix) < MHXH“, Vx e R,
4Kx(A)
conluimos

2
f 1) = f(®) < [f ) — f(%)] (1 _(szc)(i)l)z) = [f(x) — f(®)] <K(A§J_ri> ; VkeN
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y la primera desigualdad se obtiene usando induccién. Ademds, dado que
2(f(a) = f() = g "A ge = (e —0) AL — %) = | — 7|3, VkEN,
usando la primera desigualdad se deduce directamente la segunda. Finalmente, la dltima desigualdad se

deduce de la segunda, ya que gracias a la Proposicién 3.3.3 tenemos que

e — |3 > Ak — %%, VkeN.

Método del Gradiente conjugado

Ahora veremos un método en el contexto E = R" cuya principal caracteristica es que encuentra en
una cantidad finita de iteraciones el 6ptimo de una funcién cuadratica estrictamente convexa. La idea
principal de este algoritmo se basa en el hecho que para una iteracién del tipo

Xpy1 =X+ Ogdy, VkeEN, (3.10)
con d € R" cualquiera, si 0 se escoge como un real que minimiza sobre R la funcién convexa
o — fx+ ady),

por la Regla de Fermat se tendra que V f(xx+1) y di son ortogonales. El método consisten entonces en
escoger los dj de forma tal que V f(x;1) sea ortogonal no solo a dj, si no que también a dy, . .., dj_.
De esta forma, al cabo de n iteraciones se deberd tener forzosamente que V f(x,) = 0 y que por lo tanto
X, es un minimo de la funcién.

El nombre del método viene del hecho que dos vectores x,y € R” se dicen conjugados con respecto
aA €S, (R)six"Ay=0. Notemos que, para cualquier k € {1,...,n— 1}, si v,..., 1 € R" son
vectores no nulos conjugados con respecto a A, entonces {vy,...,vk1} es una familia linealmente
independiente. En efecto, si esto no fuese asi, podemos asumir sin perdida de generalidad que v se
puede escribir como combinacion lineal de vy,. .., v, es decir, existen &1, ..., & € R tales que

k k k
T T T
Vil = Z é,-vl- y por lo tanto Vk+]AVk+1 = Vit (Z él‘AV,’) = Z éikaAvi =0.
k=1 i=1 i=1

Dado que A € S | (R) y vi11 # 0 llegamos a una contradiccién. Notemos que esto implica que una
coleccién de vectores no nulos conjugados con respecto a A no puede contener mdas de n vectores.
El método del gradiente conjugado consiste en utilizar las direcciones dj dadas por la férmula

— ik=0
d=1 8 ! 3.11)
—gk+Prd—1 sik>1,

donde denotamos g := V f(xx) = Ax; — b para todo k € N y B es un pardmetro dado por la relacion
de conjugacion entre d; y dj—. Efectivamente, no es dificil ver que dkTAdk, 1 =0siy sélo si

Axi —b) " Ady TAdy
B, — A% T) el S 2%l vkeN\ {0} (3.12)
di—1 Adgy di—1 Adg—y
Mas atin, si el paso se escoge de forma 6ptima, gracias a la Regla de Fermat tenemos que
_ (Axc—b)d, _&'d
dy ' Ady di' Ady’

Ahora veremos que el método converge en una cantidad finita de pasos

o = Vk € N. (3.13)
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Teorema 3.5.3 Sean A € §' | (R), b € R" y ¢ € R. Considere la funcién f : R” — R dada por
1
flx)= ExTAx —b'x+c, VxeR"™

La sucesion {x; }xen generada por (3.10) partiendo desde xo € R arbitrario, con dy dado por (3.11),
Bx dado por (3.12) y oy dado por (3.13), converge en a lo més n pasos.

Demostracion. Procederemos por induccién y probaremos que, para todo k € {1,...,n},sid;_1 #0
entonces
g di=d Ad;=0, VYie{0,....k—1}. (3.14)

De este modo, si para algin k € {1,...,n}, tuviesemos dy = 0, entonces 0 = dy = —gi + Prdi—1, de
donde g es colineal con d_; # 0y al mismo tiempo g 'dx_; = 0, por lo que gx = 0y x; es solucién.
Ademas, el algoritmo terminard en a lo mas n pasos, ya que a cada iteracién k genera un dj que es
conjugado con respecto aA a dy, .. .,di_1, lo cual se puede hacer a lo mds n veces en R".

Parak =1, sidy = —go # 0, de (3.10) y (3.13) deducimos

g1 do = (Ax; —b) "dy = g0 do+ ctody ' Ady = 0.
Ademads, de (3.11) y (3.12) obtenemos
di"Ady = —g1 " Ady + Bidy " Ady = 0.

Ahora supongamos que para k € {1,...,n— 1}, si se tiene d;_; # 0, entonces se cumple (3.14).
Supongamos que d; # 0y tomemos i € {0,...,k}. Sii =k entonces (3.10) y (3.13) implican que

gke1 | dp = (Axie1 —b) dy = gi dic+ oydy " Ady = 0.
Ademads, de (3.11) y (3.12) vemos que
i1 Ady = —grs1 " Ady+ Brirdy T Ady = 0.
Ahora, si i < k, (3.10) implica que gx+1 = g + 0Ad) de donde
i1 di =g di+ oy Ad; =0,

pues ambos términos son nulos por la hipétesis de induccidn. Por otra parte, combinando el hecho que
gi+1 = &+ a;Ad; con (3.11) deducimos que

| (B1 + 1)do — d,

Adi = —(8i+1-8) =4 | % .
! (ﬁi+1di—di+1—(ﬁid,‘_l—d,')) SliG{l,...,k—]},

sii=0,

o
de donde obtenemos,
dis1 "Ad; = —gi1 ' Ad; + Biidi TAd; =0, Vie {l,....k—1},

pues el segundo término es nulo por hipétesis de induccién y el primero es nulo pues acabamos de
probar que gi1 'd; =0 paratodoi € {1,...,k} y Ad; es una combinacién lineal de d;_1,d;,d;+ (y Ady
es combinacion lineal de dy,d). Esto concluye la demostracion. ]
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En el caso que 7 sea muy grande (por ejemplo n > 10°), realizar las n iteraciones del método del
gradiente conjugado puede ser muy costoso. Por esta razon, es interesante saber lo preciso que se
vuelve el método al cabo de algunas iteraciones. El siguiente resultado provee una estimacién de este
error y entrega una cota para la tasa de convergencia del método.

Teorema 3.5.4 Sean A € §', | (R), b € R" y c € R. Considere la funcién f : R” — R dada por

1
flx)= ExTAx —b'x+c

y sea X su minimo. Considere la sucesion {x;} generada por (3.10) partiendo desde x € E con dj
dado por (3.11), B dado por (3.12) y oy dado por (3.13). Luego

k
K(A)—1
s —5la <2 —2la | DL e,
VEKA)+1
donde ||x||4 = VxTAx para cada x € R".
Demostracion. Ejercicio de ayudantia. O

Comparaciéon de los métodos

En el contexto de problemas cuadréticos estrictamente convexo, es decir A € S’ | (R), la tasa de
convergencia del método gradiente conjugado es mejor que la tasa del método del gradiente, ya que

KA -1  x(A)—1
0= em1 kA1l

con igualdad solo para el caso k(A) = 1. Esto implica que en general se tiene que el método gradiente
conjugado convergerd mds rdpido que el método del gradiente.

Método de Newton-Raphson

El método del gradiente considera informacién sélo de primer orden, lo cual, dependiendo de la
funcién a minimizar, puede generar algoritmos que convergen muy lentos debido a un efecto de zig-zag
como lo explica el siguiente ejemplo.

= Ejemplo 3.5.5 Sea § > 1y f: R? — R definido por
1 o
f(x7Y):§x2+§y2, vxayeR'

Se tiene V f(x,y) = (x,8y) y que por lo tanto es es d —Lipschitz continuo. El método del gradiente se
escribe en este caso como
{ka = xk(l — Ot)

kel = k(1 —ad),

donde o < 2/6. En particular, si o« = 0,1 y § = 18, la condicién de los pardmetros para la convergencia
se satisfacen y el método se reduce a

Xer1 =09 %
Yi+1 = —078*}%
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lo que hace zig-zaguear a las iteraciones si y; # 0 y la convergencia es cada vez mds lenta si § es mayor
y a es mas pequefio. El siguiente Cuadro muestra algunas iteraciones del método del gradiente con

(x0,50) = (1,1): =

k H X Yk k H Xk Yk k H Xfe Yk

0 || 1.0000 1.0000 7 || 04783 -0.2097 14 || 0.2288 0.0440
1 ] 0.9000 -0.8000 8 || 0.4305 0.1678 15 || 0.2059 -0.0352
2 || 0.8100 0.6400 9 || 0.3874 -0.1342 16 || 0.1853 0.0281
3| 0.7290 -0.5120 10 || 0.3487 0.1074 17 || 0.1668 -0.0225
4 11 0.6561 0.4096 11 || 0.3138 -0.0859 18 || 0.1501 0.0180
5 || 0.5905 -0.3277 12 || 0.2824 0.0687 19 || 0.1351 -0.0144
6 || 0.5314 0.2621 13 || 0.2542 -0.0550 20 || 0.1216 0.0115

Cuadro 3.1: Iteraciones del método del gradiente

Estudiaremos ahora otro método, llamado Newton-Raphson, que involucra la curvatura de la funcién
a minimizar, lo que permite superar estos efectos que reducen la velocidad de convergencia. La idea
principal es, conocida la iteracién x; € E := R", minimizar la aproximacion de Taylor de segundo
orden de f en torno a xy,

i) = ) V)T () 4 5 (- 30) T2 ) e )

para encontrar x|, donde V2f(x) es la matrix hessiana de f en x. Usando la regla de Fermat, lo
anterior se traduce a resolver la ecuacion para x|

0= V() + V2f () (i1 —20),
que, en el caso en que V2 f(x;) sea invertible, se reduce a
Xer1 =X — [V2f ()] 'Vf(x), VkeN. (3.15)

Ahora veamos como cambia la eficiencia del método de Newton-Raphson en comparacién al
método del gradiente para el ejemplo anterior.

= Ejemplo 3.5.6 Retomemos el Ejemplo 3.5.5. Recordemos que f(x,y) = %xz + gyz. Es claro que el
tinico minimo de esta funcién es (x,y) = (0,0). Ademds, tenemos que, y

Vf(x,y)=<gy> y sz(x,y)=<(1) g>-

Luego, dado (x9,yo) € R?, la primera iteraci6n es

)= ()G D)= 6)

es decir, el método de Newton-Raphson encuentra el minimo en una sola iteracion. "
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Mis generalmente, el método de Newton-Raphson es utilizado para la resolucion de ecuaciones
no lineales del tipo F(x) =0, donde F : R” — R” es una funcién Fréchet diferenciable. En este
contexto, dado xg, el método busca x| resolviendo la aproximacién de primer orden

0 = F(xx) +Jr (xx) (Xag1 — Xx),

donde, si la matriz Jacobiana Jr (x;) es invertible, se reduce a

Xt = X —JF () TTF ().

Recuerdo: Matriz Jacobiana

Una funcién vectorial F : R” — R™ se dice Fréchet diferenciable en x € R” si existe una matriz
M € M5, (R) tal que
I |F(x+h) — F(x) — Mh|
im —

0.
h—0 |h|

La matriz M se denota Jg(x), se conoce como la Matriz Jacobiana de F y viene dada por:
o Fi(x) ... dyFi(x)
Jr(x) =
O Fin(x) ... O Fu(x)

donde F(x) = (Fy(x),...,Fu(x)) para todo x € R"

Ahora estudiaremos la convergencia del método de Newton-Raphson. Cabe destacar que el teorema
de convergencia que mostraremos ahora se diferencia de los teoremas estudiados para los métodos del
Gradiente y Gradiente conjugado en que la eleccién del punto inicial juega un rol importante.

Teorema 3.5.7 Sea f: R" — RU {400} una funcién propia, convexa y dos veces Giteaux diferen-
ciable en dom(f), el cual asumimos abierto de R". Supongamos que existe X € argming- (f) tal que
V2f(x) € St . (R), y que ademds V2 £ es localmente Lipschitz continua en torno a &, es decir, para
algin r > 0 existe L > 0 tal que

IV2f(x) =V2FO)I S Llx =y, Vx,y € Bra(%,7),

donde ||M|| = supy_; |Mx|| = \/ Amax (M " M) para cualquier M € M, ,(R). Entonces, existe p >0
para el cual se tiene que si xo € Bgn (X, p), la secuencia {x;} generada por (3.15) converge a X y
satisface

lim iy 1 — %] =0, y limsup iy 1 — %]

= - =2 <°°
o e —] el e —3

Demostracién. Para todo x € dom(f) denotemos por A, al menor valor propio de V£ (x). Como
V2f(%) € S", (R), de la Proposicién 3.3.3 se tiene

Y V2F@E)y > A:y?, Wy eR”,
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donde A; > 0. Para todo x € B (%,7) e y € R", usando la propiedad Lipschitz de V2 se tiene
Y VA )y =y VA (®)y+y (VA (x) = V2F(E)y

> Aely> = [IV2£(x) = V2 E@) | Iy
> (As—Lix—x|)y|*.

Luego, definiendo p = min {r, ﬁ} > 0 tenemos

Az
V2f(x) €S"_(R) con A, > 5> 0, x€Bga(x,p).

De ese modo, para todo x € Bg»(%,p), existen matrices P, y D, tales que \2 flx) = PXDXPXT con
P! =P, de modo que V>f(x)~' =P.D;'P] y

1 2
V27001 =\ Aman (PDRT) < - < =

Supongamos que x; € Bg» (X, p) para algin k € N. Para simplificar la notacion, notemos g = V. f(x¢) y
H; = V2 f(x;). De (3.15) se deduce que si x; = & entonces x| = £, por lo que suponemos que x; # .
Como % es minimo de f, usando el Teorema de Fermat, la propiedad de Lipschitz continuidad de V?f
y la relacién

1
9= VI (0) =VH(®) = [ VE(E (=) (e — R,
tenemos que
I—H g
= |H " (Hi(oe— %) = i) |

_ ‘Hkl (/0][Hk—sz(Xth(xk—x))](xk_f)dt>’

X1 —X| = | —

2 1
< b=l [ = V(= 5) e
Az 0
2L 1
§—|xk—i\2/ (1—1)dt
Az 0
= L - i < 2]
% xp—x|° < 2xk x|,

En particular, se tiene que x| € Brn(¥,p). Ademds, usando induccién vemos que la sucesion {x; }
estd contenida en B« (X, p) sixp € Bge(X,p) y

e — X[ < —x|, VkeN.

PhF [0
De aqui se concluye que x; — ¥, y que también tenemos

—X L —X L
’xk+1 X’ < 7_|xk —)Z| y ‘karl X‘
7

o —x| b — 2 T A

lo que finaliza la demostracion. O
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El método también funciona si se asume que V2 f es uniformemente continua en una vecindad
acotada de X, es decir, para algtin » > 0 tenemos que

¥e>0,3p >0, Yy €Bri(X,r): x—yl<p = [[Vf(0)-V/()] <e.
En ese caso la convergencia es superlineal:
lim 1 — x| -0
koo | — X*|

Por otra parte, el método no necesita que la funcién sea convexa en todo su dominio, ya que
la demostracién es local. Sin embargo, el método si necesita que el minimo sea tinico y que la
funcién sea estrictamente convexa en una vecindad del minimo.

En el Ejemplo 3.5.6, el punto inicial no tiene relevancia para la convergencia. Sin embargo, en
general la convergencia es garantizada sélo si se parte suficientemente cerca de la solucion. El siguiente
ejemplo ilustra un caso en que el método puede diverger si se parte lejos de la solucién.

m Ejemplo 3.5.8 Sea f: R — R definida por
1
f(x) = xarctan(x) — 3 In(1+x%), VxeR.

Notemos que f’(x) = arctan(x) que es estrictamente creciente, por lo que f es estrictamente convexa y

el tinico minimo se alcanza en X = 0. Ademds, tenemos que f”(x) = — por lo que, dado xy € R, la

T2
iteracién del método de Newton-Raphson se escribe

X1 = X — (1 +x7) arctan (x).
En particular, si xop = 10 tenemos la siguiente tabla con los términos de las iteraciones: n

k H Xk
0 10
1 -139
2
3

29892
-1403526593

Cuadro 3.2: Iteraciones del método Newton-Raphson
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3.6 Ejercicios

1. FUNCION CONVEXA DEFINIDA POR UNA INTEGRAL
Consideremos el polinomio trigonométrico 7 : R” — [0,27] — R definido por

T (x,w) = x1 +x2cos(w) +x3co8(2w) + ... +x,cos((n— 1)w).

Muestre que la funcién f : R" — RU{+co} definida por

2
Flx) = _/o log(T (x,w))dw i T(x,w) > 0,Vw € [0,27],

~+o0 si no

es una funcién convexa.
2. FUNCION CONVEXA VECTORIAL-MATRICIAL
Se define la funcién f : R” x S*(R) — R como sigue

x"A7x sixeR, AeS, (R),

+oo si no

f(x>A) = {

a) Muestre que dom(f) es un abierto de R" x S"(R) y que f es Gateaux diferenciable con
Df(x,A)(d,D)=2x"A"'d—x"A"'DA"'x, VxeR", VD e S"(R).

Aqui suponemos que S"(R) tiene la estructura de espacio de Hilbert con producto interno
usual: (A, B) = tr(AB) para todo A,B € S"(R)
b) Deducir que f es una funcién convexa demostrando que f es subdiferenciable, es decir,

f(va) +Df(x7A)(y_va_A) < f(va)’ V(X,A), (va) € dom(f).

Indicacién: Calcular (A~'x—B~'y)TB(A~'x— B~ ly).
3. CONDICIONES DE OPTIMALIDAD PARA FUNCIONES NO DIFERENCIABLES
Sea (E, || - ||) un espacio vectorial normado. Considere g,i : E — R U {+} dos funciones
convexas y propias con dom(g) Ndom(k) # 0. Suponga que g es Géteaux diferenciable en
dom(g), es dltimo siendo un abierto de E Definamos la funcion f : E — R por

f(x) =g(x)+h(x), Vx € E.
a) Pruebe que ¥ € argming(f) siy sélo si
Dg(%)(x —X)+h(x) —h(x) >0, VxeE.

b) Muestre ademds que si x — Dg(x) es secuencialmente fuerte-o (E*, E) continuo en dom(g),
es decir, para cualquier {x;} C dom(g), si xx — x € dom(g) se tiene que

Dg(x) —— Dg(x),

k—roo

entonces X € argming(f) siy solo si

Dg(x)(x —X)+h(x) —h(x) >0, Vxedom(g).
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4. DESIGUALDAD DE KANTOROVICH

Sea A € S |, (R) con valores propios 0 < A; < 4, < --- < 4,0. El objetivo de esta pregunta es
demostrar la desigualdad

2
x[* < (xTAx) (xTA_1x> < % \/?114— \/? lx[*, Vx e R™.

Para ello se aconseja
a) SiA = P"DP es una diagonalizacién de A, demostrar que para obtener la desigualdad basta

probar
2
1 An A
1< (yTDy) (yTD_ly) < 1 ”),714_”)% , YyeR"con |yl =1.

n
b) Defina A = Z y?A; y pruebe que
i=1

iyf 7Ll+ﬂ.n—/i
= A MA,

y a partir de esto obtenga el resultado buscado.

. METODO DE NEWTON-RAPHSON Y PROBLEMAS CUADRATICOS

Considere la funcién f: R" — R definida por
[ T
flx)= 7% Ax—b x+c,

donde A € S} | (R), b € R" y ¢ € R. Pruebe que para cualquier xo € R", el método de Newton-
Raphson aplicado a la funcién f converge en solo una iteracion.

. FORMA ALTERNATIVA DEL METODO GRADIENTE CONJUGADO

Dados A € §", | (R), b € R" y ¢ € R, considere la funcién cuadritica f: R” — R definida por
1
flx)= ExTAx —b'x4c, VxeR"

Dado xp € R"y go = Vf(xo) = Ax — b, considere para todo k € {1,...,n}, el punto x; que se
encuentra resolviendo el problema

Minimizar f(x) sobre todos los x € U,

donde Uy = {x¢} + Vi y Vi es el espacio vectorial generado por go,...,gx. Demuestre que el
método equivale al Método del Gradiente Conjugado, es decir, que cada x; es la k—ésima
iteracion del Método del Gradiente Conjugado que parte desde xo.
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Abstract. En este capitulo estudiaremos funciones convexas no diferenciables y veremos
que la Regla de Fermat tiene un andlogo si reemplazamos el diferencial por una nocién
generalizada de este, el cual llamaremos subdiferencial. Usaremos esta nueva herramienta
para obtener condiciones de optimalidad para problemas con restricciones y estudiaremos
algunos métodos para resolver esta clase de problemas.

Recordemos que una forma de estudiar problemas de optimizacién con restricciones es incluir en
la definicién de la funcién objetivo la restriccién via una penalizacién fuerte. Dicho de otra forma,
resolver

Minimizar f(x) sobre todos los x € E que satisfacen la restriccién x € S P)
donde f: E — R es una funcién dada y S C E un conjunto dado, es equivalente a resolver
Minimizar fg(x) := f(x) + Js(x) sobre todos los x € E. (Ps)

Notemos que en caso que (P) sea un problema convexo, tendremos que fg serd también una funcién
convexa. Es importante destacar que no importa la regularidad que impongamos sobre f, la funcién
fs no serd jamds diferenciable en la frontera de S (salvo en el caso trivial S = E), lo cual en principio
no nos permitiria aplicar los resultados vistos en el capitulo anterior a funciones similares a fs.
Afortunadamente, para el caso de optimizacién convexa, la diferenciabilidad es una herramienta
util pero no fundamental, pues mucho resultados pueden ser extendidos al caso no diferenciable
introduciendo un objeto matematico llamado subdiferencial.

En este capitulo, y s6lo con el propésito de simplificar la exposicién, trabajaremos bdsicamente con
funciones f : E — RU{+oco} convexas definidas sobre un espacio de Banach (E, || - ||). La condicién
impuesta anteriormente, que dom(f) sea un abierto de E, no serd necesaria a partir de ahora. Ademds,
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como lo hemos hecho hasta ahora (-, ) : E* x E — R denotard en producto dualidad entre E* y E. En
el caso que E sea un espacio de Hilbert, identificaremos E* con E y el producto interno sera denotado
al igual que el producto dualidad.

Subdiferencial

El concepto de subdiferencial viene a generalizar la idea del diferencial de una funcién. La definicién
calza bien para funciones convexas, sin embargo hay que notar que ésta no requiere en absoluto de la
convexidad de la funcién en cuestion.

Definicion 4.1.1 Supongamos que (E, || -||) es un espacio de Banach y sea f : E — RU{+} una
funcién dada. Un subgradiente de f en x € E es un funcional x* € E* que satisface

f)+ & y—x) < f(y), VyekE.
La coleccién de todos los subgradientes de f en x, denotada d f(x), es el subdiferencial de f en x.

La idea esencial del subdiferencial es agrupar todas las posibles pendientes que pueden tener las
funciones afines continuas que minoran a la funcién convexa en cuestion.

Notemos que d f(x) es un conjunto convexo, posiblemente vacio, y cerrado para la topologia
débil-x en E* (y por lo tanto cerrado para la topologia débil y fuerte de E*), cualquiera sea x € E.
Ademds, es claro que si f es propia, d f(x) = 0 cada vez que f(x) = +oo.

m Ejemplo 4.1.1 Veamos algunos ejemplos:
» Sea f(x) = |x| para cada x € R, entonces df(0) = [—1,1].
= Sea f(x) = —/X+ 8] ;) (x) para cada x € R, entonces 9 f(0) = 0.

L

Figura 4.1: Epigrafo de las funciones f(x) = [x| y f(x) = —v/X+ /0, 4o0) ().

Como muestra uno de los ejemplos anteriores, el subdiferencial de una funcién convexa puede ser
vacio, incluso si la funcién es finita en el punto. Un criterio, relativamente simple, para evitar esto es
que la funcién sea continua. Esto es una consecuencia del Teorema de Hahn-Banach.
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Proposicion 4.1.2 Sean (E, || - ||) un espacio de Banachy f : E — RU{+ec} una funcién convexa.
Suponga que f es continua en x € dom(f), entonces d f(x) # 0

Demostracion. Dado que f es continua en x, podemos encontrar r > 0 tal que f(x+rd) < f(x)+1
para cada d € Bg. De donde se tiene que int(epi(f)) # 0 y ademds (x, f(x)) ¢ int(epi(f)). Luego por
el Teorema de Hahn-Banach (Lema 2.1), existe (x*,a) € E* xR\ {0} tal que

() +af(x) <0y +ad, V(yA) € epi(f)

De aqui se concluye que o > 0 pues (x,A) € epi(f) para cualquier A > f(x). Ademds, como x+ rd €
dom( f) para cada d € Bg, tenemos que si o = 0 entonces

(x*,x) < (x",x+rd), Vde€Bg.

Esto a su vez implica que |[x*||. = 0y por lo tanto (x*, &) = 0, llevdandonos a una contradiccién. Por
lo tanto o > 0, y sin perdida de generalidad podemos asumir que ¢ = 1, multiplicando x* por é sies
necesario. Entonces, tenemos que

(x=y)+f(x) <A, V(yA) €epi(f).

Tomando A = f(y), vemos que x* € d f(x), y la proposicién ha sido demostrada. O

Cono Normal

Un ejemplo interesante a estudiar es el subdiferencial de la funcién indicatriz f = ds donde S C E
es un conjunto dado. El conjunto d g (x) se conoce como el cono normal a S en x € E y viene dado por

Ns(x) :=dds(x) ={x" € E* | (x",y—x) <0, ¥y € S}.

R

Figura 4.2: Ejemplo cono normal a un conjunto en R?.
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El cono normal jugard un rol importante cuando escribamos condiciones de optimalidad. En
particular, sera de importancia conocer la estructura del cono normal a un conjunto de nivel, es decir,
S =T,(f) paracierto ye Ry f:E — RU{+oco}. A continuacién daremos una respuesta parcial a
la estructura del cono normal en este caso. Para demostrar el converso de la siguiente proposicion
necesitamos algunas herramientas que ain no tenemos, por lo cual posponemos esa parte de la
demostracion para mas adelante; ver Proposicion 4.2.2.

Proposicion 4.1.3 Sean (E, || - ||) un espacio de Banach y f : E — RU{+oco} una funcién propia tal
que I'y(f) # 0 para cierto y € R. Luego, tenemos que

Vx € Ty(f), Vi > 0, Vx" € d f(x) tales que p(f(x) — y) = O se tiene que pux™ € Nr(5) (x).

Demostracion. Notemos que para cada x* € d f(x) y u > 0 tenemos que

(X" y =)+ 1f(x) < pf(y), Vy€E.

Por lo tanto, si y € I'y(f), obtenemos la desigualdad

(ux,y —x) < p(f(y) = f(x) < p(y—f(x)).
De aqui se concluye que si p(f(x) —y) = 0 se tendrd también que pux* € Nr (5 (x). O

Relacién con diferenciabilidad

La relacién que existe entre el subdiferencial y el diferencial de una funcién puede ser estudiada a
través de la derivada direccional. Recordemos que la esta derivada estd dada por
td) —
f'(x:d) = lim flt t) &) ek

t—0t

Notemos que en general —oo < f’(x;d) < +o0. De hecho los valores +-o pueden ser alcanzados, como
lo muestra el siguiente ejemplo.

= Ejemplo 4.1.4 Consideremos la funcién f : R — RU{+oco} definida por
—V1=x* sifx[ <1
fx) = : :
+o0 sino

Luego se tiene que f'(—1,d) = —eoy f'(1,d) = +oo para cada d > 0. En efecto

1—(—1 2_ —25
(—1+1d)*—0 _ im /2 2t d /%—dz—
150+ t t—0t 4

f/(~1,d) = lfm —

y dado que 14td > 1 sit,d > 0 entonces se tiene que

Fd) = tim ST

t—0t t

La derivada direccional es importante en Anélisis Convexo pues permite obtener una representacion
del subdiferencial de una funcién convexa, como veremos a continuacion.
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Proposicion 4.1.5 Sean (E, || - ||) un espacio de Banach, f : E — R U {400} una funcién convexa y
x € dom(f). Entonces

f(wd) = Ifggw, Vd € E.

Ademds, d — f'(x;d) es sublineal y

of(x)={x* €eE*| (x*,d) < f'(x;d), Vd € E}, Vx € E.

Demostracion. Sea x € dom(f). Dividamos la demostracién en partes:

1. Consideremos d € E y la funcién g(t) = w definida para todo ¢ € (0, +c0). Veamos que

para 0 <t < s se tiene que g(r) < g(s). Notemos que
t t
x+td=-(x+sd)+ (1 - 7> x.
s s
Dado que f es convexa, sigue que
t
fletid) < <+ sd) + (1 - ;) 7).

de donde se concluye que

gl = DI  Sletsd) =70) _

De este modo, como 7 — g(t) es creciente en (0, 40), se tiene

f'(x.d) = lim fottd) 1) g(t) = infg(r) = e /1)~ F)

t—0t t t—0t >0 >0 t

2. Veamos ahora que d — f’(x;d) es sublineal, es decir,
f/(x;d[+d2) §f’(x;d1)+f’(x;d2), Vd,,d; € E.

Notemos que si f/(x;d; +d) = —oo, f(x;d1) = 400 0 f'(x;dy) = +o0 , entonces el resultado es
trivial; recordando las convenciones que hemos aceptado. Luego, asumamos que

fladi+dy) > —oo,  fl(x;d)) <4y f(x;dy) < +oo.
Dado que f es convexa, la parte anterior implica que

Sl v o)) ) A2 H 2 Ty,

f(od+dy) <

y por lo tanto, haciendo un cambio de variable (2¢ por ¢) tenemos que

fx+tdi) = f(x) | flx+tda) = f(x)

fl(x;dl +dy) < ; + p , Vt>0.
Luego como f(x;d;) < +oo, podemos encontrar un s; > 0 tal que w < +oo. Bsto a
su vez, junto con la monotonia del cuociente, implica que
dy)— tdy) —

S1 t
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de donde obtenemos, al tomar infimo sobre ¢, que f’(x;d;) > —oo. Tomemos ahora € > 0, por
definicién de infimo podemos encontrar s, > 0 para el cual %?_M < f'(x;dy) + €. Sigue
que por la monotonia del cuociente tenemos

frtid) - f(x)

t

f(xd +da) < +f (x;dpy) +e, Ve (0,s)].

Finalmente, tomando infimo sobre ¢ en la desigualdad anterior llegamos a la conclusidn, ya que
€ > 0 es un niimero positivo arbitrario.

. Tomemos ahora x* € d f(x) y d € E arbitrario. La definicion del subdiferencial nos lleva a

<x*,d>§f(x+tdt)_f<x), Vit € (0, +o0).

De esta desigualdad se concluye facilmente que (x*,d) < f’(x,d). Por otra parte, tomemos
x* € E* tal que (x*,d) < f'(x,d) para todo d € E. Usando la primera parte con ¢ = 1 tenemos

(x*.d) < f'(x,d) < f(x+d) = f(x).

Finalmente, tomando d =y — x con y € dom(f) arbitrario se concluye que x* € d f(x). Esto
entrega la caracterizacion del subdiferencial y termina la demostracion.
O

Ahora veremos que la relacion entre el subdiferencial y la derivada direccional de una funcién con-

vexa es univoca, en el sentido que la derivada direccional puede ser calculada a partir del subdiferencial.
El siguiente resultado mostrara en particular que una funcién convexa es diferenciable si y sélo si el
subdiferencial tiene un tnico elemento. Cabe destacar que el resultado que veremos a continuacion
es una consecuencia de la version analitica del Teorema de Hahn-Banach, la cual es equivalente a la
version geométrica de este teorema (Lema 2.1); a partir de uno se puede demostrar el otro.

Recuerdo: Teorema analitico de Hahn-Banach

La version analitica del Teorema de Hahn-Banach dice que un funcional lineal continuo definido
solo en un subespacio de E que satisface una cota apropiada, puede ser extendido a todo el
espacio, satisfaciendo la misma cota. Por esta razén, mucha veces el teorema se conoce como el
Teorema de extension de Hahn-Banach.

Lema 4.1 — Teorema Hahn-Banach Andlitico. Sea (E, || - ||) un espacio de Banach y g :
E — R una funcién sublineal y positivamente homogénea, es decir,

glx+y) <glx)+g(y) y sglax)=ag(x), VrycE, Va>0.
Sea E un subespacio vectorial de E y ¢y : E) — R un funcional lineal tal que
lo(x) < g(x), VxeE.
Entonces, existe £ : E — R lineal tal que

lx)=4lo(x), VxeEy y L(x)<g(), VxeE.
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Proposicion 4.1.6 Sean (E, || - ||) un espacio de Banach y f : E — RU {+cc} una funcién convexa.
Suponga que f es continua en x € dom(f). Entonces

f'(x;d) =max {(x*,d) | x* € df(x)}, VdeE

Ademis, se tiene que f es Gateaux diferenciable en x si y s6lo si d f(x) = {x*}.

Demostracion. Notemos primero que gracias a la Proposicion 4.1.5, la desigualdad ” > ” siempre es
cierta; independiente de la continuidad de f. Luego bastard probar que existe x* € d f(x) tal que

f'(x;d) = (x*,d), VdcE.

Notemos ademds que gracias a Proposicién 4.1.2, tenemos que d f(x) # 0. Fijemos d € E\ {0}.
Consideremos el espacio vectorial Eg = {ad | a € R} y la funcién lineal ¢, : Ey — R definida por

lo(ad) = af' (x;d), VaeR.
Notemos que si & > 0, entonces

ot = g PO =I0) _ o SAGED I _ )

De aqui no es dificil ver que v — g(v) := f'(x;v) es positivamente homogénea. Ademds, si o < 0,
entonces
lo(od) = af' (x;d) = —f'(x;—ad) < f'(x;od),

donde la dltima desigualdad viene del hecho que d — f’(x;d) es sublineal y f’(x;0) = 0. Luego por el
Teorema de extensién de Hahn-Banach (Lema 4.1), existe un funcional lineal ¢ : E — R tal que

(d)=f'(x;d) 'y Lv)<f(xv), WeE.
Tomando v = y — x para cualquier y € dom(f) y usando Proposicién 4.1.5, vemos que

£y —x) < fllsy—x) < f(y) = fx).

Luego para concluir basta ver que ¢ es continuo, y que por lo tanto existe x* € E* tal que ¢ = (x*,-).
Dado que f es continuo en x, se tiene que para todo € > 0, existe r > 0 tal que |f(x) — f(y)| < € para
todo y € Bg(x,r). Luego tenemos, por la desigualdad del subdiferencial que

ly—x) <[f(x) - f)| <&, VyeBg(xr).

Evaluando en 2x — y en vez de en y, se obtiene la desigualdad con el valor absoluto. Esto implica que ¢
es continuo en x, pero al ser lineal, debe ser continuo en todo punto de E y por lo tanto existe x* € E*
tal que ¢ = (x*,-). Esto concluye la demostracién del resultado.

O

Reglas de cdiculo

Llegamos al punto en que podemos presentar un andlogo de la Regla de Fermat para el caso
no diferenciable, simplemente reemplazando el diferencial por el subdiferencial. Notemos que en el
siguiente teorema la convexidad de la funcién objetivo no es necesaria.
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Teorema 4.1.7 — Regla de Fermat Il. Sean (E, || - ||) un espacio de Banachy f : E — RU {400}
una funcién propia. Entonces

Xeargming(f) <= 0€df(x)

Demostracion. Directo de la definicion del subdiferencial. O

En la préctica, para encontrar un minimo se necesita probar que 0 € d f(X) para algin x € E. Es
en esta parte donde la convexidad de la funcién juega un rol esencial.

Regla de la suma

Como mencionamos anteriormente, en muchas ocaciones estamos interesados en encontrar minimos
de una funcién que se puede escribir como la suma de dos funciones convexas, con al menos una de
ella no diferenciable; por ejemplo funciones del tipo fs := f + Js. Por esta razén es importante proveer
una regla para calcular el subdiferencial de la suma de funciones convexas.

Teorema 4.1.8 — Moreau-Rockafellar. Sean (E, || - ||) un espacio de Banachy fi, £, : E— RU
{+<0} funciones propias convexas y s.c.i.. Supongamos que fj es continua en xo € dom(f;) N
dom(f>). entonces

Afi(x)+dfa(x) =d(fi+f2)(x), VxeE.

Demostracion. Comencemos la demostracion probando la inclusién (C) que resulta de la definicion.
Efectivamente, tenemos que si x} € dfi(x) y x; € d f2(x) entonces

)+ &,y—x) < fi(y), Vy€E,
LX)+ @, y—x) < fo(y), VyeE.

Luego sumando ambas desigualdades se obtiene que x| +x5 €*€ d(fi + f2)(x)
Probemos ahora la otra inclusién (D), la cual requiere un poco mas de desarrollo. Sean x € E y
x* € E* tales que x* € d(f1 + f2)(x). Tenemos por definicién que

xX,y=x)+ filx)+ fo(x) < i)+ f2(y), Vy€E. 4.1)

Introduzcamos los siguientes conjuntos convexos

A:={(»A) eExR|fiy) = (" y—x) <A}y B:={(nA) €ExXR[fi(x)+f2(x) - fa(y) = A}

Notemos que (y,A) € AN B es equivalente a pedir que

[O)+A0) <@y —x) + filx) + falx),

la cual es en realidad una igualdad debido a (4.1).

Por otro lado vemos que A = epi(g) con g = f; — (x*,- — x), la cual es una funcién propia convexa
y s.c.., que ademds es continua en xg. Luego, 0 # int(A) C {(y,A) e ExXR | g(y) < A} y int(A) es
convexo. Mds atn, int(A) N B = 0, y por lo tanto podemos separar int(A) de B mediante un hiperplano
cerrado gracias al Teorema de Hahn-Banach (Lema 2.1). En otras palabras, 3(y*,r) € E* xR\ {0} y
o € R tales que

() +rd <a, ¥(pA)€int(d) y  (F5)+rA 2 a, Y(5,4) €B.
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Notemos que (x,A) € Bsiy sélosi A < fj(x), y por lo tanto r no puede ser positivo. Ademds, como
(x0,8(x0) +€) € int(A) para algiin € > 0 debemos necesariamente tener que r < 0. En efecto, si r =0
y dado que (xo, f1(x) + f2(x) — f2(x0)) € B, entonces tendriamos

(7", x0) < @ < (y",x0),

lo que no puede ser. Por lo tanto debemos tener que

(=22,5) =4 < (=x3,3) = (i) + a(x¥) = /2(5)),  V(1,4) € int(A), § € dom(f3)

donde x} = %y*. Notemos que, para todo y € intdom f; y A € R tales que fi(y) — (x*,y) < A, se tiene
que (y,A) €int(A) y luego, haciendo A — fi(y) — (x*,y — x), obtenemos que

(=2,5) = i) + &y —x) < (=x2,9) = (i(x) + f2(x) = /2(F)), Vy € intdom fi, 7 € dom f5.

Tomando ¥ = x € dom f,, deducimos que

i)+ {(=x5+x*,y—x) < fi(y), Vy€intdom(f),

lo que, en conjunto con la Proposicion 2.1.1, implican que —x} +x* € d f (x) y andlogamente, tomando
y=x
LX)+ {3,y —x) < fa(y),  Vy e dom(fz),

de donde concluimos que x5 € d f>(x). Definiendo x| = x* — x} se tiene que x} € dfj(x) y x] + x5 =x*
lo que termina la demostracion. O

El siguiente es un contraejemplo que muestra que la igualdad no se tiene si la condicién que alguna
funcién sea continua en un punto comun a ambos dominios no se satisface.

= Ejemplo 4.1.9 Supongamos que E = R?, sean C; = {(x,y) € R?| (x— 1)2+y* <1}, G, = {(x,y) €

R*|(x+1)2+y* <1}, fi = 8¢, ¥ f2 = ¢, Luego f1+ f» = §0,0) y (/i +./2)(0,0) = R%. Por otro
lado, se tiene d £ (0,0) = |—e0,0] x {0}, 9 2(0,0) = [0, 4oo[ x {0}, de donde d£;(0,0) + 3 f1(0,0) =

R x {0}. Notar que ninguna de las funciones es continua en {(0,0)} = dom f; Ndom f>. .
R
(0Y0)
R
C2 E Cl

Figura 4.3: Contraejemplo regla de la suma.
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Regla de la composicion
Ademads de la Regla de la suma, el subdiferencial satisface un regla sobre la composicién con
operadores lineales, la cual es lo mds cercano que podemos obtener a una regla de la cadena para
subdiferenciales de funciones convexas. Esta regla sera de particular utilidad para resolver problemas
tales como el problema de Compresion y recuperacion de imdgenes (Seccién 1.2), el cual tiene una
estructura del tipo
Minimizar f(x)+ g(Ax) sobre todos los x € E

donde A : E — F es un operador lineal continuo y g : F — RU {+eo} es una funcién convexa.

Recuerdo: Operador adjunto

Sea A : E — F es un operador lineal continuo entre dos espacios vectoriales normados E e F, se
define el operador adjunto de A, denotado por A* : F* — E*, como el operador lineal continuo
que satisface

<y Ax ==y " (Ax) = (A"y" x), Vx e E, y* € F*.

En el caso que E =R" e F = R™, todo operador lineal continuo puede ser representado a través
de una matriz. Luego, abusando de la notacion se tiene que A € M, ,,(R) y el operador adjunto
no es otra cosa que la matriz transpuesta de A, lo que implica que A* = AT € M,1,(R).

Proposicion 4.1.10 Sean (E,||-||) e (F,|| - ||r) dos espacios de Banach. Considere A : E — F un
operador lineal continuo y f : F — RU {+e} una funcién propia, convexa y s.c.i.. Suponga que f
es continua en algin yy € im(A), entonces se tiene que

d(foA)(x) =A"df(Ax), Vx€eE.

Demostracion. Tal como con el Teorema de Moreau-Rockafellar, una de las inclusiones es ficil y la
otra requiere mas desarrollo. Sea x € E y comencemos con la inclusién A*d f(Ax) C d(foA)(x), que
es la mds directa. De la definicién misma se tiene que si y* € d f(Ax) entonces

fAx)+ <y*,y—Ax =< f(y), VyePF.

En particular, esto es cierto para y = Az, con z € E arbitrario. Entonces, usando la definicién de operador
adjunto tenemos que A*y* € d(foA)(x), pues

f(Ax) +(A*y*,z—x) < f(Az), Vz€E.

Veamos ahora la otra inclusién. Dado que f es continua en algin yy € im(A), tenemos que
int(epi(f)) # 0 y ademas la siguiente inclusion siempre es cierta

int(epi(f)) S {(»,A) eFxR| f(y) <A}.
Por lo tanto, dados x € E y x* € d(f 0A)(x), el conjunto
B={(Az, f(Ax)+ (x",z—x)) e FxR| z€ E}

puede ser separado del conjunto int(epi(f)). Efectivamente, ambos conjuntos son convexos (Proposi-
cién 2.1.1) y no vacios, y ademds, si (y,A) € BNint(epi(f)), entonces para algiin z € E debemos tener
quey =Az, A = f(Ax)+ (x*,z—x) y

f(Az) = f(y) <A = f(Ax) + (x",z2—x).
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Pero esta desigualdad estricta es imposible ya que x* € d(f oA)(x). Por lo tanto, BNint(dom(f)) =0
y por el Teorema de separacién de de Hahn-Banach (Lema 2.1), existe (y*,r) € F* x R\ {0} tal que

<y, y = 4rd <<y", Az - +r(f(Ax) + (x*,z—x)), V(y,A) € int(epi(f)), z € E. 4.2)

Evaluando en y = Ax, z = x, A > f(Ax), obtenemos que r < 0. Normalizando, podemos entonces
asumir que r = —1. Luego, en virtud de la Proposicién 2.1.1, para todo y € dom f, existe una sucesién

{(¥n, An) nen en intepi(f) (que satisface (4.2)) tal que (yn,A,) — (v, f(»)) € epi(f), de donde haciendo
n — oo se obtiene

<yLy = —f(y) <<y",Az> —f(Ax) — (x",z—X), Vyedomf,z€E. 4.3)
Por otra parte, evaluando (4.3) en y = Ax y z = x+d para algin d € E \ {0}, llegamos a
(A*y* —x*,d) =0, VdeE\{0}
de donde podemos concluir que x* = A*y*. Ahora bien, evaluando (4.3) en z = x obtenemos
f(Ax)+<y",y—Ax =< f(y), Vyedom(f),

lo que implica que y* € d f(Ax) y por lo tanto x* € A*d f(Ax), lo que completa la demostracién. [

El siguiente es un contracjemplo que muestra que la igualdad no se tiene si la condicién que la
funcién sea continua en un punto de la imagen de A.

= Ejemplo 4.1.11 Supongamos que E=R, F=R?,seaC = {(x,y) € R?|x>+(y— 1)< 1}, f = &
yA: x+— (x,0). Luego imA =R x {0}, A*: (x,y) — x, dom fNimA = CN (R x {0}) = {(0,0)}, de
donde foA = d;py y d(f 0A)(0) = R. Por otra parte, A0 = (0,0) y d f(A0) = d¢(0,0) = {0} xR_,
de donde A*d f(A0) = {0} SR =4d(foA)(0). Notar que f no es continua en {(0,0)} = dom f NimA.

R

imA =R x {0}

Figura 4.4: Contraejemplo regla de la composicién.
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Condiciones de optimalidad

Volvamos ahora al problema
Minimizar f(x) sobre todos los x € E que satisfacen la restriccién x € S. P)

Los resultados anteriores nos proveen las herramientas suficientes para poder ahora escribir las condicio-
nes de optimalidad para este problema. Estas condiciones se escribirdn en términos del subdiferencial
de la funcién objetivo y el cono normal al conjunto de restricciones.

Teorema 4.2.1 — Regla de Fermat lll. Sean (E, || -||) un espacio de Banach, f : E — RU {40}
una funcidén propia convexa y s.c.i., y S C E un conjunto convexo cerrado y no vacio. Supongamos
que alguna de las siguientes condiciones es cierta:

1. Existe xo € int(S) tal que f es finita en xp.

2. Existe xg € S tal que f es continua en xj.
Entonces, X € S es una solucién de (P) si y sélo si

0 € df(%) + Ng (%)

0 equivalentemente
W € df(x) talque (x*,x—%) >0, VxeS.

Demostracion. Notemos que ¥ es una solucién de (P) si y sélo si x € argmin(fs), con fg = f + Js.
Luego, por la Regla de Fermat (Teorema 4.1.7), X es una solucién de (P) si y sélo si 0 € d fs(%).
Finalmente, cualquiera de las condiciones de calificacién del enunciado implican la hipdtesis del
Teorema de Moreau-Rockafellar (Teorema 4.1.8). Por lo tanto, aplicando ese resultado obtenemos el
resultado buscado pues

dfs(¥) = df(X) + dbs(X) = 9 f(¥) + Ns(%).

Aplicacion a la Programacién Convexa

Estudiaremos ahora un problema particular en optimizacién el cual es conocido como problema de
programacion convexa y que consiste en minimizar una funcién convexa f : E — R sobre el conjunto
de restricciones

. X .
S={x€E|gx)<0,i=1,...,p, (X, x) =aj, j= l,....q}.
donde g1, ...,8p : E — R son funciones convexas, x7,...,x, EE* y aj,...,04 € R.

Estudiaremos las condiciones de optimalidad de problemas de programacién convexa primero para

el caso sin restricciones de igualdad, y luego extenderemos el resultado a esa situacion.

Restricciones de desigualdad
Concentrémonos en el problema de programacién convexa siguiente:

Minimizar f(x) sobre los x € E que satisfacen la restriccion g;(x) <O parai=1,...,p. (Pp)

Para obtener las condiciones de optimalidad del problema precedente necesitamos primero el
converso de la Proposicién 4.1.3. Por simplicidad mostraremos el resultado para espacio de Banach
reflexivo, sin embargo el resultado es igual de vélido para espacio que no lo son.
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Proposicion 4.2.2 Sean (E, || - ||) un espacio de Banach reflexivo y f : E — R una funcion convexa
y continua tal que I'y(f) # @ para cierto y > infg(f). Luego para todo x € I'y(f) se tiene

N ENr,(x) = 3Ju>0, " € df(x), tales que n = ux" y p(f(x) —y) =0.

Demostracion. Recordemos primero que, gracias a Proposicion 4.1.2, tenemos que d f(x) # 0 para
todo x € E, pues f es continua en E. Separemos la demostracién en varias etapas.
1. Tomemos. 11 € Nr,(y) (x) y asumamos que N # 0; el caso 11 = 0 es directo de tomar y = 0. Luego,
por definicién tenemos

<Tla)’> < <777x>> Vy € FY(f)

Notemos que si f(y) < y entonces necesariamente se tendra que (1,y) < (1n,x). En efecto, si
esto no es asf, dado que ) € Nr,(5) (x) deberfamos tener que (1,y) = (1, x), pero por continuidad
de f se tendrd que existe > 0 tal que Bg(y,7) C I'y(f), con lo cual podemos afirmar que

<777y+7d>§<777x>> VdGBEa
y por lo tanto, dado que (1,y) = (1,x), tenemos
r(n,d) <0, Vd e Bg,

lo que implica que ||n||. = 0, es decir n = 0, lo que no puede ser. Notemos ademds que lo
anterior es también vdlido si y = x. En consecuencia, si f(x) < ¥ se tendrd necesariamente que
n =0, y la conclusién es vélida tomando p = 0.

2. Resta ver ahora el caso f(x) = y para concluir la demostracién. Consideremos el conjunto

Sy={cE[ny)=nx}

Notemos que siy € Sy, entonces usando la contra-reciproca de la afirmacién demostrada ante-
riormente tenemos que f(y) > ¥ = f(x). En otras palabras, x € E es 6ptimo del problema

Minimizar f(y) sobre todos los y € E que satisfacen la restriccién y € Sy,.
Este problema es convexo y por lo tanto gracias al Teorema 4.2.1 tenemos que
0 € df(x)+Ns, (x).

3. Notemos que para cada v € Ng, (x) \ {0} tenemos que si (v,y) = 0 entonces (17,y) = 0. En
efecto, razonando por contradiccién si existiese y € E tal que (v,y) = 0 pero (1,y) # 0, podemos
asumir sin pérdida de generalidad que (1,y) > 0. La continuidad implica que podemos encontrar
r > 0 tal que (n,y+rd) > 0 para todo d € Bg. En particular, tendremos que y +rd +x € Sy,.
Ahora, dado que v € Ng, (x) y (v,y) = 0 tenemos que

r{(v,d) =(v,y+rd+x—x) <0, VdecBg.

Esto nos llevaria a concluir que || V|| = 0, lo cual no puede ser.
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4. Seav € Ng, (x) \ {0} y consideremos B = {tv | t € R}. Tenemos entonces que 1 € B, pues si
no, por el Teorema de Hahn-Banach (Lema 2.1) existird y** € E** tal que

*%k *3k

V), VireR.

Vm) <y

Como lo anterior es cierto para todo ¢ € R, necesariamente tenemos que tener (y**,v) =0y por
lo tanto (y**,n) < 0. Ahora dado que E es reflexivo, existe y € E tal que (y**,x*) = (x*,y) para
cada x* € E*. Sigue que (v,y) =0y (n,y) <0, lo cual contradice lo demostrado en el punto
anterior.

5. Juntando toda la informacién anterior llegamos a que existe 4 € R y x* € d f(x) tales que
1 = ux* para el caso f(x) = 7. Dado que 1 # 0, entonces x* # 0 y u # 0. En particular, por la
Regla de Fermat (Teorema 3.3.1) se tiene que ¥ = f(x) > infg(f) y por lo tanto existe y € E tal
que f(y) < 7. Notemos ademds que

(@ y—x) < f(y) = flx) =) -y <0.
Finalmente, como x* =1 € Nr,(5)(x) e y € I'y(f) entonces
‘u<x*,y—x> = <“'-X*7y_x> S 07

de donde se concluye que p > 0, lo cual completa la demostracion.
O

Teorema 4.2.3 — Teorema de Kuhn-Tucker I. Sean (E, || - ||) un espacio de Banach reflexivo,
f:E—Rygi,...,g: E— R funciones convexas y continuas. Supongamos que existe xo € E tal
que

gi(x0) <0, Vi=1,...,p.

Entonces, X € E es una solucién de (Pp) si y s6lo si existen py,..., 1, > 0 tales que
p
0 € df(X)+ ) 1idgi(x) (4.4)
i=1
gi(¥) <0 y pigi(x)=0, Vi=1,...,p. (45)

Demostracion. Notemos que gracias al Teorema 4.2.1, ¥ € E es una solucién de (Pp) si y s6lo si
0 € df(¥)+Ns(%),

conS={xcE|gix) <0,i=1,...,p} Recordemos que Ng(x) = d8s(x) para cada x € E. Adems,
si denotamos S; = {x € E | g;(x) <0} paracadai € {1,...,p, sigue que

s (x) = fﬁs,-(x), Vx € E.

Notemos que dado que existe xg € E tal que

gi(x0) <0, Vi=1,...,p
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podemos aplicar recursivamente la regla de la suma para el subdiferencial, y obtener

Mw

Ns, (x), Vx € E.

Ns(x) = 28 (x) = iaésxx) -

i=1
Para concluir resta ver que para cada x € S; se tiene que
nENs,(x) <= 3w >0, 3] € dgi(x), tales que N = px; y igi(x) = 0.

Pero esto es consecuencia directa de la Proposicion 4.1.3 y Proposicion 4.2.2. Luego el teorema ha sido
demostrado. O

Restricciones de desigualdad e igualdad
Retomemos el problema general de programacién convexa, es decir,

Minimizar f(x) sobre los x € E tales que g;(x) <Oparai=1,...,py¢(x) = (ou,...,0;) (Ppp)
donde ¢ : E — RY es el funcional lineal continuo dado por
L(x) = ((x}‘,x>,...,<x;,x>), Vx € E.

La version que estudiaremos ahora del Teorema de Kuhn-Tucker es una extension de Teorema 4.2.3.

Teorema 4.2.4 — Teorema de Kuhn-Tucker II. Sean (E, || - ||) un espacio de Banach reflexivo,
fE—=Rygi,...,8p: E— Rfunciones convexas y continuas. Sean x7,...,x; EE y aj,...,0, €R
dados. Supongamos que existe xo € E tal que

gi(x0) <0, Vi=1,...,p. y <x7-,xo>:aj, Vi=1,...,q

Entonces, X € E es una solucién de (Ppy) si y sélo si existen py,..., 14, >0y Aq,..., 4, € R tales que
P g

0€df(®)+ Y wdgi(®)+ Y Ax; (4.6)
i=1 j=1

(x50 =a;, Vj=1,...,4q. 4.8)

Demostracion. Notemos que gracias al Teorema 4.2.1, ¥ € E es una solucién de (Ppy) si y s6lo si
0 € 9 f (%) +Ns(®) +Nu (5),

conS={xeE|gx) <0, izl,...,p}yH:{xEE]<x;‘-,x>:aj, jzl,...,q}.Yahemosvisto
que

)4
neNs(x) <= 3u,..., 4y >0, tales que wig;(x) =0y N € ) widgi(¥).
i=1

Luego, para concluir basta ver que
q
NeNy(®) <<= FA,...,4 R, talesquen = Z?ijj.
j=1

Dividamos la demostracién de esta equivalencia en partes:
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1. No es dificil ver que para cualquier A,...,4, € R se tiene
q q q
= k
Z?Lx],x x Ziujxj,x—x): lej (<xj,x Z Ocj)
J: j: :

Lo que a su vez implica que Z 1 AjX; € Ny (¥). Hemos aqui demostrado la implicancia («=).

2. Veamos ahora que Ny (X) es un espacio vectorial. Dado que Ny (X) es un conjunto convexo,
bastard mostrar que si 1] € Ny (%) entonces —1 € Ny(X). En efecto, notemos que si 1 € Ny (X)
entonces

(n,x—x) <0, VxeH

y que ademds, si x € H, entonces igualmente 2x —x € H. Esto ultimo se debe a que
(x7,2% —x) =20 — o = v, Vji=1,...,q.
Entonces tenemos que
(—n,x—x)=(n,x—x)=(n,2x—x)—x) <0, VxeH.

3. Notemos que lo demostrado en el paso anterior implica que para todo x € E la siguiente propiedad
es cierta

(xj,x—=x%)=0, Vj=1,....q — (n,x—x)=0, Vne€Ny[x). 4.9)

Consideremos el espacio vectorial

B:{x*EE*

Queremos demostrar que cualquier 1] € Ny (X) pertenece a B. Supongamos por contradiccion
que esto no es asi. Luego por el Teorema de Separacién de Hahn-Banach (Lema 2.1) podemos
separar estrictamente 7] del conjunto B. Ademads, como E es reflexivo, podemos identificar E**
con E y escribir la separacién como sigue: existe x € E\ {x} tal que

q
A, Ay e Rtal que x* = lexj}.

=

q
(n,x—x) < Z).j<x],x x), VAi,...,A eR.

J=1

Esto implica que (x x—%) =0 para todo j = 1,...,q pues si no, podemos hacer A; — fooy
llegar a una contradiccién. Ahora bien, por (4.9) tenemos que (1,x — ) = 0, lo cual tampoco
puede ser. Por lo tanto, 11 debe pertenecer a B y la conclusion sigue.

O

Lagrangiano de un problema de programacién convexa

Veremos a continuacidn una lectura diferente del Teorema de Kuhn-Tucker, la cual es una forma
equivalente del resultado, pero que sin embargo entrega una visién distinta del problema de programa-
cién convexa.

Consideremos la funcién Lagrangeana asociada al problema de programacién convexa general
(Ppr), que denotamos L : E x R? x R? — R, y que estd dada por

L(x,it,A): +Zu1gl +ZA —q;), VxeE, ueR’ L eRI
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Notemos que para [y, ..., 1, > 0y Ai,..., 44 € R fijos, uno tiene que la funcién x — L(x, ,A) es
convexa. Luego, bajo hipétesis simples podemos esperar que se tenga la igualdad

AL(x, 1, 1) 1= A(L(-, 1, 1)) (x) = +Zu,ag, +Z;ij, Vx € E.

Cabe destacar que en el caso diferenciable, tendremos que

i=1

)4 q
AL(x, 1, ) = {Vf(x) +Y uve®+ Y ijf;} . Vx€eE.
j=1

Sigue que el Teorema de Kuhn-Tucker se puede re-escribir de la siguiente forma:

Teorema 4.2.5 — Teorema de Kuhn-Tucker lll. Sea (E, || -||) un espacio de Banach reflexivo,
fE—=Rygi,...,8y: E— Rfunciones convexas y continuas. Sean x7,...,x; EE* y aj,...,0, €R
dados. Supongamos que existe xo € E tal que

gi(x0) <0, Vi=1,....p. y (xj,x0)=0a;, Vj=1,....q
Entonces, X € E es una solucién de (Ppy) si y sélo x es factible, es decir,

gi(*) <0, Vi=1,....,p y 0 =aqa; Vj=1,..4q,
y ademds existen Uy,..., 1y, >0y Aq,..., 4, € R tales que

0€dL(x,u,A) y pgi(x)=0, Vi=1,...,p.

Mas atin, si la funcién objetivo f y las funciones gi,...,g, son diferenciables en una vecindad de ¥,
entonces la condicién anterior es equivalente a

0=V,L(x,u,A)=Vf —|—Z/.L,Vg, —}—Zﬂ,x y Wgi(x)=0, Vi=1,...,p

i=

4.3 Aproximacion de Moreau-Yosida

En esta seccién estudiaremos un forma de aproximar funciones convexas no diferenciables, usando
una secuencia de funciones convexas que si lo son. Este esquema de aproximacion dard paso a introducir
métodos numéricos para resolver problemas de optimizacién convexa no diferenciable.

En adelante nos situaremos en el contexto de espacios de Hilbert, es decir, E es un espacio de
Banach y la norma || - || estd inducida por un producto interno (-, -). Como mencionamos al comienzo,
E* serd identificado con E y el producto dualidad serd el mismo que el producto interno.

Definicion 4.3.1 — Aproximacion de Moreau-Yosida. Sean (E, || -||) un espacio vectorial nor-
mado y f: E — RU{+oco} una funcién dada. Para @ > 0, la aproximacién Moreau-Yosida de f es
la funcién

1
fa(x) = mf{f()’)"‘zaHX—sz}, Vx € E.

yeE
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Figura 4.5: Ejemplos de fy con o = 1.

En la Figura 4.5 se muestran dos ejemplos de aproximaciones de Moreau-Yosida con pardmetro o = 1,
uno para f = | - | (izquierda) y otro para f = J/_; ;) (derecha) .

La siguiente proposicion resume las principales caracteristicas de la aproximacién de Moreau-
Yosida de funciones convexas.

Proposicion 4.3.1 Sea (E,(-,-)) un espacio de Hilbert y f : E — RU {+occ} una funcién propia
convexay s.c.i. Si & > 0 estd fijo, entonces fy es convexa, Fréchet diferenciable en E y para todo
x € E existe un tinico yq(x) € dom(f) tal que

VFa) = 21 Car00(0) Y fal) = £+ o lr - ya(I

Ademads, las aplicaciones Vfy : E — E e y, : E — E son Lipschitz continuas de constante é y 1,
respectivamente. También se tiene que

lim yo(x) =x gg})fa(x) = f(x), Vx € dom(f).

a—0

Demostracion. Dividiremos la demostracién en varias partes:
1. Comencemos mostrando la existencia y unicidad de yq(x). Notemos que yq(x) debe ser un
minimo del problema de optimizacién dado que define a la aproximacién de Moreau-Yosida.
Mis atin, como la funcién y — f(y) + 5 [|x — y||? es estrictamente convexa tenemos que ésta
tiene a lo m4s un minimo, de donde obtenemos la unicidad. Para la existencia veamos que
vy f(y)+ ﬁ”x—sz es coerciva. En efecto, como f es convexa propia y s.c.i., gracias a
Proposicién 2.3.1, existe x* € E* y ¢ € R tal que

1 2 1 2
—e—ylI2 > (¢ — =2 > — E
f(y)+2aHx YT > ,y>+0+2aHX yI*>g(lx=»l), Vy€E,

donde g(t) = 712 — ||x*||. + (x*,x) + c. Notemos que g es una funcién cuadratica, entonces por
Proposicién 3.3.3 ésta es coerciva, de donde obtenemos que y — f(y) + 5= [|x — y||* es también
coerciva. Luego, gracias al teorema de Weierstrass-Hilbert-Tonelli (Teorema 2.3.2) podemos
asegurar la existencia de y(x) para cualquier x € E. Mds adn, gracias a la regla de Fermat y la
regla de la suma para subdiferenciales (Teorema de Moreau-Rockafellar), tenemos que

0e af(ya(x))ﬂ“()g_x, Vx € E.
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2. Como (x,y) — f(y) + 5= ||x — ¥[|* es convexa, la convexidad de f, es directa del Ejercicio 2.
Veamos ahora que fy es Fréchet diferenciable con V fy (x) = )%‘X(x)

cualquier & € E tenemos que

. Por la parte anterior para

Jalx+h) = fa(x) = f(ya(x+h) = f(Va(x)) + i (I +7—=ya(x+h)|* [l = ya()[?) -

X—Ya (x)
o

Dado que € df(yq(x)) podemos deducir que

Jalx+h) = fa(x) = —(x=ya(x),ya(x+h) = ya(x)) + % (I +h =y e+ )|* = [l = ya (x)[I?)

RIr

pero

x4+ —yo(x+ )| = lx = ya (x)|?
= lya(x+h) = ya(x) —h— (x = ya (x)) > =[x = ya(x)|?
= [[ya(x+h) = ya(x) = A]|* = 2(x — ya (x),ya (x+ h) — yo (x) — h)

x—ya(¥)
o

lo que implica que, si denotamos x* = , entonces

falxth) = fa(x) — (" B) > |[ya(x+h) —ya(x) —|* > 0.

Por otro lado, por definicién de la aproximacién de Moreau-Yosida tenemos

falx+ 1) = ) < FOrale)) + 5 v h=valo) P~ fa(e)) = 5l = valo) P

- ﬁ (k= ya@)* = x=ya()|?) = i (1Al +2(x = ya(x), 1)

Esto a su vez nos lleva a concluir que fy es Fréchet diferenciable con V fy(x) = x* = %

pues, reuniendo las desigualdades anteriores llegamos a:
1
0 < fa(x+h)— fo(x) = (x",h) < ﬁ||hH2, Vh € E.

3. Veamos que yq no-expansiva. Para ello notemos que Vfy(x) € df(yq(x)), luego usando la
monotonia del subdiferencial tenemos

(Vfalx+h)=Vfa(x),ya(x+h) —ya(x)) 20, VheE,
pero, esto implica que
(h—ya(x+h)+ya(x),ya(x+h) = ya(x)) >0, VheE,
y por lo tanto
1l [[ya (e +h) = ya()ll = (h,ya(x+h) =ya(x)) > [[ya(x+h) = ya(x)|?, VhEE.

Dividiendo por ||y (x+ /) —yq(x)|| se obtiene el resultado buscado.
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4. El hecho que V f, es Lipschitz continuo viene de la siguiente desigualdad:
IV aox+-1) = Va0l = 5 valx-t h) = va (o) P
= % (Ill* =2(h, yo (x + 1) = ya (x)) + [yalx+h) = ya(x)]?)
< (1P~ Iyl )~ yal0)?) < P

5. Por definicién de la aproximacion de Moreau-Yosida tenemos

1
Fa()) < fa() = fOa() + 5 Ix=ya@)I < f(x),  ¥x € dom(f).
Recordemos que existe x* € E'y ¢ € R tales que

(& ya(x) +¢ < fyva(x), Vx e dom(f).

Con esto vemos que para cada x € dom(f) tenemos

e =y ()|* < 20 (£(x) = ¢+ x| [[ya (x)I])

y por lo tanto ||x — y/(x)|| estd uniformemente acotado con respecto a & > 0. Luego, a posteriori
vemos que ||x —yq(x)|| = 0si @ — 0y x € dom(f). Finalmente, como f es s.c.i tenemos que

£(x) < limint f(va(x)) < imsup f(va(¥)) < f(2), Vx € dom().

a—0

Usando esto, y el hecho que y, es Lipschitz continuo, podemos extender las convergencia al
caso x € dom(f), lo que concluye la demostracién

O]

Método de Punto Proximal

Las propiedades de la aproximacién de Moreau-Yosida nos permiten definir, para toda funcién f
propia, convexay s.c.i. y o > 0, el operador prox,, : E — E como

Proxe +(x) == ya(x), Vx € E,

donde yq(x) estd dado por la Proposicién 4.3.1. La existencia del operador proximal de f de constante
o es una consecuencia de la Proposicién 4.3.1. Notemos también que ese resultado permite caracterizar
al operador proximal como la tnica solucién, para x € E dado, de la inclusion

xey+adf(y).

m Ejemplo 4.3.2 Sea S C E un conjunto convexo, cerrado y no vacio. Luego, no es dificil ver que la
regularizada de Moreau-Yosida de la funcién ds es

(0s)a(x) = idistz(x,S), Vx € E.

Aqui x — dist(x,S) es la funci6n distancia (ver Ejercicio 6 - Capitulo 2) Por lo tanto, prox g (x) no es
otra cosa que la proyeccion de x sobre S, para todo o > 0. "
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Para aproximar los minimos de f, proponemos generar una sucesion via la recurrencia
Xyl = proxakf(xk), Vk e N, (4.10)

donde la condicién inicial xg € E es arbitraria y og > 0. En otras palabras tenemos que
1 2
Jo (i) = f (K1) + 5 |12k = 1|7
Ok

Estudiaremos ahora la convergencia de una sucesion generada por (4.10), el cual se conoce como
Método de Punto Proximal.

Teorema 4.3.3 Sean (E,(-,-)) un espacio de Hilbert y f : E — RU {+co} una funcién propia
convexa y s.c.i. tal que argming(f) es no vacio. Considere una sucesion {ay } C R que satisface

infop =0 >0
keN

y la sucesion {x; } generada por (4.10) partiendo desde xy € E arbitrario. Entonces Jx.. € argming(f)
tal que x; — X, cuando k — oo,

Demostracion. Sea k € Ny sea x € argming(f). Usando la Proposicién 4.3.1 y (4.10) deducimos
X — Xk
S € 0 (),
O

de donde, por convexidad de f obtenemos

1
f(xk+1)+akxk_xk+l—rf_xk+l < f(X) (4.11)

0, equivalentemente,

1 _ _ _
fogr) + 20 ([l — xe1 11 [l — %[> — [l —x||2) < f(®).

Usando que f(x) < f(y) para cualquier y € E, se obtiene
e = %12 < e = %1% = [ = xe1 1,

de donde la sucesion {||x; — X||} es decreciente y positiva, por lo tanto convergente y {x;} es acotada.
Ademads, sumando sobre k entre 0 y n en la desigualdad anterior y usando la propiedad telescopica
deducimos .

Yl =g 7 < o — &> = [l — %%,

k=0
de donde concluimos que la serie Y [|xx — Xg+1 H2 es convergente y luego x; —xz11 — 0. Para concluir,
basta usar el Lema 3.1. Sea z € E un punto de acumulacién débil de la sucesion {x; }, cuya existencia
estd garantizada por el acotamiento de la misma. Digamos x;, — z. Usando que f es s.c.i. para la
topologia débil dado que es convexa (Proposicién 2.3.1) y (4.11) se deduce

f(z) <liminf f(x;,) = liminf (f (k) + o 1

T- _
Xi,—1 — Xk, x_xkn> < f(%),
k—+o0

Kn

donde la igualdad se obtiene del hecho que

fngOCk" > o >0, Xigy—1 — Xk, — 0 vy x, —z
n>

n

De ese modo, z € argming(f) y el resultado se deduce de Lema 3.1 con S = argming(f). O
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Método del Gradiente Proximal

Varios de los problemas mencionados en la Seccién 1.1 se pueden formular como casos particular
del problema de optimizacién

min f(x) + g (x), (4.12)
x€E

donde f : E — RU{+oco} es una funcién convexa propia s.c.i. y g: E — R es otra funcion convexa,
pero Gateaux diferenciable con gradiente L-Lipschitz continuo. Nos interesa ahora estudiar un método
numérico para resolver problemas con esta estructura. El algoritmo que introduciremos se basa en la
siguiente idea:

Supongamos que X € argming(f + g). Entonces del teorema de Fermat y Teorema de Moreau-
Rockafellar (Teorema 4.1.8) se concluye

xe€argming(f+g) < 0€d(f+g)(x)=df(x)+{Vg(x)}.
Notemos que, para todo & > 0, la condicién de optimalidad anterior es equivalente a
¥—aVg(X) ex+adf(X) & X=proxy(¥—aVg(x)).
Esto motiva el Método del Gradiente Proximal. , que estd definido a través de la recurrencia
X1 = ProXy, r(xk — o4 Vg(x)), VkeN, (4.13)

donde x¢ € E es arbitrario y oy > 0. Notemos que esta es una extension natural del método de punto
proximal. En efecto, ese algoritmo se recupera si tomamos el caso g = 0.
Ahora estudiaremos la convergencia del método del Gradiente Proximal.

Teorema 4.4.1 Sea (E, (-,-)) un espacio de Hilbert, f : E - RU {4} y g : E — R dos funciones
propias convexas y s.c.i. tal que argming(f + g) es no vacio. Supongamos que g es Giteaux diferen-
ciable en E con Vg siendo L-Lipschitz continuo en E. Consideremos x € E arbitrario, € € (0, %) y

una sucesion {0y} C R tal que

2
8§ak§Z—€, Vk € N.

Entonces la sucesion {x;} generada por (4.13) converge débilmente a algiin x.. € argming(f + g).

Demostracion. Sea k € Ny sea X € argming(f + g). Usando la Proposicién 4.3.1 y (4.13) deducimos

g Vel € 9 (i),

de donde, por convexidad de f se obtiene

1
f (1) + ;kxk X1y — X1 — V() y—xi1 < f(y), Vy€E,

0, equivalentemente,

1
1) < FO) +Vegla) Ty —xe + o (e =¥ 11> = Ik = xes 1 |* = ks —yI1*) . ¥y €E.
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Por otra parte, del Lema 3.2 se obtiene

L
g(r1) < g(v) + Velau) " —y+ 5ka+1 —x?, Vy€E.

Sumando las dos ultimas desigualdades se deduce que, para todoy € E,

1 L
(f+8)(xs1) < (f+g)(Y)+2Txk (e = 11> = Nl — Xt 1> = [|xeen = y[|%) +§ka—xk+1||2- (4.14)

En particular, si tomamos y = x; obtenemos de o <2/L—¢

L

2
() en) < (+ 00— (5 = 5 ) e P < 0+ )0 = 5 o=l

Deducimos que la sucesion {(f + g)(xx)} es decreciente y acotada inferiormente por (f +g)(x*) =
min(f + g), por lo que converge. Ademads, sumando sobre k entre 0 y n en la desigualdad anterior y
usando la propiedad telescépica deducimos

2 n
EEY ot < (F+8)x0) — (74 &) i)
k=0

de donde concluimos que la serie Y7o ||xx — xx11|* es convergente y luego x; — x4 — 0.
Ahora, tomando y = X en (4.14) de € < o < 2/L se tiene

1
(F+8)ln) < (f+e)®)+5 - (1ot = 5112 = ot =217 + (oL = 1) [P = 21 [1°)

1
< (f +8) ) + 55 (I =& = e = 7+ o = x4 [1) (4.15)

de donde, usando que (f +g)(%) < (f +g)(y) para cualquier y € E, concluimos
Petcsr = &> < [ — 2> + e — 2112
por lo que, dado que la serie Y7 ||xx — xx11]|* converge, se deduce que {||x;1 —¥||>} converge.
Para concluir, basta usar el Lema 3.1. Sea z € E un punto de acumulacién débil de la sucesion {x;},

cuya existencia estd garantizada por el acotamiento de la misma. Digamos x;, — z. Usando (4.15), la
semicontinuidad inferior de f + g, xx —xt+1 — 0y que {||xx — %||*} converge, deducimos que

(f+8)(z) = Uiminf(f +g)(x,)

n—+-o0

=(f+g)(X),

L o, ] _ _
< tminf (€069 + 5 (o1 =517 s, =31+ 1 =, 1)

de donde z € argming(f + g) y el resultado se deduce de Lema 3.1 con S = argming(f + g). O
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4.5 Ejercicios

1.

CARACTERIZACION DE FUNCIONES CONVEXAS NO DIFERENCIABLE
Muestre que, andlogamente al Teorema 3.1.1, se tiene que si (E, | -||) un espacio vectorial
normado y f: E — RU{+eo} es propia se tiene que las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) f:E — RU{+oo} es convexa.
(i) f es subdiferenciable: f(x)+ (x*,y —x) < f(y), Vx,y € dom(f), x* € df(x).
(iii) df es mondtono: (x* —y*,x—y) >0 Vx,y € dom(f), x* € df(x), y* € df(y).
CONJUGADA DE FENCHEL
Sean (E, || -||) un espacio de Banach y f : E — R U {+oo} una funcién propia convexas y s.c.i.
Definimos la funcién conjugada de f, denotada f* : E* — RU {40} via la férmula:

J&7) = sup{{x",x) = f(x)}, Vx'€E".
x€E
a) Demuestre que f* es una funcién convexa y s.c.i., y que f™* es propia si infg(f) > —oo.
b) Pruebe que x* € d f(x) siy s6losi f(x)+ f*(x*) = (x*,x).
¢) Calcule la funcién conjugada de f = || -||.

. SUBDIFERENCIAL DE LA NORMA

Sean (E,|| - ||) un espacio de Banach. Demostrar que d|| - [|(0) = Bg- y que en general se tiene
que
A -I(x) ={x" € E" [ [x*]l. <1, (",x) = [|x[|}, Vx€E.

. INF-CONVOLUCION

Sean (E, || - ||) un espacio de Banach, f: E — RU{+eo} y g : E — RU{+-co} funciones propias
convexas y s.c.i.. Se define la inf-convolucion de fy g mediante

(fOg)(x) :=mf{f(x1) +g(x2) | x1 +x2 =x}, Vxe€E.

a) Pruebe que fOg es convexa, con dom(fUg) = dom(f)+ dom(g).

b) Pruebe que si x| € dom(f) y X, € dom(g) son tales que (fOg) (X1 +x2) = f(%1) + g(%2),
entonces d(fg) (X1 + %) = df(X1) Ndg(xa).

c) (Efecto Regularizante) Suponga que X; son los considerados en la parte anterior. Asumiendo
que fLlg es subdiferenciable en X = X| 4 ¥, muestre que fL]g es Gateaux-diferenciable en
X si gloesen i, con

V(fUg)(x) = Vg(x2).

Muestre si ademads g es Fréchet-diferenciable en X,, entonces fl]g también lo es en .

d) Suponga que (E, (-,-)) es un espacio de Hilbert y sea S C E un conjunto convexo, cerrado,
no vacio. Calcular d dist(x,S) para x ¢ S, donde x — dist(x,S) es la funcién distancia al
conjunto S (ver Ejercicio 6 - Capitulo 2)

. PROPIEDADES DEL OPERADOR prox

Sean (E, (-,-)) es un espacio de Hilbert, & >0y f: E+> RU{+oo} una funcién propia, convexa

y s.c.i. Demuestre que, para todo x e y en E, se tiene
a) x— proxaf(x) c a&f(proxaf(x)).
b) |lproxg(x) — proxg(y)[|* < llx = ylI* = | (1 — prox ;) (x) — (I — proxq) (v) |-
|

€) ProXe (x) = proXe(y) ' x =y = [[proxe (x) — proxe s (v)|*

d) x € argming(f) <&  x=prox,,(x).

6. EJEMPLOS DE CALCULO EXPLICITO DEL OPERADOR prox
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a) Sean Xi,...,E, espacio de Hilbert y considere E = E; x --- X E, el espacio producto
dotado por el producto interno estdndar y f: E — RU{+-co} definido por

flx):= zn:f,-(x,-), Vx = (x1,...,x,) €E,
i=1

donde f; : E; — RU {400} son funciones propias convexas y s.c.i.. Muestre que para todo
a > 0 se tiene que

Proxe +(x) = (proxy s, (x1), .-, proxgs (xn)),,  Vx = (x1,...,x,) € E.

Encontrar una expresion explicita para f(x) = ||x||; = ¥/, |xi|, en el caso E = R".
b) Sea S C E un conjunto convexo, cerrado, no vacio de un espacio de Hilbert (E, (-,-)) y sea

f = 8s. Muestre que para todo & > 0 se tiene prox, ¢(x) = proy(x,S) para todo x € E.
7. METODO DE EXTRA-GRADIENTES DE KORPELEVICH

Sean (E, (-,-)) un espacio de Hilbert real de dimensién finitay f : E — RU{+oc0} una funcién

propia convexa y s.c.i. con argming(f) # 0. Consideremos ¢ € (0, 1) y una sucesion {og } C R
tal que

M>0, VkeN y Ak = Hoo.

0

k=

El método de de extra-gradientes de Korpelevich consiste en construir recursivamente la secuen-
cia

X1 = Xg — Oy
a partir de un punto inicial xo € E donde la direccién x;; se escoge de forma tal que
x; € df(yr) paraalgin y; € E que satisface |yx — xx + oy | < o|yr — x|
Se propone estudiar la convergencia de este método, para ello proceda como sigue:

a) Sea 6 = 1[x; — x| con ¥ € argming(f). Probar la desigualdad

i1 — 0 < [£(5) — 00w)] + 5(0° — s — el

b) Deducir que |yr —x¢| — 0y concluir que x; — X, para algin x. €€ argming(f).
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5.1

5. Optimizacion irrestricta

Abstract. En este capitulo estudiaremos problemas de optimizacidon donde se busca mini-
mizar una funcion diferenciable, no necesariamente convexa. Estudiaremos las condiciones
de optimalidad, necesarias y suficientes para que un punto sea un minimo en un sentido lo-
cal. Introduciremos ademas algunos métodos algoritmicos para encontrar minimos locales
de funciones diferenciables.

La optimizacién convexa entrega una buena intuicién sobre lo que es la optimizacion en general, y
de alguna forma puede ser vista como el caso mas favorable que uno puede estudiar. A partir de ahora
usaremos esa intuicion para analizar problemas més generales.

A lo largo de este capitulo trabajaremos basicamente con funciones f : E — R U {+co} definidas
sobre un espacio de vectorial normado (E, || - ||), que para muchos efectos serd tomado simplemente
como R” dotado de la norma Euclideana, que hemos denotado hasta ahora por | - |. En general, y de
forma similar a lo hecho en el capitulo 3 , asumiremos que f : E — RU{+o0} es, al menos, Giteaux
diferenciable en int(dom(f)).

Minimos locales
Recordemos que la inf-compacidad y la semi-continuidad inferior son criterios que nos permiten
determinar la existencia de minimos de un problema de optimizacién del estilo

Minimizar f(x) sobre todos los x € E. P)

En el caso de optimizacién convexa tenemos que la Regla de Fermat (Teorema 3.3.1) permite caracteri-
zar los minimos de una funcién convexa. Sin embargo, en el caso no convexo esto puede fallar y en
general esa regla solo nos entrega informacion local de la funcién.
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Definiciéon 5.1.1 — Minimos locales. Sea (E,|| - ||) un espacio vectorial normado y f: E —
R U {+vco} una funcién dada. Un punto X € int(dom(f)) se dice minimo local de f si existe r > 0
tal que

f(x) < f(x), Vx € Bg(x,r).

Un minimo local se dice estricto si la relacion anterior es valida con desigualdad estricta.
Ademas, x € E se dird maximo local (estricto) de f si X es un minimo local (estricto) de — f.

En adelante, y para no generar confusién, a los minimos de una funcién le agregaremos el adjetivo
global para distinguirlo de los minimos locales. Es claro que todo minimo global del problema (P) es
también un minimo local; de hecho podemos tomar r > 0 arbitrario. Sin embargo, como muestra el
siguiente ejemplo, minimos locales no son necesariamente minimos globales de la funcién en cuestion,
de hecho, su existencia no asegura siquiera que la funcién sea acotada inferiormente.

2

a Ejemplo 5.1.1 Consideremos la funcién sobre R definida por f(x) = x*> —x*. No es dificil ver que

X = 0 es un minimo local de f. Efectivamente, la desigualdad
f0)=0<x*—x*

es trivial bajo la condicion |x| < 1 (de hecho es un minimo local estricto). Luego, ¥ = 0 es un minimo
local de f pero no es un minimo global de f, puesto que f(x) < O para cualquier |x| > 1. Mds aiin, se
verifica que f(x) — —oo si [x| — oo, es decir, f no es acotada inferiormente. .

Figura 5.1: Grafo de la funcién f(x) = x> — x*.

La primera gran diferencia que existe entre la optimizacién convexa y el caso general es que,
contrariamente a lo mostrado en el ejemplo anterior, minimos locales de funciones convexas son
también minimos globales.

Proposicion 5.1.2 Sea (E,|| - ||) un espacio vectorial normado y f : E — RU {+eo} una funcién
convexa dada. Si X € E es un minimo local de f entonces X € argming(f).

Demostracion. Como X es minimo local, existe » > 0 tal que
f()?)gf(x), VXGBE(XJ‘)'

Sea y € E y probemos que f(¥) <y. Siy € Bg(x,r) no hay nada que probar, asi que supongamos que

lly — x|| > r y definamos z = ¥+ A (y — x) donde I (0,1) y, ademads, z € Bg(%,r). Luego
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5.2 Condiciones necesarias de optimalidad Q7

f(%) < f(z) y, por convexidad de f, se tiene
,

f(2) Sf(f)er(f(y)—f(f)),

de donde f(y) — f(x) > QHY;XH (f(z) — f(x)) > 0 de donde se deduce el resultado. O

Condiciones necesarias de optimalidad

La segunda gran diferencia entre la optimizacion convexa y el caso general se refiere a las condicio-
nes de optimalidad. Recordemos que en el caso convexo diferenciable la Regla de Fermat (Teorema
3.3.1) dice que un minimo (global) de f : E — RU {+eo} estd caracterizado como solucién de la
ecuacion Df(x) = 0. En el caso general esto es solamente una condicién necesaria, pero no suficiente;
por ejemplo la funcién x — x> satisface la condicién en % = 0, pero X no es un minimo (global ni local)
de la funcién.

A continuacién estudiaremos condiciones necesarias de optimalidad, similares a la Regla de Fermat.
Dado que éstas involucran las derivadas de la funcién objetivo, nos bastara conocer el comportamiento
de la funcién en una vecindad del minimo en cuestién. Por esta razén las condiciones de optimalidad se
puede obtener para minimos locales y no solamente para minimos globales.

Condiciones de primer orden

Estudiaremos primero condiciones que involucran la informacién de primer orden de la funcién
objetivo, es decir, nos bastard conocer la derivada de la funcién en cuestion.

Teorema 5.2.1 — Condicién necesaria de primer orden. Sea (E, || - ||) un espacio de vectorial
normado y f : E — RU{+co} una funcién Gateaux diferenciable en una vecindad de x € E. Si X es
un minimo local de f entonces

Df(x) =0. (CNPO)

Demostracion. Sear > 0 tal que
f(x) < f(x), VxeBg(x,r)

ysead € E\ {0}. Para todo t < r/||d|| se tiene que X +1td € Bg(x,r) y, luego,

fE+1d) - f(%)

t

> 0. (5.1)

Tomado limite + — 0" se concluye Df(%)(d) > 0 para todo d € E\ {0} y el resultado se concluye
reemplazando d por —d en el razonamiento anterior. O

Notemos primero que (CNPO), para el caso de espacios de Hilbert y funciones Gateaux diferenciables
se limita simplemente a la condicién
Vf(x)=0.

Por otra parte, en la demostracion del Teorema 5.2.1 podriamos cambiar f por — f y obtener la misma
conclusién. Esto quiere decir que (CNPO) es ciega con respecto a la operacion que se estd ejecutando,
ya sea minimizar o maximizar. Ademds, como mencionamos anteriormente en el ejemplo de la funcién
x — x>, hay puntos que pueden satisfacer (CNPO) y no ser ni minimos ni maximos de una funcién.
Con el fin de abarcar todo estas clases de puntos introducimos la siguiente definicidn.
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Definicion 5.2.1 — Puntos criticos. Sea (E,| - ||) un espacio vectorial normado y f : E — RU
{+e0} una funcién Géteaux diferenciable en int(dom(f)). Diremos que un punto ¥ € int(dom(f))
es un punto critico de f si satisface (CNPO), es decir, Df(x) = 0.

= Ejemplo 5.2.2 Consideremos la funcién f : R — R definida por f(x) = %x5 — %x3. Esta funcién

tiene tres puntos criticos X} = —1, X, = —1 y &3 = 1. Del grafo de la funcién podemos concluir que, X
es un maximo local y ¥3 es un minimo local. El punto ¥; no es ni minimo ni méximo local. "

Figura 5.2: Grafo de la funcién f(x) = 1x° — 1.

5.2.2 Condiciones de segundo orden
Notemos que si la funcion restringida a una vecindad de un punto critico fuese convexa entonces
la posibilidad que el punto critico sea un minimo local aumentan, pues podriamos descartar inmedia-
tamente que ese punto no es un maximo local estricto. Por lo tanto, para poder distinguir y clasificar
puntos criticos se requiere mds informacién sobre la funcién, en particular sobre su curvatura. Veremos
ahora un criterio de segundo orden, que simula en cierto grado la convexidad local de una funcién.
Recordemos que una funcién dos veces Giteaux diferenciable es convexa si y sélo si D*f(x) es un
operador bilineal continuo semi-definido positivo.

Teorema 5.2.3 — Condicién necesaria de segundo orden. Sea (E, ||-||) un espacio de vectorial
normado y f : E — RU{+ec} una funcién dos veces Gateaux diferenciable en una vecindad de
% € E. Si X es un minimo local de f entonces Df (X) = 0y D? f(X) es semi-definido positivo, es decir,

D?f(%)(h,h) >0, VheE. (CNSO)

Demostracion. Sear > 0 tal que f es dos veces Gateaux diferenciable en Bg(x,r) y
fX) < f(x), VxeBg(xr),
sea h € E\ {0} (si & = 0 no hay nada que probar) y definamos ¢ : R — RU {+e} dada por
o(t) = f(x+th), VieR.
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5.3 Condiciones suficientes de optimalidad Q9

Dado que f es dos veces Gateaux diferenciable en una vecindad de X, tenemos que ¢ es dos veces
derivable en una vecindad de t = 0, y por lo tanto
- / " ! : 2 = = 2 p(s 4 g 2
fE+th)=9(t) = 9(0)+9°(0) +¢7(0) 5 +o0(r) = f(¥) + Df (X)th+ D f(X) (h,h) 5 +o(r"),

donde limy_;p0(s)/s = 0. Del Teorema 5.2.1 se deduce Df(x) =0y, luego

2(f(F+th) — f(x)) _ o(r*)
0< 3 = D?f(%)(h,h) + Pt
El resultado final se obtiene tomando entonces limite ¢ — 0. O

Es importante destacar que (CNSO) para el caso E =R" y f dos veces Gateaux diferenciable se traduce
en
Vi@ =0 y Vif(x) eS| (R),

donde V?f(x) es la matriz Hessiana de la funcién f en el punto . En otras palabras, para utilizar
(CNSO) en este caso es titil conocer los valores propios de la matriz V2 f(%); si todos ellos son no
negativos, entonces podemos concluir que V2 £ (%) € S (R).

= Ejemplo 5.2.4 Retomemos los datos del Ejemplo 5.2.2. En este caso tenemos que V2 f(x) = 4x> — 2x.
Dado que V2 f(—1) = —2 podemos inmediatamente descartar el punto | = —2 como minimo local.
Notemos que V2 £(0) = 0 por lo que no podemos descartar analiticamente el punto %, = 0 como minimo
o méximo local. Ademds, efectivamente tenemos que V2 f(1) =2 > 0 por lo que el punto %3 = 1 es
candidato a ser minimo local. "

= Ejemplo 5.2.5 Consideremos la funcién f : R*? — R definida por

flxy) =x*(1+y) +y*/2.

Esta funcién tiene tres puntos criticos (%1,y1) = (0,0) y (¥2,52) = (1,—1) y (%3,73) = (—1,—1).
Ademads, la matriz Hessiana esta dada por

= (L) 2)

De aqui concluimos que (%1,7;) = (0,0) es candidato a ser minimo local, pues los valores propios de
V2(%1,¥1) son 1y 2. Ademds, (CNSO) nos permite también descarta los puntos (%2,72) y (¥3,73), pues
la matriz Hessiana en este caso tiene un valor propio positivo y otro negativo (en ambos casos). "

Condiciones suficientes de optimalidad

Notemos que (CNSO) no logra descartar todos los puntos criticos que no son minimos locales
debido a que ésta es una condicién puntual que no puede ser extendida a una vecindad de un punto critico
%. Es decir, la condicién que el operador D? f(x) sea semi-definido positivo no implica necesariamente
que D?f(x) sea también semi-definido positivo para todo x € E que pertenezca a una vecindad de .
Para obtener una condicion de este estilo necesitamos hacer mds fuerte (CNSO). Como consecuencia
obtenemos un resultado mas fuerte, que logra no sélo clasificar a un punto critico como minimo local,
si no que ademds como minimo local estricto.
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Teorema 5.3.1 — Condicion suficiente de segundo orden. Sea (E, || - ||) un espacio de vectorial
normado y f : E — RU{+oo} una funcién dos veces Fréchet diferenciable en una vecindad de x € E.
Supongamos que X es un punto critico de f y que existe & > 0 tal que

D?f(%)(h,h) > a||h||>, VhEE. (CSSO)

Entonces ¥ es un minimo local estricto de f.

Demostracion. Sea r > 0 tal que f es dos veces Fréchet-diferenciable en Bg (%, r). Primero probaremos
que, para h € Bg(0,r)
_ _ , 1 _
J(&+h) = (%) = Df(E)(h) = 5D F(%) (h, 1) = o[ A]]*)-

En efecto, llamando

@(h) == f(x+h) — f(x) = Df (%) (h) — %sz(i)(]%h)v
por simetria de D f(%)(-,-) se tiene

D(h)(k) = Df (x+h)(k) — Df (£) (k) = D*f(X) (h,k)
y la Fréchet diferenciablilidad de segundo orden implica

D «

el
h—0 |4l

De ese modo, como ¢(0) = 0 se tiene del Teorema del Valor Medio aplicado a t — @(th) que existe

A € (0,1) tal que

(@) = |@(h) — @(0)] = [De(Ah)(h)| < [DE(AR)[|.|[Al], (5.2)

de donde
lo()| _ [IDeAR)[|. _ [De(AR)|«
[ ., ]
y el resultado se obtiene tomando 4 — 0.
Por lo tanto, usando este resultado y que Df(X) = O por ser punto critico, se obtiene

FEh) = £2) = 3D ) ) + of ) = S I+ of]?)

y tomando r > 0 tal que o(||1|?)/||||> < a/4 para todo h € Bg(0,r)\ {0} se deduce

fE+R) —f()

e >oa/4>0, VheBg(0,r)\{0}.

O

m Ejemplo 5.3.2 Retomando los datos del Ejemplo 5.2.5, tenemos que de todos los puntos criticos
de la funcién, solamente el punto (¥;,y;) = (0,0) es candidato a ser minimo local. Como ya vimos,
V2 £(%,7) tiene valores propios positivos, es decir, es una matriz definida positiva. Por lo tanto, usando
(CSSO) podemos concluir que (¥1,y;) es un minimo local estricto de la funcién en cuestion. n
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5.4 Métodos de Direcciones de Descenso

Abhora estudiaremos algunos métodos iterativos para encontrar minimos locales de funciones
Gateaux diferenciables. Por simplicidad de la exposicién nos restringiremos al caso E = R”, donde
la norma serd la norma Euclideana. La idea principal de los métodos que presentaremos es que nos
permitirdn construir sucesiones {x; } en R” tal que V f(x;) — 0 cuando k — 0.

La forma general de los métodos que estudiaremos se basa en una iteracién del tipo

Xir1 =X+ 0gdy, VkeEN (5.3)

que parte desde xo € R”, donde 0y > 0y d; € R" son tales que nos aseguran que f(xz+1) < f(xk).

5.4.1 Direcciones de descenso

La principal caracteristica de los métodos que estudiaremos es que la eleccion de las direcciones d
se hace de forma tal que asegura la existencia de, al menos, un oy > 0 tal que f(xx + ogdy) < f(xx)-
Por esta razoén la siguiente definicidn nos serd de utilidad.

Definicion 5.4.1 Sea f : R” — R U {-+eo} una funcion Gateaux diferenciable en x € int(dom(f)).
Diremos que d € R” es una direccién de descenso de f en x si

Vf(x)'d<0.

Definimos también el dngulo de descenso de f en el punto x en la direccion d, denotado 6 (x,d),
via la ecuacién -
Vi) d
cos (0¢(x,d)) = —————— € (0,1].
! V7 )lld]
Notemos que si dj es una direccién de descenso para f en xi, entonces si f(x;) +aVf (xk)Tdk es un
buena aproximacion de f(x; + ady) para a ~ 0 (Taylor de primer orden), entonces la existencia de
oy > 0 tal que f(xx + axdy) < f(xx) queda asegurada.

Hasta ahora hemos visto, para el caso convexo y bajo condiciones apropiadas, tres ejemplos donde
d;. es una direccion de descenso (ver Seccion 3.5):

» Método del Gradiente: dy = —V f(x;) con cos (07 (x¢, di)) = 1.

= Método del Gradiente conjugado: di = —V f(x;) + Brdi—1
En este caso es esencial el hecho que o > 0 se escoge usando la regla de bisqueda lineal
exacta, es decir, 0oy minimiza la funcién o — f(x; 4+ ady), pues esto implica a su vez que

V£ (xx) " di_, = 0 para todo k € N\ {0}.

= Meétodo de Newton-Raphson: d = — [V (x,)] ™'V f(x¢) con cos (6 (xk,dk)) > m.

Para este caso, es fundamental que V2 f(x;) sea definida positiva.

Usando la definicion anterior, el algoritmo general de métodos de descenso se escribe como

Otra direccién de descenso que vale la pena mencionar, y que estudiaremos en profundidad més
adelante, es la direccién de descenso del Método Quasi-Newton, la cudl se inspira en el método de
Newton-Raphson. La idea principal es tomar la direccion de descenso de la forma

dy=-B.'Vf(x), VkeN
donde By € S", (R) es una matriz que aproxima a V2 f(x;) en algiin sentido. Notemos ademds que

1
K (Bi)’

COS(Qf(xk,dk)) > Vk € N.
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ALGORITMO DE METODO DE DIRECCIONES DE DESCENSO
Supongamos que conocemos x; € R"

1. Criterio de parada: si Vf(x;) ~ 0, parar.

2. Direccion de descenso: escoger una direccion de descenso dy, € R".

3. Bisqueda lineal: determinar un paso 0y > 0 de forma tal que f
decrezca suficientemente en la direccion di.

4. Actualizacion: x| = x; + o dy.

5.4.2 Reglas de Bisqueda Lineal inexactas

Ahora nos enfocaremos en formas de determinar el paso og > O para dar sentido a la frase que
f decrezca suficientemente en la direccion di. Veremos también que estas reglas nos servirdn para
estudiar la convergencia del algoritmo.

La forma mas natural de determinar un paso oy > 0 es simplemente tomar ¢4 = &, donde &
minimiza la funcién @ — f(x; + ady). Esto se conoce como la regla de biisqueda lineal exacta.
Hemos visto que para problemas cuadraticos estrictamente convexo se puede encontrar una férmula
explicita para og. Desafortunadamente, en el caso no lineal general, calcular oy puede ser muy dificil
y normalmente no se obtienen féormulas explicitas; una de las dificultades es que la Regla de Fermat
es una ecuacion no lineal dificil de resolver. Por esta razén es mejor enfocarse en reglas de bisqueda
lineal inexacta, es decir, donde oy no es el 6ptimo de & — f(x; + oudy ), pero satisface dos condiciones
esenciales: (i) hace decrecer la funcién o — f(x; + ady) de forma razonable, y (ii) no requiere
demasiado tiempo ni esfuerzo para ser calculado.

La idea detras de estas reglas de busqueda es intentar con un serie de candidatos hasta que uno
satisfaga una condicién que asegure un decrecimiento sustancial de la funcién en la direccién dy.

Regla de Armijo

La primera regla de bisqueda lineal inexacta que estudiaremos, llamada regla de Armijo, consiste
en pedir que el decrecimiento sea proporcional a un cierto ; € (0, 1). Esto se traduce en que la funcién
decrece de forma lineal en la direccidn dy. Dicho de otra forma, la condicion de Armijo pide que oy > 0
se escoja de forma tal que

flx 4 ordy) < fx) + 0104V F(xe) " dy. (5.4)

Notemos que @; estd fijo en la condicién de Armijo (no cambia con k) y a priori no hay mayor
restriccion sobre él. Sin embargo, en la practica, y con el fin que (5.4) sea mds fécil de verificar, se
toma @ pequefio (tipicamente @; ~ 107%).

Para encontrar un paso que satisfaga la condicién de Armijo se procede en general usando una
técnica llamada backtracking y que esta determinada por el siguiente algoritmo:

REGLA DE ARMIJO (BACKTRACKING)

Tomar ¢ >0, 7 € (0, %)

Si a satisface la regla de Armijo, fijar o = o y parar.
Escoger B € [ta, (1 —1)a].

Actualizar o = 8 y volver al paso 2.

NS

Normalmente, T es pequefio (en general 1072 < 7 < 107!) y esta eleccién de pasos se asocia
frecuentemente a direcciones de descenso de Newton-Raphson, pues en este caso se espera tener
convergencia con oy ~ 1.
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" /yf(xk+adk)

S (x)

O
? 3
|

y = fx) + @ oV f(xe) di

S lxe + opdy) [Fe==Sp=======ss
y=flq)+aVf(x) dy

Figura 5.3: Regla de Armijo.

Regla de Goldstein

Notemos que la eleccién del paso con la regla de Armijo no provee una cota inferior para el paso, y
no hay en principio mayor inconveniente en escoger o muy pequeifio. El problema es que esto puede
llevar a que el algoritmo converja a un punto que no es necesariamente un punto critico de la funcioén.
En efecto, si el paso se escoge de forma tal que para algtin € > 0 se cumple

£
O<oy <————, VkeN
$= ok g

Tendremos que la sucesion {x; } generada por (5.3) es de Cauchy y por lo tanto converge a algiin ¥ € R".
En efecto para todo / € N tenemos

ki1
Xt — x| = o;d;
i—k

1

oo e .
1=,

Esto a su vez implica que
- - £
| —x0| < Z 5 =&
i=1

Por lo tanto, si no hay puntos critico de f cerca de xp, entonces X no puede ser un punto critico -ni
minimo local- de f. Es decir, en este caso, el Método de Direcciones de Descenso podria no converger
en el sentido que Vf(x;) — Vf(X) # 0 cuando k — +oo.

Para evitar este tipo de problemas, se introduce una nueva regla, llamada regla de Goldstein y cuyo
objetivo es evitar que ¢ se escoja muy pequeilo. Dicho de otra forma, la condicion de Goldstein pide
que oy > 0 satisfaga

f(xk + Olkdk) < f(xk) =+ Othf(xk)Tdk. (5.5a)
Fla+ogdy) > )+ (1 — o) oy V() " dy. (5.5b)

Notar que (5.5a) no es otra cosa que la condicién de Armijo (5.4).
El siguiente resultado muestra que siempre es posible escoger un paso segun la regla de Goldstein
(y en consecuencia segin la regla de Armijo).
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/yf(xk+adk)

J ) —

> O

y = fx) + ooV f(x) di

f (o + oqdy)

y = f(xx) + oV f(x) di y=flx)+ (1 —@)aVfix) d

Figura 5.4: Regla de Goldstein.

Proposicion 5.4.1 Sea f: R" — RU{+co} una funcién inferiormente acotada tal que dom(f) es
un abierto de R”. Supongamos que f es continua y Gateaux diferenciable en dom(f). Sea k € Ny x;
una instancia del Método de Direcciones de Descenso (5.3) con d, siendo una direccion de descenso.
Entonces, para todo @; € (0,1/2) existe oy > 0 que verifica la Regla de Goldstein (5.5).

Demostracion. En efecto, dado x; € dom(f), dy direccion de descenso, por diferenciabilidad de f se

tiene
i Gkt adi) — f )

a—0t o

= Vf(xk)Tdk < (1 — a)l)Vf(xk)Tdk < (1)1Vf(xk)Tdk.
Ademis, como V£ (x;) "dy < 0 debido a que dy es direccién de descenso,
Ol(l’_l‘)r(}of(xk + Oldk) > %f(f) > —o0o = (%f_r)l:of(xk) + 0w Vf(xk)Tdk = Ol{l’_r&f(xk) + OC(l — (l)l)Vf(xk)Tdk.

Por lo tanto, por continuidad de las funciones o > f(x; + ady), a — f(xx) + oV (x) di y
a— f(x)+a(l — o) VF(x) " dy, se deduce del teorema del valor intermedio que existen @ < o
tales que

oy = inf{o >0 | fx+ ady) = f(u) + e Vi(x) d}
o = sup{a € (0,a1) | flx+ady) = f(x)+a(l — o) Vi) d}

y por lo tanto las condiciones de Goldstein (5.5) se cumplen para todo o < oy < Q.
O

Regla de Wolfe
Otra forma de evitar el problema de convergencia a un punto que no es un punto critico es introducir
una regla que considere informacién sobre la curvatura de la funcién. La condicion de Wolfe pide que
oy, > 0 satisfaga, para algin @; € (0,1) y @, € (@, 1), las siguientes condiciones
f(xk + Otkdk) < f(xk) —+ Othf(xk)Tdk. (5.6a)
V(o + ogdy) " dy > ooV f (xi) " dy. (5.6b)
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. /yf(karadk)
f(Xk) O?Ck > O
3 Y= Fl)+ 0@V (x) dy
fla+ogdy) |---\-------\--------~

= v T4
y=flx) +aVfix) dy y=fla) + oV fix) d

Figura 5.5: Regla de Wolfe.

Notar que, al igual que con la regla de Goldstein, (5.6a) es la condicién de Armijo (5.4). M4s aun,
dado que V f(x; + ady) " dy es la pendiente de la funcién « — f(x; + ady) en el punto , la condicién
(5.6b) dice que la pendiente o — f(x; + ady) en oy debe ser mayor que una proporcién @, de la
pendiente en ¢ = 0, y en consecuencia o estard lo suficientemente alejado de @ = 0 para evitar una
falsa convergencia. Notemos ademds que @, al igual que @, en la condicién de Armijo, estd fijo (no
cambia con k). En la préctica, y con el fin que (5.6b) sea mas facil de verificar, se toma @, cercano a 1
(tipicamente @, ~ 0,99). Esta regla, debibo a su relacién con la curvatura, se asocia frecuentemente
con direcciones de descenso del Método Quasi-Newton.

Veamos ahora que la regla de Wolfe estd bien definida.

Proposicion 5.4.2 Sea f: R" — RU{+eo} una funcién inferiormente acotada tal que dom(f) es
un abierto de R”. Supongamos que f es continua y Gteaux diferenciable en dom(f). Sea k € Ny x;
una instancia del Método de Direcciones de Descenso (5.3) con dj siendo una direccién de descenso.
Entonces, para todo 0 < @; < @, < 1 existe oy > 0 que satisface la condicién de Wolfe (5.6).

Demostracion. Consideremos
a; = inf{o >0 fx+ady) = fxi) + oo VI(x)  di},

cuya existencia estd garantizada por la demostracion de la proposicion anterior (Proposicién 5.4.1).
Notemos que la primera condicién de Wolfe (5.6a) se satisface para todo oy < @;. Por otra parte, por
Teorema del Valor Medio, se tiene que existe o, € (0, 0;) tal que

S+ oudy) — f ()
o

V() de < o V() di = =V (xx+ ondy) " di (5.7)

y por continuidad hay un intervalo alrededor de @ donde las condiciones se siguen satisfaciendo. [
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Ahora presentaremos un algoritmo (Fletcher-Lemaréchal) que permite encontrar un paso o > 0 que
satisface la condicion de Wolfe. Este algoritmo usa igualmente la técnica backtracking y se caracteriza
por encontrar un paso acorde a la regla de Wolfe en una cantidad finita de iteraciones.

REGLA DE WOLFE (ALGORITMO DE FLETCHER-LEMARECHAL)
L. Tomar & >0, ¢ =0, @ = +oo, 7, € (0,3) y T > L.
2. Si a no satisface (5.6a):
2.1 Actualizar ¢ =
22 EscogerB € [(l—m)a+rTa, ia+ (1—1)al
2.3 Actualizar o = 3
3. Si o satisface (5.6a):
3.1 Si « satisface (5.6b), fijar oy = o y parar.
3.2 Actualizar @ = o
3.3 Si o = oo, escoger B € [T,0,+o0).
34 Sio < 4o, escoger f € [(1—1)a+ e, ia+ (1—1)al
3.5 Actualizar o = .
4 Volver al paso 2.

Estudiemos ahora la convergencia de este algoritmo.

Proposicion 5.4.3 Sea f : R" — RU {+oo} una funcién inferiormente acotada tal que dom(f) es
un abierto de R”. Supongamos ademads que f es continua y Gateaux diferenciable en dom(f). Sea
k € Ny x; una instancia del Método de Direcciones de Descenso (5.3) con dj, siendo una direccién
de descenso. Entonces, para todo 0 < @ < m, < 1 el algoritmo de Fletcher-Lemaréchal encuentra
un paso o > 0 que satisface la condicién de Wolfe (5.6) en una cantidad finita de pasos.

5.4.3 Convergencia del Método de Direcciones de Descenso

En esta parte del curso estudiaremos la convergencia del Método de Direcciones de Descenso bajo
condiciones bastante generales. Nos enfocaremos en el caso que el paso se escoge usando la regla de
Wolfe. Sin embargo cabe destacar que un resultado similar se puede obtener para la regla de Goldstein
y Armijo (ésta dltima con paso acotado uniformemente sobre cero).

Teorema 5.4.4 — Condicion de Zoutendijk. Sea f : R" — RU{+oo} una funcién inferiormente
acotada continua y Gateaux diferenciable en dom(f) (abierto de R"). Supongamos existe un abierto
A C R" que contiene al conjunto de subniveles I'y(,)(f) para algdn xo € R", y supongamos que
Vf es L-Lipschitz continua en A. Sea {x; } la sucesion generada por el Método de Direcciones de
Descenso (5.3) con dy siendo una direccién de descenso y o dado por la regla de Wolfe (5.6) para
0 < w; < an < 1. Entonces se tiene

Y cos? (6 |VF () <+
k=0

donde 6 = 6¢(xy,dy) es el angulo de descenso de f en el punto x; en la direccién di.

Demostracion. Sea k € N. De la segunda condicién de Wolfe, de x| = x; + ogdy y del hecho que V f
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es L-Lipschitz se deduce

(02— 1)V f(xe) "de < (V1) — Vo)) "de < Loyl |,

de donde
(@ —1)
L|d|?

Ocupando esta desigualdad en la primera condicién de Wolfe y usando la definicién de 6y, se deduce

o (@, —1) (Vf(xk)Tdk>2 _ o(l-o)
L | d|l L

O > Vf(xk)Tdk.

S ) = fla) < cos”(0) || V£ (xi) 1%,

y por lo tanto {f(xx)} es una sucesion real decreciente y acotada inferiormente, y en consecuencia
converge. Sumando sobre k se deduce

o) 1— 0 N—-1
U9y cos2(60)[V (w0 < (o) £ o).
k=0
como el lado derecho converge, la serie es convergente y el resultado se concluye. 0

Una consecuencia importante de la condicién de Zoutendijk es que si el dngulo de descenso 6
de f en el punto x; en la direccién dj estd acotado uniformemente sobre cero, entonces el Método de
Direcciones de Descenso converge en el sentido que V f(x;) — 0.

Método de Newton-Raphson y Quasi-Newton

En adelante estudiaremos en detalle el método Quasi-Newton, en particular en esta parte nos
enfocaremos la tasa de convergencia. Luego mostraremos unos métodos para construir las direcciones
de descenso (obtener las matrices By). Recordemos que la direccion de descenso de Quasi-Newton

tiene la forma
dy=—B;'Vf(x), VkeN

donde By € S" | (R) es una matriz que aproxima a V2 f(x;) en algtn sentido. Recordemos también que

1

cos (6;) > (B’

Vk € N.

Por lo tanto, si k (By) se mantiene uniformemente acotado superiormente (lo que se traduce en que la
sucesion {Amm(Bx)} es uniformemente positiva), entonces la Condicién de Zoutendijk, asegura que el
método converge. Es claro también, que el Método de Newton-Raphson es una instancia particular del
Método Quasi-Newton (basta tomar By = V2 f(x;)), y por lo tanto los resultados que presentaremos a
continuacién son también validos para el Método de Newton-Raphson.

Tasa de Convergencia del Método de Newton-Raphson

Recordemos que, en el caso convexo, el Método de Newton-Raphson converge de forma cuadratica
(ver Teorema 3.5.7) cuando la condicién inicial estd lo suficientemente cerca del minimo. En este caso,
la importancia de la convexidad estd en que todo punto critico es un minimo global de la funcién. Si la
hipétesis de convexidad de levanta, entonces, dado que la convergencia es s6lo local, la convergencia
cuadrdtica sigue siendo cierta, pero el limite es un minimo local estricto, no necesariamente global.
Abhora presentaremos la adaptacion al caso no convexo del Teorema 3.5.7.
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Teorema 5.4.5 Sea f: R" — RU{+oco} una funcién propia y dos veces Géateaux diferenciable en
dom(f), el cual asumimos ser un abierto de R”. Supongamos que existe X € R” tal que V f(x) =0
y V2f(%) € St L (R), y que ademas V2 es localmente Lipschitz continua en torno a %. Entonces,
existe p > 0 para el cual se tiene que si xo € Br»(¥,p), la secuencia {x;} generada por

Xepr =% — [V2f ()] "'V f (),  VkEN (5.8)

estd bien definida, converge a ¥ y satisface

—X \Y —X \Y%
i |xk+1 _x| — K ‘ f(xk+1)| —0, limsup ’xk+1 _)25‘ <o, y h’msup| f(xk+13‘ < oo
koo |xp—X[ koo [V koo |k — %] koo |V (xi)|

Demostracion. La primera parte de la demostracion sigue el mismo razonamiento que la demostracién
del Teorema 3.5.7 y lo tnico nuevo por probar son los limites con los gradientes. Sin embargo, por
claridad de la exposicién mostraremos todos los pasos.

Recordemos que, para x € dom( f) habiamos denotado por A, al menor valor propio de V2 f(x).
Como V?f(x) € S (R), de la Proposicién 3.3.3 se tiene

YIVEf(@)y > Alyl?, Wy eR”,
donde A; > 0. Para todo x € B (%,r) e y € R", usando la propiedad Lipschitz de V2 se tiene
Y VA)y =y VA (®)y+y (VA (x) = V2F(R)y
> Ay = IV2f(x) = V2 F(®) [y
> (A = Lx— )y,

Luego, definiendo p = min {r, %—i} > 0 tenemos

s
V2f(x) €S", (R) con A, > ?X >0, x€Bgre(x,p).
De ese modo, para todo x € Bg«(,p), existen matrices P, y D, tales que V>f(x) = P.D,P, con
P7' =P/, de modo que V2f(x)~' = P.D;'P] y
1 2

IVF@ =5 <4
Supongamos que x; € Bg: (X, p) para algin k € N. Para simplificar la notacion, notemos gy = Vf(x¢) y
H, = V? f(xx). De (5.8) se deduce que si x;, = X entonces x;; = X, por lo que suponemos que x; # X.
Como ¥ es un punto critico de f, es decir, Vf(x) = 0, usando la propiedad de Lipschitz continuidad de
V2 f y la relacién

0= V) = V) = [ V(50— e,

tenemos que

1
et = = o5 ] = 1 =) ) = ot ([ 1= 95— )] )

2 e 2 . _ 2L iy 1 L 2 1 B
< g [ VR e - R < =P [ (1= 0de = -5 < S w3,
As 0 Az 0 Az 2
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En particular, se tiene que xi+| € Bgr« (¥, p). Ademds, usando induccién vemos que la sucesion {x; }
estd contenida en Bg» (%, p) si xo € Bre(%,p) y

e — X[ < —%, VkeN.

PhF [0
De aqui se concluye que x; — ¥, y que también tenemos

|xk+1 —f| < L

—X L
| : < 2l — | M<
Xk —X X

b —x2 = Ae

Por otra parte, dado que Hy (xx11 —xx) + g« = 0 para todo k € N, tenemos que

1
Igk+1] = |gk+1 — &k — Hi(Xp1 —xx)| = ’/0 V2 £ (oo 41 (o1 — %)) (o1 —x)dt — Hi (i1 — xi) |-

Sigue que,
T L 2L 2. 2
|gk+1] < |Xrg1 *xk|/0 (| V2 f (i + 1 (it — %)) — Hie| | dt < E’xk+1 — x| < EHHk %18l

Esto a su vez implica que |g+1| < % |gx|? para todo k € N. Por lo tanto, usando los mismos argumentos
que mds arriba, obtenemos la conclusion. O

Método Quasi-Newton y regla de Wolfe

Un detalle importante en el teorema anterior es que el paso oy para el Método de Newton-Raphson
(5.8) se toma constante e igual a 1. Veremos ahora que si la direcciéon de descenso del Método Quasi-
Newton es una buena aproximacién de la del Método de Newton-Raphson, entonces el paso o =1 es
admisible para la regla de Wolfe y el método converge de forma cuadratica.

Teorema 5.4.6 Sea f: R" — RU{+oco} una funcién propia y dos veces Gateaux diferenciable en
dom(f), el cual asumimos ser un abierto de R”". Supongamos que existe X € R" tal que Vf(x) =0y
V2f(%) € S, (R), y que ademds V2 f es localmente Lipschitz continua en torno a ¥. Sea xo € R" y
consideremos la sucesién generada por la recurrencia

Xg+1 = Xk — (XkBk_IVf(xk), Vk € N,

con {ay } dado por la regla de Wolfe (5.6) con w; € (0,1/2). Entonces existe p > 0 tal que
1. Siag =1, x €Bra(%,p) y ||Bc — V2f(X)|| < p, entonces {x;} converge a ¥ linealmente.
2. Si ademas se satisface

=0, 5.9

entonces _ v
Iim ’xk+1 —_X’ — lim | f(xk+1 ) ‘ —
koo |xg —X|  k—eo [V (1))

3. Existe kg € N tal que el paso oy = 1 satisface la regla de Wolfe para todo k > k.

Demostracion. Recordemos que, para x € dom(f) habiamos denotado por A, al menor valor propio de
V2 f(x). Como V2f(x) € S, (R), de la Proposicién 3.3.3 se tiene

Y V2FE)y > A:y?, Wy eR”,
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donde A; > 0. Paratodo y € R" y k € N se tiene

Y By =y V2f(R)y+y" (Bx— V2 f(X))y
> Aely? = || Be— V2£(E) || [y (5.10)

Luego, definiendo p = Azmin{1/8,1/(4L)}, si ||Bx — V2f(%)|| < p se tiene que By es definida positiva,
para todoy € R", y' Byy > 7As|y|?/8 y existen matrices P, y Dy tales que By = PkaPkT con Pk_1 = PkT,
de modo que B, ' = A.D'P y

8

B <<
1B, ||_7 <

=i
[ 0

Supongamos que x; € Brn (X, p) para algtin k € N. Para simplificar la notacion, notemos g = V f(xy).
De (5.8) se deduce que si x; = X entonces x;1 | = X, por lo que suponemos que x; # X. Como X es un
punto critico de f, es decir, Vf(¥) = 0, usando la propiedad de Lipschitz continuidad de V2f y la
relacién

8= V() = V() = [ VA i~ 0) o e,

tenemos que

X1 — X = |xk—f—B;:18k\
= B (Be(xe — %) — gi) |

! ([ 13— 52 o - - )

o (1B V) b o] [ IV~ V2 (5o ) )

y luego x;+1 € Brn (X, p). Ademds, usando induccién vemos que la sucesion {x;} estd contenida en
ERn ()Z, p) si X0 € BRH (X,p) y

e —%| < lxo—x[, VkeN.

2k+1

De aqui se concluye que x; — ¥ y la convergencia es lineal.

Por otra parte, como x; € Bgn (%, p), ||V2f(xx) — V2f(%)|| < L|xx — x| < A¢/4 y luego argumentando
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como en (5.10) se deduce || VZf(x) 7| <4/(34:) <2/Azy

1 — X = | —f—B,Zlgk!
<o — 2= V() " el + 1B = V2 () el
= V2 £ ()~ (V2 £ (o) (i — %) — gk ) |+ [V2F (o)~ (V2 f (k) — Bio)dle|

< 192 a0 | 1927100 = P25 0090 o | +1(7(5) - B

< (bl [ 19200 = 1= ) (V2 5) ~ B )

IN

(b4 0720 = B + (V2 s) ~ V215

IA
?’\Nﬁ’\wﬁ’\w

L
<2yxk—x\2+ |(V2f (%) — By)di| + L|xx — | \dk|> . (5.11)

Notando que (5.9) asegura la existencia de kg € N tal que, para todo k > ko,

2002\ _ i}
[(VEf(%) Bk)dk|gp§&,
|k | 8
se tiene que, para todo k > ko,
|di| i1 — %] + [xe — X
o — x| | — x|
2 |(V? By)dy| |d, 2L d
_1+7’xk_x|+ [(V2f (%) — Bi)di| |k\_ Ly |k\_
|d| otk — x| otk — x|
3 ||
<14 g —
+ |xk |+4‘xk )Z”
y, por lo tanto, para todo k > ko,
d 4L
1] <4+—|xkfx]
o0k — |
Luego, de (5.11) se deduce
i2 V2 £ (%) —By)dy| |d, d
X1 — ’S (\xk—! |(V2£(%) — Bi)di| ”“_+L| 5 |k!_>_>0
e — X As |d| e — X e — X|

cuando k — oo y se deduce la convergencia superlineal. Por otra parte, dado que By (xx41 —xx) + 8¢ =0
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para todo k € N, tenemos que
|8k+1| = |81 — 8k — Bi(Xir1 — )|

1
= ‘/0 V2 f (1 (a1 — %)) (X1 — Xe)dt — Br(xa1 — %)

< ad] [ 107 10501 —5)) — V2 + (B~ V7))
< lae| (b =51+ 31 ) + (8- V2 0)ds
_ L) B V)
(2 (b= + i) + LB T LD
—V2f(x
< 18 Wl (2 (e 1) + BT A,

de donde |g+1|/|gk| — 0 cuando k — oo.
Ahora probemos que, para todo k > ko, oz = 1 satisface la regla de Wolfe (5.6). De hecho, dado

k > ko y usando la expansion de orden 2 para f(x; + dj) en torno a dy = 0, se tiene

fl+di) = fo) + V) Tde + %dkTsz(xk)dk +o(|di|?), (5.12)
y de dy = —B; 'V f(x;) se obtiene
Flotd) — () — 019 £ () i = (1= @)V () i+ 3] V2 F )+ ol i)
= —(1—y)d, Bydy + %dkTVZf(xk)dk +o(|di|*)
= (1= 0)d] (V£ (%) ~ B)dy + 3 (F () — V2 £(2))d
—(1/2 = @n)dy V? f(D)di + o(|dk|*)

< (1= )|di||(V2 (%) = Bi)d| + %!dklzllvzf()%) ~ V()|
= (1/2— o) Asldi|* +o(ldi ),

donde A, > 0 es el menor valor propio de V2 f(x). Dividiendo por |di|?, usando (5.9) y la continuidad
de V2 se tiene que la primera condicion de Wolfe (5.6) se satisface con @; € (0,1/2). Para la segunda
condicién, por teorema del valor medio se tiene que existe A € (0,1) tal que

Vi +d) " dy — V) di = df V2 (x4 Ady)dy
y luego el resultado se obtiene como antes, notando que
Vi +dy) d— Vi) de = (1— ) VF(x)  di+d] V2f (o + Ady)dy

= —(1 — )d} Bydy +d} V? f (xi + Ady)dy

= (1—w)d/ (V2 (%) = B)dx +d (V2f(xk+Ady) — V(%)) di
+d{ V2 f(%)dy

> (1= @)d) (V2f(®) = Bo)di+dy (V2 f (x4 Ady) — V£ (%)) di
+ @ Aszldi |,
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Férmula explicitas para Quasi-Newton

Ahora mostraremos algunas formas constructivas de determinar las matrices By para el método
Quasi-Newton. La primera que veremos se llama férmula DFP en honor a sus descubridores (Davidon-
Fletcher-Powell) y la segunda se llamada férmula BFGS por sus descubridores (Broyden-Fletcher-
Goldfarb-Shanno). Mostraremos en particular que la férmula BFGS verifica la condicién (5.13), lo que
asegura la convergencia cuadratica del método al tomar paso ¢y = 1 para todo k € N suficientemente
grande (gracias al Teorema 5.4.6).

Preliminares

Describamos la idea esencial de ambos métodos. Supongamos conocida la iteracién del Método
Quasi-Newton x; € R" y la matriz B; € S, (R). Consideremos la funcién my : R" — R dada por

1
mi(d) = f(x) + V() ' d+ EdTBkd, Vd € R".

Esta funcién tiene la propiedad que m(0) = f(x¢) y Vimg(0) = V. f(xx). Ademds, al ser By simétrica y
definida positiva tenemos que my, es coerciva y por lo tanto tiene un inico minimo, digamos di, que
estd caracterizado por la regla de Fermat. Dado que By, es invertible, no es dificil ver que d; estd dado
por la férmula

dy = —B'Vf(x), VkeN. (5.13)

Es decir, es la direccion dada por el Método Quasi-Newton. Ahora bien, si tuviésemos a disposicidn la
siguiente iteracion del Método Quasi-Newton x|, nos gustaria hacer algo similar para determinar
dy.t1. Para esto, definimos la funcién fi;; : R"” — R dada por

Ser1 () = Feir) + V) T (r—x41) + %(X — 1) Biet(x—xer1),  VxeR™

Es claro que V fi1(xk+1) = Vf(xk+1). Nos gustaria ademds que fi; fuese también una buena apro-
ximacién de f, para esto podemos pedir por ejemplo que Vfii1(xx) = Vf(xx), lo que se traduce
en:

Bi+15k = Yks con s =Xy — Xk = 0gdy € Y = Vf(xe1) — V().

Esta dltima, se conoce como la ecuacion de la secante; notar que la incégnita en este caso es la matriz
By 1. Ahora bien, dado que buscamos que By, | sea definida positiva, necesitamos que skTB,H 15, > 0.
Luego para que la ecuacién de la secante tenga solucién necesitamos que s,jyk > 0. Esto se puede
asegurar si por ejemplo oy satisface la condicién de Wolfe (5.6b). Efectivamente, si ¢y > 0 se escoge
usando la regla de Wolfe tendremos que

St Ve = Oudy yi > 0g(@r — 1)y V £ (x) > 0.

Ahora bien, dado que la ecuacion de la secante es una ecuacidon matricial, ésta posee infinitas solu-
ciones pues esta ecuacién se compone de n ecuaciones que sumado a las n desigualdades provenientes
del hecho que By, es definida positiva, no compensan los %n(n + 1) grados de libertad de la simetria
de Bk+1 .
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Formula DFP

Una forma de construir By, es buscando, entre todas las soluciones a la ecuacion de la secante, la
matriz mds préxima a By en algin sentido. Dicho de otra forma, By, serd la proyeccién By sobre el
espacio de soluciones de la ecuacion de la secante. Esto se puede formular como el siguiente problema
de optimizacién

Minimizar ||B — By||  sobre todos los B € S"(RR) tales que Bsy = yx, (PpEp)

donde s/ yx > 0, By € S", (R) y M + ||M|| es una norma sobre S"(R).

Para cada norma utilizada se obtendrd un forma de calcular By y por lo tanto un nuevo Método
Quasi-Newton.

La férmula DFP utiliza 1a norma

1
M| = \ S W 12w aw12) con W = [V (it roud)ar
0

La matriz W se conoce como la matriz Hessiana promedio de f y no es dificil ver que, gracias al
teorema fundamental del cdlculo, W es una solucién particular de la ecuacién de la secante.

Bajo estas condiciones y usando las condiciones de optimalidad del problema (Ppgp), se tiene que
la matriz By queda determinada por la recurrencia:

Bjy1 = <I — = VkSk ) By (1— Sk ) + <y, VkeN.

Vi Sk Vi Sk Vi Sk

Ahora bien, en el Método Quasi-Newton nos interesa conocer la inversa de By y no necesariamente

By misma. Dada la estructura de By |, podemos calcular su inversa usando la férmula de Sherman-
Morrison-Woodbury:

A liTA—!

TN—1 _ 4—1
A4+w’ ) =A TEvTA Ta

VA € M, (R) invertible, Vu,v € R".
Esto implica que la férmula DFP estd dada por:
1 1
Bl =B '——— B Yy B '+ —ss, VkeN. (DFP)
k+1 k y;jB/:l)’k k k Pk ykTSk k

Formula BFGS

Una forma alternativa de obtener un método Quasi-Newton es calculando directamente la inversa
y plantear el problema (Pprp) de una forma equivalente pero para la inversa de By 1. En términos de
problema de optimizacidn esto se escribe como sigue

Minimizar |[M — B, '||  sobre todos los M € S"(R) tales que Myy. = s, (PBrGs)

donde s yx >0, By €S", (R) y M — ||M|| es una norma sobre S"(IR). Notar que en este caso se tiene
que M~ sera solucién de la ecuacién de la secante. Luego, usando las condiciones de optimalidad del
problema (Pgggs), se tiene que la matriz By, queda determinada por la recurrencia:

T T
Bisisy B Yiyy
T T

SeBisk  YiSk

Biy1 =B —
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y por lo tanto la férmula BFGS viene dada por

1 1 1
Bl = (1 — skykT> B! <1— ykskT> + ——st5{, VkeN. (BFGS)
. Vi Sk ¢ Vi Sk Vi Sk
Veamos ahora un teorema sobre la convergencia global del Método Quasi-Newton usando la
formula BFGS. Cabe destacar que bajo las hipétesis del siguiente resultado, la funcién objetivo es
coerciva y por lo tanto tiene un minimo.

Teorema 5.4.7 Sea f: R" — RU{+o0} una funcién propia y dos veces Gateaux diferenciable en
dom(f), el cual asumimos ser un abierto de R”". Supongamos que xo € R" es tal que I'z(x)(f) es
convexo y existen 4,0 > 0 tal que

AP <y VPf(x)y <oy, Vx €Tl (f), vy R

Entonces, la secuencia {x;} generada por el Método Quasi-Newton, con B determinada por la
férmula BFGS, con paso o dado por la regla de Wolfe (5.6) converge a X € argminga (f).

Finalmente veremos que la tasa de convergencia del Método Quasi-Newton es cuadritica si las
matrices By se escogen usando la férmula BFGS.

Teorema 5.4.8 Sea f: R" — RU{+o0} una funcién propia y dos veces Gateaux diferenciable en
dom(f), el cual asumimos ser un abierto de R”. Supongamos que existe ¥ € R” tal que Vf(x) =0y
V2f(x) € ", (R), y que ademds V2 f es localmente Lipschitz continua en torno a ¥. Supongamos
que el método BFGS converge al punto critico X. Luego, si

Z ‘Xk —)f’ < oo,
k=0

entonces x; converge a X a una tasa superlineal, es decir,

1 (B — V2f(%)) (o1 — )]

=0
k—roo ‘.karl —xk]
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5.5 Ejercicios

1. MINIMOS LOCALES QUE SON GLOBALES
Sea (E, || - ||) un espacio vectorial normado y f : E — RU {40} continua en dom(f). Muestre
que X es un minimo global de f si y sélo si todo x tal que f(x) = f(X) es un minimo local de f.
2. MAXIMIZACION DE UTILIDADES
Una pesquera maneja dos variables en su proceso de extraccién mensual, la cantidad de horas-
hombre utilizada (variable x) y la superficie que se abarca (variable y), la cuales (debido a las
unidades en que se miden) satisfacen que x > 0 e y > 1. Asi, dados dos valores x e y para estas
variables, la cosecha mensual (en kilos) estd dada por:

cosecha = x*logP (),

donde o y B son dos parametros dados. Si el precio del kilo de pescado es p = 1, y los costos
unitarios asociados a x e y son los valores estrictamente positivos ¢, y ¢, respectivamente,
entonces:

a) Modele el problema de maximizar el beneficio de la pesquera como uno de programacién
sin restricciones en x > 0 e y > 1, y encuentre las relaciones de la forma h(y) =0e x = g(y)
que satisfacen los puntos criticos del problema. ; Puede concluir que estos son efectivamente
maximos?

b) Desde ahora sabemos que los pardmetros satisfacen a € [0,1) y f > 0, y reducimos nuestra
estrategia al conjunto

s:{mwew

x>0,y>1, log(y)>1£3(x— }
Demuestre que si los puntos criticos de la parte anterior estdn en S, entonces estos son
maximos (globales) del problema.
Indicacién: Estudie la convexidad del negativo de la funcién de beneficios.
3. Sea f: R" — RU{+oo} una funcién p veces continuamente diferenciable en el interior de su
dominio (con p > 2), tal que para X € int(dom f) se tiene:

Dif(x)=0,Vi=1,..,p—1 y DPf(X)#0.

Demostrar que para que X sea un minimo (local) de f,
(a) es necesario que p sea par y D” f(x)(h,...,h) > 0 para todo h € R".
(b) es suficiente que p sea par y D f(X)(h,...,h) > 0 para todo h € R".
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6. Optimizacion restricta

Abstract. En este capitulo estudiaremos problemas de optimizacién donde se busca
minimizar una funcién diferenciable sobre un conjunto de restricciones dado. Al igual que
en el capitulo anterior, el problema que enfrentaremos no serd necesariamente convexo.
Estudiaremos las condiciones de optimalidad (necesarias y suficientes) para que un punto
sea un minimo local y estudiaremos algunos métodos iterativos para encontrar minimos
locales. Pondremos particular énfasis en el problema de Programaciéon Matematica.

En esta parte, al igual que en el capitulo anterior, usaremos la intuicién desarrollada para la optimi-
zacion convexa con restricciones para estudiar problemas generales de optimizacién con restricciones.
En particular nos enfocaremos en restricciones que se pueden escribir como intersecciones de de
variedades y conjuntos de subnivel inferiores. Esta clase de problemas recibe el nombre de problemas
de Programacion Matemdtica.

A lo largo de este capitulo, trabajaremos basicamente con funciones que son localmente Lipschitz
continuas y Gateaux diferenciable en el interior de sus dominios. La primera parte de la exposicion se
hara para un espacio vectorial normado arbitrario E, pero la parte de Programacién Matematica serd
sobre espacios de Hilbert (de dimensidn finita en algunos casos, pero no necesariamente R”™).

Problema de Optimizacién No Lineal General
En esta parte nos enfocaremos en el problema general de optimizacién
Minimizar f(x) sobre todos los x € E que satisfacen la restriccién x € S P)

donde f: E — RU {40} es una funcién no lineal general y S C E es conjunto cerrado no vacio.
Dado que queremos tratar en adelante el caso general, no necesariamente convexo, la teoria que
desarrollaremos serd, al igual que en el capitulo anterior, s6lo local. Para ello debemos extender la
nocién de minimo local para problemas con restricciones.
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Definicion 6.1.1 — Minimos locales. Sea (E, || - ||) un espacio vectorial normado, f: E — RU
{400} una funcién dada y S C E un conjunto no vacio. Un punto X € dom(f) NS se dice minimo
local del problema (P) si existe r > 0 tal que

fx) < fx), Vx € Be(x,r)NS.
Un minimo local de (P) se dice estricto si la relacién anterior es valida con desigualdad estricta.

Al igual que en el capitulo anterior, para no generar confusién, a los minimos del problema (P)
les agregaremos el adjetivo global para distinguirlos de los minimos locales. De forma similar al caso
sin restricciones, todo minimo global del problema (P) es también un minimo local y la existencia de
minimos locales no asegura siquiera que la funcién sea acotada inferiormente. Ademads, todo punto que
pertenece a S se dird factible para el problema (P).

Condiciones de Optimalidad de primer orden

Recordemos que en el caso convexo, logramos escribir las condiciones de optimalidad usando la
nocién de cono normal. En otras palabras, mostramos que ¥ € sol (P) si y s6lo si

€S y —VfE) eNs(E) :={necE| (nx—% <0, VxeS}

Ahora veremos una contraparte tangencial esta condicidn.

Definicion 6.1.2 — Cono Tangente. Sea (E,|| - ||) un espacio vectorial normado y S C E un
conjunto dado. Definimos el cono tangente a S en x € S via la férmula

Ts(x) :={d € E| 3{(t,dr)} C (0,40) x E tal que (t,dx) — (0,d) con x+ndy € S, Vk € N}.

No es dificil ver Tg(x) es un cono cerrado para todo x € S y que ademds Tg(x) = E si x € int(S).
Mis atin, tenemos que

neENs(x) = n'd<0, VdeTsx),

pero la implicancia reciproca no es necesariamente cierta. En efecto, sea S = {x € R? | x, =
0 V x = &}, donde % = (0,1). En este caso se tiene que Tg(0,0) = {x € R? | x, =0} y por lo
tanto para 1) = X se tiene

n'd=0, VdeTs0,0),

pero 1 ¢ Ns(0,0), pues " (£— (0,0)) = |¥|*> = 1 > 0. Cabe destacar que la reciproca es cierta si
S es convexo (ver Ejercicio 2). En particular, Teorema 6.1.1 mas abajo es equivalente a Teorema
4.2.1 bajo hipétesis de convexidad y diferenciabilidad apropiadas.

Con esta herramienta podemos ahora estudiar condiciones de optimalidad para el problema general
de Optimizacién No Lineal.

Teorema 6.1.1 — Condicion Necesaria de Primer Orden. Sea (E,||-||) un espacio vectorial
normado. Sea f : E — RU {4} una funcién propia, localmente Lipschitz continua y Gateaux
diferenciable en una vecindad de x € E. Si X es un minimo local de (P), entonces

Df(%)(d) >0,  Vd e Ts(%). (CNPO)
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Demostracion. Como X es minimo local, existe r > 0 tal que f(X) < f(x) para todo x € Bg(x,r) NS.
Dado que f es localmente Lipschitz en una vecindad de &, sin perdida de generalidad podemos asumir
que existe L > 0 tal que

|f() = fO) < Llx—y[,  Vx,y €Bg(%,r).

Sea d € Tg(x) \ {0} (si d =0 1la conclusion es directa). Luego, existen sucesiones {#;} C (0,4o0) y
{dy} CR" tales que ty — 0, dy — d y X+ 1;dy € S para todo k € N. Entonces, existe ko € N tal que

f+l‘kdkEBE()f,r)ﬂS y f+l‘kdEBE()f,r), Vk > k.

En consecuencia, para todo k € N con k > ky tenemos que

0< O+ ude) = f(X) _ f(&+ndy) — f(E+1d) +f(x+fkd) —f(%) SL!dk—d\Jrf(Xthkd) —fl®)
I Tk I Uk
Finalemente, el resultado se obtiene tomando limite k — oo y usando que t; — 0y dy — d. O

Notemos que el Teorema 6.1.1 es una generalizacion del Teorema 5.2.1, pues en el caso que no hay
restricciones, es decir S = E, se tiene que Tg(x) = E para todo x € E; esto se debe a que int(E) = E.

m Ejemplo 6.1.2 Cabe también destacar que el Teorema 6.1.1 al igual que el Teorema 5.2.1, es sélo
una condicién necesaria y puede no ser suficiente. En efecto, consideremos la funcién f(x) = x;
y la restriccion S = {x € R? | /x| < x2}; ver Figura 6.1. Luego, tenemos V£(0,0) = (1,0) y
ademds Tg(0,0) = {d € R? | d; =0, d, > 0}. Con esto vemos que (CNPO) se satisface en el punto
X=(0,0). Sin embargo, este punto no es minimo local pues, dado & > 0, cualquier punto de la forma
xq = (—0?, &) € S pertenece a S y satisface f(xq) = —a?. Por lo tanto, para cualquier & > 0 se tiene
que f(xg) < 0y xq puede ser tan cercano a (0,0) como queramos.

Figura 6.1: Conjunto de restricciones de Ejemplo 6.1.2.
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Programacion Matemdtica

La condicién (CNPO) es una condicién abstracta que puede ser dificil de manejar, sobre todo
porque el cono tangente a un conjunto S C E arbitrario puede ser un objeto complicado a encontrar.

Por esta razén, y para dar un sentido préctico a la condicién (CNPO) nos enfocaremos en una
clase particular de problemas de optimizacién, que a su vez es de los mads utilizados en aplicaciones.
Esta clase de problemas, que llamaremos Problemas de Programacion Matemdtica, son aquellos que
consisten en minimizar una funcién f : R” — R U {+eo} sobre el conjunto de restricciones

S={x€E|gx)<0,i=1,...,p, hj(x)=0, j=1,...,q}.

donde gi1,...,8p : E— Ry hy,....h; : E— R son funciones dadas. En el Capitulo 4, estudiamos un
caso particular de este problema (que llamamos Problema de Programacién Convexa). A saber, el caso
en que las funciones f,g1,...,g, son convexas y las funciones &y, ..., h, son afines continuas, es decir,
para ciertos x7,...,x, €EE* y aj,..., 04 € R se tiene

hj(x):ijx—aj, Vji=1,...,q, Vx € E.

A partir de ahora, E serd un espacio de Hilbert dotado de un producto interno denotado (-,-). Los
ejemplos modelos serdn E=R" y E = §"(R).

Cono Linedlizante

En el caso convexo vimos que bajo ciertas hipotesis de calificacion podiamos dar una expresion
explicita para el cono normal al conjunto de restricciones del problema de programacién convexa.
Ahora nos enfocaremos en obtener algo similar para el caso de la programacién matematica.

Definicion 6.2.1 Sean gi,...,g, : E— Ry hy,...,h; : E = R funciones Géteaux diferenciable y

s€a
S={x€E|gx)<0,i=1,...,p, hj(x)=0,j=1,...,q}.

Definimos el cono linealizante a S en x € S como el conjunto
Lg(x) := {d €E| Vgi(x)'d <0, Viel(x), Vhj(x) 'd =0, Vj e {1,...,q}} :
donde I(x) ={i€{1,...,p} | gi(x) =0} es el conjunto de indices de restricciones activas en x € S.

Notar que el cono linealizante puede ser calculado explicitamente usando los datos del problema, y
para ello basta solo conocer las derivadas de las funciones que definen al conjunto de restricciones del
problema de programacién matemadtica. Por esta razon, nos gustaria poder escribir (CNPO) usando el
cono linealizante en vez del cono tangente. Notemos que en general se tiene que el cono tangente Tg(x)
estd contenido en el cono linealizante Lg(x) , y que esta inclusion puede ser estricta.

= Ejemplo 6.2.1 Sea x = (1,0) y consideremos el conjunto
S={xeR*|x<(1-x)°, x>0, y x>0}.

Notemos que la primera y tercera restricciones son activas, pero la segunda no. Luego, el cono
linealizante al conjunto en X estd dado por Lg(x) = R x {0}, pero Tg(¥) = (—o0,0] x {0}.
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Figura 6.2: Cono tangente y linealizante de Ejemplo 6.2.1.

6.2.2 Condiciones de Cadlificacion

El Ejemplo 6.2.1 muestra que el cono linealizante no coincide necesariamente con el cono tangente,
y por lo tanto (CNPO), podria fallar si reemplazdsemos indiscriminadamente el cono tangente por
el linealizante, pues estariamos agregando mds direcciones de las que necesitamos para estudiar el
crecimiento de la funcidn objetivo. Ahora nos enfocaremos en criterios que nos permitiran afirmar que
ambos conos, el tangente y linealizante coinciden.

Recuerdo: Funciones continuamente diferenciables

Una funcién f : E — RU{+eo} definida en un espacio vectorial normado (E, | - ||) se dice
continuamente diferenciable en x € int(dom(f)) si f es Fréchet diferenciable en una vecindad
de xy Df : E — E* es continuo en una vecindad de x, es decir,

Ve>0,Ir>0talqueVyeE |x—y||<r = |Df(x)—Dfy)|.<e.

En el caso E = R", esto se reduce a que las derivadas parciales de f sean todas funciones
continuas en una vecindad de x. Si F : R” — R™ es una funcién vectorial con F = (Fy,...,F,),
esta se dird continuamente diferenciable si cada funcién componente y — F;(y) es continuamente
diferenciable en torno a x.

___)]R
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Recuerdo: Teorema de la Funcion Implicita

El Teorema de la Funcién Implicita es una herramienta fundamental en el Calculo Diferencial,
que dice béasicamente que si la ecuacién ®(0,u) = 0 tiene una solucion, digamos & € RY, donde
@ : R x R? — R? es un campo vectorial dado, entonces se puede construir una curva u : R — R?
que pasa al instante t = O por i, tal que

D(tr,u(t)) =0, Vt € R enuna vecindad t = 0.

Recordemos que Jo (7, u) denota la matriz Jacobiana de & en el punto (¢, u). En este caso, esta
matriz tiene la estructura
Jo(t,u) = [0,D(t,u) V,(t,u)]

donde
0, P (t,u) O, P (t,u) ... 8quI>1(t,u)

o,D(t,u) := : y V. ®(t,u):=

9@, (t,u) D ®y(t,u) .. O Dy(t,u0)

Teorema 6.2.2 Sea @ : R x R? — R? un campo vectorial dado y i € R tal que ®(0,i) = 0.
Supongamos que ® es continuamente diferenciable en una vecindad de (0,i) con V,®(0, i)
invertible. Entonces existe € > 0y una curva u : (—¢,€) — RY, continuamente diferenciable
tal que

®(r,u(t)) =0, Vte(—e,e) conu(0)=ia.

Condicién de Mangasarian-Fromovitz
La condicién de calificacién de Mangasarian-Fromovitz (MF) es una de las més utilizadas pues no
se considera ser una hipétesis muy exigente para un problema de optimizacion.
Definicidn 6.2.2 Sea (E,- ') un espacio de Hilbert. Sean gi,...,g, :E—>Ryh,...,h,:E—> R
funciones Gateaux diferenciable y sea

S={x€E|gx)<0,i=1,...,p, hj(x)=0, j=1,....q}.

Diremos que un punto ¥ € S satisface la condicién de Mangasarian-Fromovitz si

{ (i) {Vhi(%),...,Vhe(¥)} son linealmente independientes. (MF)

(ii) 3d € E tal que Vg;(¥)'d <0, Vi€ I(X) y Vh;(¥) 'd =0, Vj e {1,...,q}

Esta definicién nos permitird probar que el cono linealizante y el tangente coinciden en todos los
puntos que satisfacen (MF). Esto a su vez, es una consecuencia del Teorema de la Funcién Implicita,
como se prueba a continuacion.
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Teorema 6.2.3 Sea (E,- ') un espacio de Hilbert. Sean gi,...,g,:E—>Ryhi,....h; : E—> R
funciones continuamente diferenciables y sea

S={x€E|gx)<0,i=1,...,p, hj(x)=0, j=1,...,q}.

Entonces, Tg(X) C Lg(¥) para todo X € S. Si ademas & € S satisface (MF), entonces Tg(¥) = Lg(X).

Demostracion. Dividamos la demostracién en partes.
1. Seax € Sy probemos que Ts(x) C Lg(x). Sea d € Tg(%), luego existe {(tx,dx)} C (0,4o0) X E
tal que (#,d;) — (0,d) y ademads

gi(x+1dy) <0, ViE{l,...,p} hj(f—i-tkdk):(), Vje{l,...,q}

Por lo tanto, dado que g;(x) = 0 para cualquier i € I(x), tenemos que

gi(X+tedy) — 8i(%) <0, Viel® hj(X+ tedy) — h(%)

=0, Vjell....q\.
. . , Vie{l,....q}

Como las funciones son Fréchet diferenciables, haciendo k — -+ obtenemos que d € Lg(X).
2. Supongamos ahora que X € S satisface (MF) y probemos que Lg(x) C Tg(%). Sea d € Lg(x) y
consideremos para cada j € {1,...,q} la funcién ®; : R x R? — R definida por

D;(t,u) =h; (}E+td+iuthk(i)), vVt eR, Vu e RY.
k=1
Denotemos por @ : R x R? — R? la funcién vectorial definida por
D(t,u) = (P (t,u),...,P4(t,u)), vVt eR, VueRY.
Notemos que P es continuamente diferenciable y que ®(0,0) = 0. Més atin, tenemos que
9, @;(0,0) = 9, P (0,0) = (Vh;(%X), VIR (%)), Vjke{l,...,q}.

En consecuencia,

Vhi (%) VR (%) ... Vhi (%) Vhy(%))
Vhy(%) V() ... Vhy(%) Vhy(%)

Mas atn, dado que {Vh,(X),...,Vhy(%)} son linealmente independientes gracias a (MF), tene-
mos que V,®(0,0) es invertible, pues si V,,®(0,0)u = 0 para algin u € RY, entonces

q
ViR Y wVi(®) =0,  Vje{l,...,.q}.
k=1

Esto a su vez implica que ZZ:l urVhy (%) = 0, y a posterior esto también implica que u = 0.
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3. Gracias al Teorema de la Funcién Implicita tenemos que existen € > 0y u : R — R? continua-
mente diferenciable en (—¢, €) tal que

®(r,u(t) =0, Vie(—ee) con u(0)=0.

En consecuencia, la curva x : R — E definida por

q
x(t) =x+t <d+ Z Mkt(t)th(i)> , VteR
k=1
satisface
Bi(x(1) =0, Vi€ (~ee), Vie(l....q).
Notemos también que
i1(0) = —[V,®(0,0)]19,8(0,0) =0,

pues
9,®;(0,0) = Vh;(¥) d=0, Vje{l,...,q}.

yaque d € Lg(x). Por lo tanto, x(0) = x y x(0) =d.
4. Dado que d € Lg(), tenemos que Vg;(x) " d < 0 para todo i € I(%). Supongamos que la desigual-
dad es estricta, luego dado que las funciones son Fréchet diferenciables tenemos que

(7
gi(x(1)) = gi(X) +1Vgi(X) 'd+0i(t), Vie(—e,€),Vie{l,...,q}, con linaolt() =0.
t—
Como g;(x) = 0 para i € I(X), vemos que podemos tomar una sucesion {# } C (0,+o0) tal que
tr — 0y gi(x(fx)) < 0 para todo k € Ny por lo tanto x(#;) € S. Luego para concluir basta notar
que

_ el uj(lk) _
x(1r) = X+nd, con dy=d+ Y p Vh;(x)
j=1 'k

y que dy, — d, pues
(¢t (t) — 0
I Ix

cuando k — oo,

5. Finalmente, si para algtin indice i € (x) tenemos que Vg;(x) 'd = 0, definimos dy, = d + atd, con
d dado por (MF) y o > 0. En este caso tenemos que Vg;(x) dg < 0y por lo tanto dg € Tg(%),
usando los argumentos de las partes anteriores. Finalmente, dado que Tg(X) es cerrado y dy, — d
si @ — 0, concluimos que d € Tg(%).

O

Condicion de Cadlificacion ILGA

Veremos ahora otra condicién de calificacién ampliamente usada y que en particular implica la
condicion de Mangasarian-Fromovitz. Esta es la situacion cuando los gradientes de las funciones 4; y
los gradientes de las restricciones activas g; en X son linealmente independientes.

Definicién 6.2.3 Sea (E, ') un espacio de Hilbert. Sean gj,...,g, : E—> Ry hy,... Jhg :E—=R
funciones Géateaux diferenciable y sea

S={x€E|gx)<0,i=1,...,p, hj(x)=0, j=1,....q}.
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Diremos que un punto X € S satisface la condicion de Independencia Lineal de Gradientes Activos si

{Vh(%),.. (®}u U {Vgi(X)} son linealmente independientes. (ILGA)
i€l(x)

Ahora veremos que efectivamente (ILGA) implica (MF).

Proposicidn 6.2.4 Sea (E,-'-) un espacio de Hilbert. Sean gi,...,g,: E—Ryhy,...,h,:E—R
funciones Gateaux diferenciables, y considere el conjunto

S={x€E|gx)<0,i=1,...,p, hj(x)=0, j=1,...,q}.

Si x € S satisface (ILGA) entonces X también satisface (MF).

Demostracion. Para simplificar la notacién, supongamos que /(¥) = {1,..., p}. Luego, basta notar que
si ILGA) se satisface, entonces el vector (—1,...,—1,0,...,0) € R” x R? pertenece a la imagen del
operador lineal continuo A : E — R? x R? definido por

A(d) = (Vgl( D d,...,Vg,(®) d, Vi () d,...,th(x)Td), Vd € E.
En efecto, si esto no fuese asi, por el Teorema de Hahn-Banach (Lema 2.1), existiria un vector
(u,A) € R? x R7\ {0} tal que
p
Z‘ulVg, +ZA Vhi( d< ~Y W, VdeE.
i=1 j=1 =

Tomemos & € R cualquiera. Evaluando en d = o (Zf 1 u,Vgl( Y)+ Y i1 AjVhj(x )), vemos que

Z/,L,Vg, + Zk Vh(

i=1 j=1

P
—Zﬂi-

Dado que o € R es arbitrario, concluimos que Y7, 1;Vg; (%) + Z AjVhj(%) =0, luego por (ILGA)
tenemos que 4 =0y A = 0, lo que no puede ser. En particular, concluimos que existe d € E tal que
Vei(®)'d=—1,i=1,....p y Vhj(®)'d, j=1,....q
O

Teorema de Karush-Kuhn-Tucker

Veremos a continuacioén la version general del Teorema de Kuhk-Tucker (Teorema 4.2.3). En este
caso, y a diferencia del caso convexo, tenemos que esta condicidn solo serdn necesaria para que un
punto sea minimo local del problema de programacién matematica

Minimizar f(x) sobre x € E tales que g;(x) <0, i€ {1,...,p}, hj(x) =0, je{1,...,q4}. (Ppm)

Consideremos la funciéon Lagrangeana asociada al problema de programacién matemdtica (Ppyr),
que denotamos L : E X R? x R? — RU {+oo}, y que estd dada por

p q
L(x,p,A) = f(x)+ Y migi(x) + ) Ajhj(x), VxeR", peRP AR
i=1 =

Luego el Teorema sobre condiciones de optimalidad para el problema de programacién matemadtica
es como sigue.
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Teorema 6.2.5 — Karush-Kuhn-Tucker. Sea (E,- ") un espacio de Hilbert. Sea f : E — RU{+oo}
una funcién propia, gi,...,8p: E— Ry hy,...,h; : E — R funciones continuamente diferenciables.
Sea x € E un minimo local del problema de programacién matematica (Ppyr). Supongamos que &
satisface (MF) y que f es localmente Lipschitz continua y Gateaux diferenciable en una vecindad de
. Entonces, existen multiplicadores fy,..., 1, >0y Ay,..., 4, € R tales que

p q
0=V.L(E1A) = VF®) + Y miVei(@) + Y AVh() y pigi®) =0, Vie{l....p}.
i=1 j=1

(KKT)

Demostracion. Definimos el conjunto
S={x€E|gx)<0,i=1,....,p, hj(x)=0, j=1,....q}.

Gracias al Teorema 6.1.1 tenemos que (CNPO) se verifica. Ademds, por el Teorema 6.2.3 sabemos que
Ts(x) = Ls(X), y por lo tanto para cualquier d € E tenemos

Vei(®)'d<0,Viel(® y Vhj(®)'d=0,Yje{l,....q} = VfH'd>0 (6.1)

El resultado final es consecuencia entonces del Teorema de Hahn-Banach Geométrico. En efecto,
consideremos el conjunto convexo cerrado y no vacio:

A:{VGE

Notemos que (KKT) es equivalente a pedir —V f(X) € A. Si esto no fuese cierto y dado que E es
reflexivo (pues E es un espacio de Hilbert), tendriamos por Teorema de Hahn-Banach Geométrico
(Lema 2.1) que existe d € E\ {0} tal que

q
Ju € RE, A € RY tales que v = Z wiVgi(x)+ Z lehj(f)} )
i€l(x) J=1

q
i (Vgi(%),d)+ Y Aj(Vhj(%),d) < —(Vf(%),d), Yu €RY, A €RY. (6.2)
1 j=1

M=

En particular, para cualquier i € I(X), si e; denota al i-ésimo vector canénico de R”, tomando
p = ke; con k € N\ {0} y A =0, tenemos que

(Veil®),d) < Z-{VF(@.d),  hEN\ {0},

Luego haciendo k — oo, podemos concluir que (Vg;(X),d) < 0 para todo i € I(x). Por otro lado,
tomando 4 =0y A = (%£,0,...,0) con k € N\ {0} llegamos a

1 —1
L(VS(R)d) < (Vhi(2),d) < L (Vf(0).d), ke N\ {0}
Haciendo k — +oo0, vemos que (Vh;(%),d) = 0. Usando el mismo razonamiento para los otros indices

llegamos a que (V/;(%),d) = 0 para todo j € {1,...,q}. Luego por (6.1) tenemos que (Vf(X),d) >0,
pero esto contradice (6.2) al tomar 4 =0y A = 0. Por lo tanto, —V f(x) € A y (KKT) se verifica. []
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Notemos que (KKT) se puede interpretar en términos de los puntos criticos del Lagrangiano del
problema. En efecto, (KKT) es equivalente a pedir que ¥ sea punto critico de la funcién x — L(x,u, 1),
para algin u € RY y A € R? apropiados. La heuristica que hay detrds es que si X es un minimo local
del problema de programaciéon matemadtica (Ppyp), entonces es un minimo local del problema sin
restricciones

Minimizar L(x,u,A) sobre todos los x € E.

Esta interpretacion no es del todo rigurosa, pero da una buena intuicién de lo que sucede. Asi mismo,
la heuristica descrita mds arriba nos dice que para poder clasificar puntos criticos del Lagrangiano
necesitamos, al igual que en el caso de optimizacidn sin restricciones, estudiar condiciones de segundo
orden que consideren segundas derivadas del Lagrangiano.

Condiciones de Segundo Orden

Dado que necesitamos derivadas de segundo orden, en lo que sigue de la seccién asumiremos un
poco mds de regularidad sobre las funciones involucradas en el problema de programacién matematica.
En particular pediremos que las funciones sean dos veces continuamente Fréchet diferenciables.

Recuerdo: Funciones dos veces continuamente diferenciables

Una funcién f : E — RU {+eo} definida en un espacio vectorial normado (E, || - ||) se dice dos
veces continuamente diferenciable en x € int(dom(f)) si es dos veces Fréchet diferenciable
en x (en particular, continuamente diferenciable) y D f(x) : E — E* x E* es continuo en una
vecindad de x, es decir,

Ve>0,3r>0talqueVy e E |x—y||<r =  sup |D*f(x)(h,k)—D*f(y)(h,k)| <e.
hkeBg

En el caso E = R", esto se reduce simplemente a que las segundas derivadas parciales de f sean
todas funciones continuas en una vecindad de x.

Antes de presentar las condiciones de optimalidad de segundo orden, necesitamos introducir una
nueva nocién de cono tangente, que es similar al cono linealizante, pero que considera solo direcciones
en las que f no puede crecer.

Definicion 6.2.4 Seangi,...,g, : E— Ry hi,...,h; : E — R funciones Géteaux diferenciable y
sea
S={xe€E|gx)<0,i=1,...,p, hj(x)=0, j=1,....q}.

Definimos el cono de direcciones criticas a'S en x € S como el conjunto
Ks(x) := {d e Ts(x) | VIx) d < o} .

Con esta nueva herramienta podemos ahora presentar un criterio necesario de segundo orden para
que un punto sea un minimo local del problema de programacién matemética (Ppy).

El siguiente resultado lo demostraremos bajo la condicién de calificacion (ILGA). El resultado
sigue siendo cierto si se asume (MF), sin embargo la demostracion requiere herramientas de
programacién lineal y dualidad que no hemos estudiado en el curso.
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Teorema 6.2.6 — Condicién Necesaria de Segundo Orden. Sea (E,- ") un espacio de Hilbert.
Sea f : E — RU {+4co} una funcion propia. Sean g1,...,8, : E—= Ry hy,...,h; : E— R funciones
dos veces continuamente diferenciables. Sea X € E un minimo local del problema de programacién
matematica (Pppr). Supongamos que x satisface (ILGA) y que f es dos veces continuamente diferen-
ciable en una vecindad de X. Entonces, existen U,...,1, > 0y Ay,...,4, € R tales que (KKT) se
satisface y que ademads

D{L(% 1, A)(d,d) >0, Vd € Ks(%). (CNSO)

Demostracion. Dividamos la demostracién en partes.
1. Supongamos que X es minimo local que satisface (ILGA) y sea d € Kg(x). Como X satisface
(MF) (por la Proposicion 6.2.4), gracias al Teorema 6.2.3 se tiene Tg(¥) = Lg(X), de donde

Vei(x)'d <0, Viel(®), VhiF)'d=0, Yje{l,....q}. Vf(& ' d<0.

Dado que x es minimo local, de Teorerna 6.1.1 se deduce Vf(x )Td 0.

2. Definamos I;(x) = {i € I(x) | Vgi(x)'d =0} y Ny = |I;(¥)|. Sin perdida de generalidad asuma-
mos que N; > 0y que I;(¥) = {1,...,N;}. Sea ®: R x RM x R4 — RM x RY el campo vectorial
cuya componentes son

k=1

D;(t, 1) —gt<x+td+z.ukv<?k +Z/th )>, vie{l,...,N;}

k=1

D(t,u,A) = J<x—|—td—|-Z‘LLngk —i—ZMVhp ), Vie{l,...,q}.

Se tiene ®(0,0,0) =0y V(WL)(D(O,O), la matriz Jacobiana de @ con respecto a las variables
y A estd dada por

Ve (®)' Vgl( ) ... Va®' VgN,( ) Va® Vii(x) ... Vei(®) Vh(®)
VgN,(f)TVgl(f) VgN,() VgN,(f) VgN,() Vhi(x) ... VgN,(f)'Tth(f)
Vii(%)'Vegi(®) ... V() Vey,(®) Vi(E) VAR ... V() Vhy(%)
th()f):rVgl()Z) th(x)T‘VgN,(x) th(xﬁVhl(;z) th(;zﬁth(x)

Notemos que la matriz V ;L)'ZI)(O, 0) es invertible. En efecto, para todo u € RM y v € RY se tiene

que si V, 3)®(0,0)(u,v) = 0 entonces

2

0= (u,v) "V, 2)9(0, Vgi(X)+ Z v;iVh;(%)
Jj=

Gracias a (ILGA) deducimos que (u,v) = (0,0). Luego, ocupando el Teorema de la Funcién
Implicita y dado que & es dos veces continuamente diferenciable, existe € > 0 y funciones
w: (—e,e) = RMyA: (—¢,€) — RY también dos veces continuamente diferenciables tales que
D(r,u(t),A(t)) =0 paratodot € (—¢€,€), con (1(0),A(0)) = (0,0).
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3. Definiendo la trayectoria x : (—¢€, &) — E via la formula

X() —x—i—td—i—Zuk ng +ZA@ th()
k=1 /=1

se tiene x(0) = £y £(0) = d +Y0L, 1 (0)Vegr (%) + X9_, A(0)Viy(%). Ademds,

.
°:%¢i<~,u<->,z<~>><o> V) d+ Y i(0)Vauls +ZM JVhi(%) Vai(3)
k=1

.
°=%¢j<~,u<->,u->><o>=th<ffd+2uk< Vai(® +ZM JVhe() Vh,(3)
k=1

paratodoi€ {1,...,N;}y j€{l,...,q}y sesatisface Vg;(¥ X)'d=Vh; i(x t)'d = 0. Entonces, mul-
tiplicando la primera ecuacién por [1;(0), la segunda por A;(0) y, sumando sobre i € {1,...,N/}
y j€{l,...,q}, se obtiene

2
ng + Z lg th

)

que junto con (ILGA) implican ;(0) = A;(0) = 0 para todo i € I;(%) y j € {1,...,q}. En
consecuencia, deducimos que x(0) = d.

4. Probemos ahora que x(7) es factible para todo r > 0 en una vecindad de ¢ = 0. En efecto, notemos
que

0=, (1), A1) = (81(x(1)), - &n (x(1)); n (x(1)) -, g (x(2))).

Si i ¢ I(x), entonces por continuidad de t — g;(x(¢)), para t € R suficientemente pequefio
tendriamos que g;(x(¢)) < 0. Por otra parte si i € I(X) \ I;(¥) se tiene

gi(x(1)) = gi(%) + Vgi(¥) 'di +o(t) = Vgi(x) " di +o(r),

y como Vgi(i)Td < 0 se deduce que para ¢ > 0 suficientemente pequefio se tiene g;(x(¢)) <0y
se tiene la factibilidad de x(¢) para ¢ > 0 en una vecindad de t = 0.

5. Como x(t) es factible parat > 0y dos veces continuamente diferenciable, la expansién de Taylor
de segundo orden de ¢ — f(x(¢)) en torno at = 0 implica que para ¢ > 0 suficientemente pequefio

F0) < Fxl0)) = 1)+ V) di+ 5 (D F(0)(dod) + V1) 40)) £+ o),

y como V£ (%) d = 0, dividiendo por 2 y pasando al limite, se deduce
0 < D*f(¥)(d,d)+ V(%) £(0). (6.3)

De manera similar, parai € {1,...,N;}y j € {l,...,q}, dado que las funciones 7 — g;(x(¢)) y
t — hj(x(¢)) son dos veces diferenciables y nulas en el intervalo (—¢, €), estas satisfacen

0= D?g;(%)(d,d)+ Vgi(x) ' %(0), Vie{l,...,N;} (6.4)
0= D?h;(%)(d,d)+ Vh;(x) £(0), Vje{l,...,q}. (6.5)
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6. Sean i,..., [, >0y Ai,...,A; € R multiplicadores asociados a ¥ tales que (KKT) se satisface.
En particular, tenemos que

q
Vi@ d+ Y wVa@®'d+ Y wVgi® d+ ) AVhi(x)d=0.
i€l(®)\Iy (%) i€ly (%) j=1

En consecuencia }ic/(x)\1,(x) ung,-()E)Td = ( pues todos los otros términos del lado izquierdo

son cero. Ahora bien, dado que Vg;(%)'d < 0y p; > 0 para todo i € I(¥) \ I;(¥), concluimos que
W; = 0 cualquiera sea i € I(x) \ I;(x). Finalmente, multiplicando (6.4) por el correspondiente L;,
(6.5) por el respectivo A; y sumando deducimos el resultado.

0

Abhora revisaremos una condicién suficiente para que un punto que verifica las condiciones de
(KKT) sea efectivamente un minimo local del problema. Al igual que en el caso convexo, la curvatura
de la funcién sobre el conjunto de restricciones jugard un rol importante. En este caso, esta curvatura se
medird a través de la segunda derivada del Lagrangiano.

Es importante destacar que en el siguiente resultado ninguna condicién de calificacidn es requerida.
Sin embargo, el precio a pagar es que el espacio debe ser de dimension finita. Existen condiciones
suficiente de segundo orden en espacios de dimensién infinita, pero requieren utilizar otras
nociones de cono de direcciones criticas.

Teorema 6.2.7 — Condicién Suficiente de Segundo Orden. Sea (E,- ') un espacio de Hilbert
de dimension finita. Sea f : E — RU{+oo} una funcién propia dos veces continuamente diferenciable
en una vecindad de X € int(dom(f)). Sean gi,...,8, : E— Ry hy,...,h; : E — R funciones dos
veces continuamente diferenciables. Asumamos que

XGS:{x€E| gi(x)<0,i=1,...,p, hj(x)zo,jzl,...,q}

y que para cada d € Kg(%) \ {0} existen uy,...,1, >0y Aq,..., A, € R tales que (KKT) se satisface
y que ademas

D2 L(%,u,7)(d,d) > 0. (CSSO)

Entonces ¥ es un minimo local estricto del problema de programacién matemética (Ppy).

Demostracion. Supongamos por contradiccién que X no es un minimo local estricto de (Ppy) y, por
lo tanto, existe una sucesion {x;} en S que converge a ¥ tal que f(x;) < f(X). Sea dy = m(xk —X).
Pasando a una subsucesion si es necesario, tenemos que dy — d € E con ||d|| = 1 y mds atin, con esto
vemos que d € Tg(x) C Lg(X). Por otra parte,

0> fx) — f(&) = VFE) "xe — %+ o(||x — &),

de donde V£ (x)"d <0y porlo tanto d € Ks (%) \ {0}. Sea (u,A) € R’ x R tales que (KKT) y (CSSO)
se satisfacen para d. De (KKT) se obtiene

Lixe, 1, A) = ) < f(8) = L(%, 1, 1),
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Por otras parte, dado que V,L(%, 1, A) = 0, de la expansion de Taylor de orden 2 de x — L(x,u,A) en
torno a x se deduce

1
0> L(xg, 1, A) —L(x,u,A) = EDixL(i,u,l)(xk — %, x, — %) +o(|Jxx — &%)

y dividiendo por ||x; — %||* y pasando al limite concluimos D2 L(%, it,)(d,d) < 0, lo que nos lleva a
una contradiccién y por lo tanto X debe ser un minimo local estricto. 0

Métodos de Penalizacién

Ahora presentaremos algunos métodos iterativos utilizados para encontrar (o mds bien aproximar)
minimos locales del problema de programacién matemética. Presentaremos dos tipos de métodos,
ambos basados en la idea de penalizar las restricciones y estudiar un problema auxiliar de optimizacién
sin restricciones. El primer método que veremos es un método de penalizacién exterior, en el sentido
que las iteraciones que generan pueden no verificar la restriccion del problema original. En cambio
el segundo método que veremos fuerza a que las iteraciones estén en el interior del conjunto de
restricciones de desigualdad.

Lagrangiano Aumentado

Recordemos que el Lagrangiano (o funcién Lagrangiana) asociado al problema de programacién
matemadtica (Ppy) es la funcion L : E x R? x R? — RU {+eo} dada por

p q
L(X,[.L,A) = f(x) + Z.uigi(x) + Z A‘jhj(x)a Vx€E, ue R?, A €RY
i=1 =1

Una propiedad interesante del Lagrangiano es que, en el caso convexo (ver Teorema 4.2.3), si X es
una solucién del problema de programaciéon matemadtica, entonces es también un minimo (global
e irrestricto) de la funcién x — L(x,u,A) con (u,A) € R? x R? siendo multiplicadores asociados
a x. Esto sugiere que en el caso convexo, que si conociésemos los multiplicadores, minimizar sin
restricciones la funcién x — L(x, i, A) seria equivalente a resolver el problema de programacion
matemadtica. Desafortunadamente, fuera del caso convexo esto no es cierto y un minimo local del
problema de programacién matemadtica no es necesariamente un minimo local del Lagrangiano.

m Ejemplo 6.3.1 Considere el problema

1
Minimizar 1 —x — §x3 sobre los x € R tales que x < 0.

No es dificil ver que ¥ = 0 es el minimo (global) del problema. Ademds, imponiendo las condiciones
de (KKT) se tiene que el multiplicador asociado a la restriccién es tt = 1. Sin embargo, la funcién

1
x»—>L(x,1):1—§x3

es no acotada y ¥ = 0 es s6lo un punto critico de x — L(x, 1) pero no es un minimo local. "

Para evitar la clase de problemas descritos con el ejemplo anterior se introduce una funcién llamada
Lagrangiano aumentado del problema de programacién matematica. En adelante, para simplificar la
exposicion, nos enfocaremos en el caso de restricciones de igualdad, es decir, en el problema

Minimizar f(x) sobre los x € E tales que ;(x) =0, j € {1,...,q}. (Py)
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Para el caso con restricciones de desigualdad usualmente se agrega una variable adicional (llamada
holgura) y se considera el problema de optimizacién equivalente:

Minimizar f(x) sobre (x,y) € E xR tales que g;(x)+y? =0, i€ {1,...,p}, hj(x) =0, j{1,...,q}.

Dado r > 0, el Lagrangiano aumentado del problema (Py) es la funcién L, : E x R — RU {+} dada
por

q q
Lo(x,A) = flx) + _lejhj(x) +§ Zl;g(x), VxcE, A € RY.
Jj= j=

m Ejemplo 6.3.2 Notemos que en el Ejemplo 6.3.1 el Lagrangiano aumentado (transformado la
restriccion de desigualdad por igualdad agregando la variable de holgura) es

r
2

Imponiendo las condiciones de (KKT) se tiene que el multiplicador asociado a la restriccibnes A = 1y
que necesariamente ¥ = (. Por lo tanto

Loy A) = 1—x— 3 + A ?) + 2 ()

1
Lr(x,y,l):1—§x3+y2+%(x+y2)2, Vx,y € R.

No es dificil ver, usando (CSSO) para problemas irrestrictos, que (¥,y) = (0,0) es efectivamente un
minimo local (estricto) de (x,y) — L,(x,y,1) pues la matriz Hessiana en (%,y) = (0,0) es la matriz
diagonal cuyas entradas son ry 2. "

La caracteristica descrita en el ejemplo anterior es justamente la principal motivacion de introducir
el Lagrangiano aumentado.

Teorema 6.3.3 Sea (E,- ') un espacio de Hilbert de dimensién finita. Sea f : E — RU {40} una
funcién propia dos veces continuamente diferenciable en una vecindad de x € int(dom(f)). Sean
hy,...,hy : E— R funciones dos veces continuamente diferenciables. Asumamos que X es un minimo
local de (Py), tal que (KKT) se cumple para algiin A € R? y tal que

DX L(%,1)(d,d) >0,  VdeE\{0} tal que Vh;(x)'d=0,Yj=1,...,q.

Entonces existe ry € R tal que para todo r > rp tenemos que X es un minimo local estricto del
Lagrangiano aumentado L, (-,A) del problema de programacién matemética (Py).

Demostracion. Notemos que como /(X) = 0 para todo j € {1,...,q}, se tiene

VL, (X%,A) =V f(x)+ i AiVhi(X)+r i h;j(x)Vh;j(x) = VL(x,A) =0,
j=1 j=1

por lo que basta demostrar, por CSSO en el caso irrestricto, que existe r suficientemente grande tal que
el operador bilineal

D? L.(%,A) = D*f(%) + f A;D*h;(%) +r zq: Vh;(®)Vh;(E)" +r f h;(%)D*h;(%)
j=1 j=1 j=1
=D} L(XA)+r i Vh;(%)Vh;(x)"
j=1
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es definido positivo. Por contradiccidn, supongamos que existe una sucesion ry — oo y dj, € E tales que

q
2Ly (%, 1) (dy, di) = DAL(EA) (di,di) + 1 Y [VR;(R) T di* < 0. (6.6)
j=1

Dividiendo (6.6) por ||di|?, podemos asumir que ||di| = 1 en la desigualdad anterior y, tomando una
subsucesion si fuese necesario, podemos asumir que d;, — d # 0. Por otra parte, si dividimos (6.6) por
7 y usamos que D2 L(%,A)(dy,d;) es acotada, pasando al limite se obtiene V#i; (x¥)"d = 0 para todo
j€{1,...,q}. Finalmente, como (6.6) implica que ' L(X,1)(dy,dy) <0 para todo k € N, llegamos a
una contradiccién pues hemos demostrado que D (x A)(d,d) <0,con|d|=1. O

Esquema Algoritmico

La nocién de Lagrangiano aumentado puede ser usado para construir algoritmo. Dado que a priori
uno no tiene informacién sobre el multiplicador asociado a un minimo local, la bisqueda que debe
realizar un algoritmo basado en el Lagrangiano aumentado debe actualizar tanto la variable x como la
variable del multiplicador A. Notemos que si A € R? y r > 0 fuesen dados, y X € E fuese un minimo
local del Lagrangiano aumentado entonces tendriamos que

P
V.L,(% A Z (Aj+rh;(%)) Vh;(x) = 0.

Luego, para que X tenga opciones de ser un minimo local de (Py) deberia verificar
hj()?):() y )Lj—i—l”hj()?):)tj, \V/jE{l,...,q}.

El siguiente método iterativo, que presentamos sélo a modo de informaciodn, sin discusién sobre su
convergencia, utiliza las ideas descritas mds arriba. Cabe mencionar que este algoritmo se espera
que converja tomando en cada iteracién r mas grande, de forma de forzar que A converja a algin
multiplicador que verifique (KKT).

METODO DE LOS MULTIPLICADORES

Tomar A € Ry r> 0.

Calcular x € argming(L,(-,A)).

Si x satisface /1;(x) ~ 0 para todo j € {1,...,q} parar.

Definir ; = A+ rh;(X) paracada j € {1,...,q}.

Actualizar A = B y r > 0 (de ser necesario), y volver al paso 2.

sl e

Barrera Logaritmica

Notemos que el método del Lagrangiano Aumentado permite generar una secuencia de puntos
que no satisfacen las restricciones. En este sentido, el algoritmo se considera ser un método de punto
exterior. Ahora veremos un método que fuerza a las iteraciones a estar en el interior del conjunto de
restricciones de desigualdad penalizando el acercarse a la frontera. Esta clase de algoritmos se conoce
como método de punto interior. Por simplicidad nos enfocaremos en el caso con sélo restricciones de
desigualdad, es decir,

Mininimzar f(x) sobre los x € E tales que g;(x) <0, i€ {1,...,p} (Pp)
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Para estudiar minimos locales del problema (Pp) se propone estudiar, para € > 0 dado, los minimos
locales de la aproximacion de barrera logaritmica fz : E — RU {+occ} definida por

—sflog(—gi(x)) gi(x) <0, Vie{l,...,p}, .

f
fer x> i=1
o0 si no,

La idea del método consiste encontrar un minimo de f, denotado por lo general por x(€) y luego
estudiar el comportamiento de € — x(¢€) hacia algiin minimo local de (Pp) cuando € — 0. Notar que,
por la forma de la aproximacion de barrera logaritmica, tenemos que

gi(x(g)) <0, Vie{l,...,p}, Ve > 0.

Mais atn, usando la (CNPO) sobre f; se tiene que

Vfe(x(e)) = )+ Z pile) Vai(x()) = 0, donde p(e) := — (xg(g)) >0.  (KKT)

En este caso los ;(€) juegan el rol de multiplicadores aproximados y en consecuencia se espera
que el limite de y;(€) cuando € — 0 sea un multiplicador asociado a un minimo local de (Pp).

Proposicién 6.3.4 Sea (E,-'-) un espacio de Hilbert de dimension finita. Sea f : E — R una funcién
continua. Sean gi,...,g, : E — R funciones continua. Asumamos que

S={xcE]| g(x)<0,ie{l,...,p}}

es acotado y su interior es denso en S. Entonces, para todo € > 0 existe x(&) € arg ming( f¢ ). Mds ain,
todo punto de acumulacién de {x(€) : € > 0} es solucién de (Pp), esto es, toda sucesion convergente
de la forma {x(&)} converge a un minimo del problema (Pp), donde & — 0™ cuando k — 0.

Demostracion. Dividamos la demostracién en dos partes. Primero veamos la existencia de un minimo
y luego estudiemos la convergencia de la trayectoria.
1. Por composicion de funciones, no es dificil ver que f; es continua en

int(S)={x€E| gi(x) <0,ie{l,...,p}}.

Notemos también que fz = +o0 si x ¢ S. Mds atin, para cualquier sucesion {x;} C int(S) se tiene
que si g;(xx) — O para algini € {1,..., p} entonces f¢(x;) — +oo. Por lo tanto, tenemos que f¢
es semicontinua inferior. Por otro lado, f es propia pues int(S) # 0. Finalmente, para determinar
la existencia a través del Teorema de Wierestrass-Hilbert-Tonelli (Teorema 1.5.1) nos bastara
ver que los conjuntos de subnivel de fe son acotados. Pero esto es una consecuencia directa del
hecho que dom(f¢) C int(S) y del hecho que S es acotado. Luego la existencia de x(&) para
cualquier € > 0 estd garantizada.

2. Estudiemos ahora los puntos de acumulacién de la trayectoria € — x(&) cuando € — 0. Sea
{&} € (0,4c0) tal que & — 0 cuando k — +co. Supongamos que x; := x(&) converge a un
cierto ¥ € R". Dado que x; € int(S) y S es cerrado, tenemos que X € S. Ahora bien, para cualquier
k € N, por definicién de x; tenemos

fo () = Flo) — & Y log(—gi() < F() — & Y log(~gi(x)),  Vacint(S).  (67)

i=1 i=1
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Por otro lado, para cada i € I(X), y por continuidad de g;, tenemos que g;(x;) > —1 para todo
k € N suficientemente grande. En consecuencia, dado que /(%) es finito, Jko € N tal que

log(—gi(xx)) <0 Viel(x), Vk > ko.

Notemos también que si i ¢ I(X), entonces la sucesion {log(—g;(xx))} permanece acotada y por
lo tanto

&log(—gi(xx)) =0  sik— +oo.

Finalmente, de (6.7) obtenemos que para k € N suficientemente grande

flxk) — & Z log(—gi(xx)) < f(x)— skzpllog(—gi(x)), Vk € N, Vx € int(S).
i¢I(x) i=1

Luego, pasando al limite vemos que f(X) < f(x) para todo x € int(S). Finalmente, dado que
X € Sy int(S) es denso en S, usando la continuidad de f concluimos que ¥ € sol (Pp).
O

El hecho que int(S) sea denso en S es importante, pues de no ser asi la convergencia a un minimo
del problema (Pp) no puede ser asegurada.

El resultado anterior muestra que la trayectoria € — x(€) se acumula en torno al conjunto de
minimos de fe cuando € — 0". Es importante destacar que en el resultado anterior, la existencia y
convergencia de la trayectoria € — x(&) estd fuertemente ligada a que el conjunto factible es compacto.
Ahora veremos un resultado un poco mds general que no requiere esas hipdtesis y que muestra la
convergencia a un minimo local estricto de (Pp). El resultado también provee la convergencia de los
multiplicadores aproximados asociados a la trayectoria.

Teorema 6.3.5 Sea (E,-"-) un espacio de Hilbert de dimensi6n finita. Sea f : E — RU {+oo}
una funcién propia dos veces continuamente diferenciable en una vecindad de % € int(dom(f)).
Sean g1,...,g, : E — R funciones dos veces continuamente diferenciables tal que la condicion de
calificacion (ILGA) se verifica en ¥. Asumamos que X es un minimo local de (Pp) que verifica (KKT)
para algin fi € R? con complementaridad estricta, es decir, fl; > 0 para todo i € I(x), ademds de la
condicién suficiente de segundo orden

D2 L(x,i)(d,d) >0, VdeE\{0}tal que Vg;(x)'d =0, Vi € I(x).

Entonces existe una tnica trayectoria € — (x(€), i(€)) continuamente diferenciable en una vecindad
de € = 0 que verifica (KKT,) tal que x(0) =%y u(0) = ji. Mds atin, para cada € > 0 suficientemente
pequefio se tiene que x(€&) es un minimo local estricto de fe.

Demostracion. Para simplificar la notacién, consideremos el caso E = R”. El caso E general se obtiene
de usar la isometria canénica entre R” y un espacio de Hilbert de dimensién finita.
Dadoi € {1,...,p}, definamos las funciones F; : R x R" x R” — R” definidas por

Fi(e,x,1) = l;gi(x) + &, V(e,x,u) e RxR" xRP.
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Consideremos ademds los campos vectoriales F : R x R* x R? — R" y G : R” x R? — R" dados por

m
F(e,x,u)=(Fi(&g,x,1h),....Fp(e,x,10)) y G(x,u) =V f(x) —i—Z wiVgi(x), V(e,x,u) eRxR"xRP.
i=1
Por construccién, ambos campos vectoriales son continuamente diferenciables. Dado que ¥ es un
minimo local de (Pp) que verifica (KKT) para algtn fi € R?, tenemos que (0, %, fi) es solucién de la
ecuacion
CD(S X »u) =0, donde CD(S X .u) = (F(vanu)vG(xuu))'
Luego, la existencia de una tdnica trayectoria € — (x(€),(€)) continuamente diferenciable en una
vecindad de € = 0 que verifica (KKT,) tal que x(0) =Xy u(0) = i es una consecuencia del Teorema
de la Funcién Implicita. En efecto, notemos que

| ViF(g,x,u) VuF(g,x,u)

n P
Vi P(€,x, 1) = V.Glx.11) V,Glx 1) V(e,x,u) e RxR" x RP.

Sigue que
Vg (f)Td +Vig1 ()f)

Vi ®O0.50)(d,v) = | @,Ve,(®)T d+v,,g,,( 5 |, Vdv)eR xR
V2 L(%, i d+Zv,Vgl

i=1
En particular, si V(, ,y®(0,%, ft)(d, v) = 0 para ciertos (d, v) € R"” x R?, por complementaridad estricta,
para cada i € I(X) tenemos que Vg;(¥)'d = 0y v; = 0 para cada i ¢ I(X). Notemos ademds que si d # 0,
entonces multiplicando por d la dltima ecuacién tendriamos que
0=d Vi L(Ep)d+ Y viVgi(¥)'d=d Vi L(% f)d.
i€l(%)

Sin embargo esto contradice la condicidn suficiente de segundo orden del enunciado. Por lo tanto d = 0.
Esto a su vez implica que

p
0=VeL(Ep)d+Y vivei(®) = Y vVe(x
i=1 i€l(x)

Luego, por (ILGA) tenemos que v; = 0 para cada i € I(X), y en consecuencia v = 0 y por lo tanto
la matriz V(, ,,y®(0, %, ft) es invertible. Gracias al Teorema de la Funcién Implicita, existe una tGnica
trayectoria € — (x(€), 1(€)) continuamente diferenciable en una vecindad de € = 0 que verifica (KKT¢)
tal que x(0) =xy u(0) = fi.

Resta ver que x(&) es un minimo local estricto de f;. Para esto bastard estudiar la segunda derivada
de la funcién f¢ y luego aplicar la (CSSO). Notemos que

V2 fe(x) = V2 f(x) + Z ( Ve Vai(x)" -

g,-fx) VZgi(x)) . Vxedom(fe).

Por lo tanto, evaluando en x = x(&) tenemos

V2 fe(x(e)) = VAL Z“’ x(£))Vei(x(e)) .

Sead € R"\ {0}. Separemos el resto de la demostracién en dos casos:
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1. Supongamos Vg;(¥) "d = 0 para cualquier i € /(). Usando la condicién suficiente de segundo
orden tenemos que
d"V2 L(% @t)d > 0.

Por lo tanto, por continuidad, para € > 0 suficientemente pequefio tendremos
d"V2L(x(), u(€))d > 0.

Sigue que

pi(e)? (Vgi(x(e))Td)? >d V2 L(x(g), u(€))d >0

4TV f(x(e))d =d VA L(x(e) u(e))d+ Y

M-~

i=1
2. Supongamos ahora que Vg;(X) "d # 0 para algin i € I(¥). No es dificil ver que
2

pi(e)
¢

(Vi(x(e)) "d)*.

-

d" V2 fe(x(€))d > d "V L(x(), u(€))d +

]

Por otro lado, cuando € — O tenemos que
V)%XL(X(S),‘LL(E)) - VJQCXL(XML_L)? Vgi(x(S))Td — Vg,'()f)—rd 7'é 0 y ‘LLi(S) — .ai > 0.

En particular tenemos que d ' V2 fe(x(€))d — +o0 si € — 0. Por lo tanto, d ' V2 fe(x(€))d > 0
para € > 0 suficientemente pequefio.
Finalmente, dado que d ' V2 f¢(x)d > 0 para cualquier d € R"\ {0} y € > 0 pequefio, por Teorema
5.3.1, tenemos que x(€) es un minimo local estricto de f; para € > 0 suficientemente pequefio. O

Esquema Algoritmico

Al igual que en la parte anterior describiremos el esquema general que tiene un algoritmo basado en
la aproximacion de barrera logaritmica. La idea esencial del método es que en cada iteracion se resuelve
un sub problema de optimizacion sin restricciones para luego actualizar el pardmetro de penalizacién.
La convergencia del método estard entonces dada por el hecho que € — x(€) converge a un minimo
local del problema original si € — 0.

METODO DE PENALIZACION

Tomar € >0, 7€ (0,1) y xo € E.

Calcular x € argming(fz).

Si ||x — x| ~ O parar.

Actualizar xo = x, € < €7, y volver al paso 2.

e




138 Capitulo 6. Optimizacion restricta

6.4 Ejercicios

1. CARACTERIZACIONES DEL CONO TANGENTE
Sea S C R" un conjunto dado. Demuestre que

limin
t—0t

¢ dist(x —ti— td,S) <

Ts(x):{dER” 0}, Vx eS.

2. CONO NORMAL Y CONO TANGENTE
Sea (E, || - ||) un espacio de Banach reflexivo y S C E convexo no vacio. Demuestre que

neNs(x) <= n'd<0, VdeTs(x),

3. CONDICION SUFICIENTE DE PRIMER ORDER
Sea f: R" — R una funcién continua y Géteaux diferenciable en una vecindad de ¥ € S. Supon-

gamos que
Vf(x)'d>0, VdeTg(x)\{0}.

Pruebe que X es un minimo local estricto del problema general de Optimizacién No Lineal (P).
4. MULTIPLICADORES DE KKT
SeaxeS:={xeR":gi(x) <0,i=1,....,m, hj(x) =0,j=1,...,p} tal que las funciones g; y
hj son diferenciablesen x, Vi=1,....m, Vj=1,...,p. ¥ €S
a) Demostrar que X satisface la calificacién de restricciones de Mangasarian-Fromovitz (MF)
SSi:

p
ZA«J'V]’LJ'()?)—I— Z /,L,'Vgi()?)zo conl; >0 — Aj:,LL,':O, ijl,..,p,iélo(f).
=1

i€ly(x)

b) Para el problema min{ f(x) : x € C}, supongamos que el conjunto A(X) de multiplicadores
de Lagrange asociados a ¥ es no vacio. Pruebe & satisface (MF) ssi el conjunto A(X) es
acotado.
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