HE%

UNIVERSIDAD TECNICA
FEDERICO SANTA MARIA

Departamento de Matematica

Inclusiones
Diferenciales

Cristopher Hermosilla



Copyright © 2023 Cristopher Hermosilla
Departamento de Matematica

Universidad Técnica Federico Santa Marfa
Valparaiso - Chile

http://chermosilla.mat.utfsm.cl
Version agosto 2023

Para la confeccion de este texto, se ha utilizado como base el template I&TEX desarrollado por Mathias
Legrand, disponibleen http://www.latextemplates.com/template/the-legrand-orange-book.


http://chermosilla.mat.utfsm.cl
http://www.latextemplates.com/template/the-legrand-orange-book

Indice general

| Multifunciones
1 Preliminares . .. ... 3
1.1 Multifunciones 3
2 Nocionesde Continuidad . ................... . i 5
2.1 Semicontinuidad inferior 5
2.2 Semicontinuidad superior 8
22.1 Teorema de puntofijode Kakutani . ....... ... ... ... . 10
2.3 Continuidad 12
24 Topologia de Hausdorff 12

Il Inclusiones diferenciales
3 Existencia via teoria clasicade EDOs . ............... ... .. .. ... ... 19
3.1 Dindmicas Lipschitz continuas 20
3.2 Dindmicas continuas 24

3.3 Dindmicas semicontinuas inferiores 26



4.1

4.2

421
4.2.2

5.1

6.1

6.2

6.2.1
6.2.2

7.1
7.2
7.3

8.1

8.2
8.2.1

8.3
8.3.1

8.4
8.5

9.1
9.2

10
10.1
10.2

Existenciaviacompacidad .......... ... ... ... ... .. ... ...

Dindmicas semicontinuas superiores
Dindmicas mediblemente semicontinuas superior

Multifunciones medibles . ... .. . . e
Teorema de Castaing . ... ..o

Existencia via Completitud ......... .. ... ... .. .. ... .. .. ... ...

Dindmicas mediblemente Lipschitz continuas

Propiedades cudalitativas . .............. ... ... ... .. ... .. ...

Lema de Gronwall
Conjuntos solucién y de puntos accesibles

Caso dindmica mediblemente s.c.s. ... .. .
Caso dindmica mediblemente Lipschitzcontinua . ....................

Aplicaciones en Optimizaciéon Continua

Problemas de Control Optimo .. ..............................

Inclusiones Diferenciales y control éptimo
Problema de Mayer
Problema de Bolza

Sistemas Hamiltonianos . .. . ... .. ... .. .. ... ... ..

Funciones concavas-convexas
Sistemas Hamiltonianos generalizados

Motivacion: Relacion con Calculo de Variaciones . . v v oo v v e v v v v

El subdiferencial de un Hamiltoniano

Recuerdo de ANAIliSIS CONVEXO . o . v v o i e e e e e e e

Existencia y propiedades cudalitativas
Principio del Maximo de Pontryagin

Viabilidad e invarianza . ........ ... ... ...

Condiciones suficientes
Condiciones necesarias

Monotonia a lo largo de trayectorias .........................

Definiciones badsicas
Condiciones necesarias y suficientes

31

37
38
40

45
45

55
55

56

57
58

65
65
66
67

71
71

72
72

72
73

74
74

77
77
83

85
85
86



11  Ecuacién de Hamilton-Jacobi-Bellman ........................... 87

11.1  Lafuncién valor 87
11.1.1 Propiedadesde laFuncidn Valor . ........ .. . . 88

11.2 Desigualdades de Hamilton-Jacobi-Bellman 88






Preliminares .............

Multifunciones

Nociones de Continuidad
Semicontinuidad inferior
Semicontinuidad superior
Continuidad

Topologia de Hausdorff






1.1

1. Preliminares

El objetivo de este curso es estudiar un objeto llamado inclusion diferencial, el cual en palabras
simples, corresponderd a una generalizacion de una ecuacidn diferencial ordinaria (EDO):

X(t):f(t,x(y)), Z‘E(a,b).

En este tipo de problemas, la derivada de la funcién estd puntualmente determinada de forma tnica por
el campo vectorial f : (a,b) x R" — R". El problema que nos interesa estudiar en este curso es el caso
en que la derivada de la funcién puede tener mas de una opcién para ser determinada puntualmente. En
otras palabras, una inclusion diferencial serd un modelo matematico descrito de la siguiente forma:

x(t) € F(t,x(y)), t € (a,b).

Aqui para cada (t,x) € (a,b) x R" fijo, F(z,x) es un subconjunto de R”". No es dificil ver que esta clase
de problemas generaliza a las EDOs en el sentido que si tomaramos F (¢,x) = { f(¢,x)}, la inclusién
diferencial se transforma en una EDO.

Un concepto fundamental que necesitamos introducir para entender las llamadas inclusiones
diferenciales es el de una multifuncion, el cual jugard en inclusiones diferenciales el mismo rol que
juegan los campos vectoriales en EDOs.

Multifunciones

Una multifuncién & entre dos conjuntos no vacios E y F, es una relacién que a cada x € E le asocia
un subconjunto ®(x) C F. En otras palabras, es una funcién entre E y Z(F), donde & (F) denota
al conjunto potencia de F. Usaremos la notacién @ : E =2 F para distinguir una multifuncién de una
funcién usual. El dominio efectivo de una multifuncién @ : E = F es el conjunto

dom(®) :={x € E| ®(x) # 0},
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su grafo es el conjunto
gr(®) :={(x,y) eExF| y e d(x)}

y su imagen es el conjunto
im(®):={yeF|3Ix€E, yc d(x)}.

m Ejemplo 1.1.1 Supongamos que f : R" x R™ — R" es un campo vectorial dadoy U C R™ es un
subconjunto no vacio. Definamos la multifuncién & : R” = R” dada por

Px)=f(x,U)={veR"|JueclU, v=f(x,u)}, Vx e R™.

Este tipo de multifunciones frecuentemente a medida que avancemos en el curso.

» Ejemplo 1.1.2 Supongamos que g : R” — R es una funcién convexa. Su subdiferencial es una
multifuncién, denotada dg : R” = R”, definida via la férmula:

dg(x) = {v eER" | gx)+v (y—x) <gly), Vye R”}, Vx e R".

m Ejemplo 1.1.3 Supongamos que C C R" es un conjunto convexo y no vacio. Su cono normal es una
multifuncién, denotada N¢ : R” = R”", definida via la férmula:

Nc(x):{n eR"|n'(y—x) <0, VyGC}, Vx eC.

Por convencién N¢(x) =0 six ¢ C. ]



2.1

2. Nociones de Continuidad

Por simplicidad, asumiremos en adelante que (E,dg) es un espacio métrico (abreviado e.m.)
y (F,|| - |lr) es un espacio vectorial normado (abreviado e.v.n.) real. Dados x €c E, y € F y r > 0,
escribiremos

Bg(%,7) :={x€E| dg(x,¥) <r} y Bg(xr):={xcE| dg(x,%) <r},

Be(y,r):={y€F| [ly=3lr<r} y Br(.r):={y€F|[y—7lr<r}

Usaremos también la notacién para Z = E F

BZ:Bz(O,l), Bz(r):Bz(O,l"), Ezzﬁz(o,l) y Ez(r):EZ(O,r).

Semicontinuidad inferior
La primera nocién de continuidad para multifunciones que estudiaremos es la llamada semiconti-
nuidad inferior.

Definicién 2.1.1 Diremos que una multifuncién @ : E = F es semicontinua inferior (abreviado
s.c.i.) en X € dom(®) si para cualquier y € ®(¥) y cualquier sucesion {x; }reny € dom(P) tal que
Xy, — X, existe una sucesion {yx }reny C F tal que y; € ®(x;) con yx — .

Diremos que ® : E 2 F es s.c.i. si lo es en todo X € dom(®).

@ Notemos que si j € ®(X) con P s.c.i. en una vecindad de X, entonces

D (x) := {i_)(;) ii; VxcE

también es s.c.i. en una vecindad de X
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» Ejemplo 2.1.1
1. La multifunciéon @ : R = R dada por

[ [=1,1] six#£0
‘I’(X)'_{ {0} six=0

es s.c.i. en todo R.

2. Supongamos que f : R” x R™ — R" es un campo vectorial continuo y U C R" es un conjunto
no vacio. La multifuncién ®(x) = f(x,U) es s.c.i. en todo X € R". En efecto, Notemos que dado
y € ®(%), existe i € U tal que § = f(x,i). Luego, si {x; }reny C R” es tal que x; — X, tomando
yi = f(xx, i), tenemos que y; — y ya que f es continua; de hecho basta la continuidad de f sélo
respecto a las variable x.

Proposicion 2.1.2 Una multifuncién @ : E = F es s.c.i. en X € dom(®P) si y sélo si para cualquier
yED(x)y e >0,existe § > 0 tal que

Vx € Bg(%,8)Ndom(®),  @(x) NBp(5,€) # 0.

Demostracion. Supongamos por contradiccion que @ es s.c.i. en ¥ € dom(®), pero que existen
y € ®(X) y € > 0 tales que cualquiera sea § > 0 se tiene que

dxs € Bg(x,0) Ndom(P), ®(x5) NBr(y,€) = 0.
Tomando & = 1/k con k € N\ {0}, podemos construir una sucesion {x }reny C dom(P)

1
dE(xk,)?) < %

Dado que ® es s.c.i. en &, existe {yi txeny C F tal que y; € P(x;) con yy — y. Por otro lado, sabemos
que P(xx) NBr(y,€) = 0 para todo k € N, es decir,

ly—7lr > ¢, Vy € ®(xz)

Lo que es una contradiccion, pues y; € ®(x;) y ademds y; — y.

Asumimos que la condicién € — § es vélida para ¥ € dom(®) e y € ®(x). Tomemos una
sucesion {x }reny € dom(®) tal que x; — x. Debemos probar que existe una sucesion {yi hreny C F tal
que yx € ®(xy) con y; — 3.

1. Tomemos &y > 0 arbitrario y dy > 0 asociado a & dado por la condicién € — 8, es decir, tenemos

que
Vx € Bg (%, 8) Ndom(P), ®(x) NBr(y,&0) # 0

Dado que x; — X, existe kp € N tal que x; € Bg(X,0) para todo k > k. Luego, existe una
sucesion {){ hren C Br (3, &) tal que y? € ®(x;) para todo k > ko.

2. Tomemos ahora € € (0,€&) cualquier y 0; > 0 asociado a & dado por la condicién € — §.
Repitiendo el argumento anterior, podemos encontrar k; € N tal que

X; € Bg(X,min{ &y, 6, }), Vk >k
Maés atin, por la propiedad del enunciado, existe una sucesién {y,l ten C F tal que

ihen CBr(F,&1) e y € P(x) Yk > ki :=max{ko,k1}
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3. Repitiendo el argumento, podemos construir una sucesion decreciente {€; };cn con & — 07, una
sucesién creciente {k;}ien C N con k; — +oo y una sucesién {y} } para cadai € N tal que

W EP) y lyi-Jllr<e,  Vk>k

Definiendo y; = y}; si k; < k < k;j;1 tenemos que y; — . En efecto, dado € > 0, existe iy € N tal
que €, < € < g,_1, y por lo tanto para k > k;, tenemos que

||yk_)7HF - ||y;<_}7HF S Ei S 8[0 < 87 Vl 2 iOa Vkio S ki S k

Recuerdo : Semicontinuidad inferior de funciones

Una funcién f : E — RU{+e} se dice semicontinua inferior en X € dom(f) si para todo € > 0
existe 6 > 0 tal que
Vx € Bg(x, ), f(x) < f(x)+e.

Ahora veremos que la semicontinuidad inferior de funciones tiene un simil visual en el caso de mul-
tifunciones. Cabe destacar que en este caso se necesita una hipétesis adicional de compacidad.

Proposicion 2.1.3 Supongamos @ : E = F es una multifuncion. Si ¥ € dom(®) con ®(x) compacto,
entonces D es s.c.i. en X si y sélo si para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que

Vx € Bg(x,8) Ndom(®), ®(x) C O(x) +Bg(e).

Demostracion. Es directa de la Proposicién 2.1.2.
Por hipétesis tenemos que P (X) es compacto, luego dado € > 0 existen yy,...,y, € P(X)
tales que

m
o012 (5 (1)
i=1

Por la Proposicién 2.1.2, (dado que @ es s.c.i en X), existen, &y, ..., 0, > 0 tales que

®(x) N Br (3 g) £0,  VreBg(r8)Ndom(®), Vi=1,...,m.
Tomando 6 := min{Jy,...,J,} tenemos que

yi € ®(x) + By (g) . VxeBg(f,§)ndom(®), Vi=1,...,m.

Por lo tanto,

By (y,-, g) Cd(x)+Br(e), VrcBg(rd)ndom(®), Vi=1,...,m.

Concluyendo que

®(X) C d(x) +Bp(e),  Vx e Bg(f,8)Ndom(®).
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2.2 Semicontinuidad superior

Ahora estudiaremos una segunda nocién de continuidad para multifunciones, la llamada semiconti-
nuidad superior.

Definicion 2.2.1 Diremos que una multifuncién ® : E = F es semicontinua superior (abreviado
s.c.s.) en ¥ € dom(®) si para cualquier & C F abierto tal que ®(x) C 0, existe § > 0 tal que

Vx € Bg(x,98), d(x) C 0.
Diremos que @ : E =2 F es s.c.s. siloes en todo ¥ € E.

m Ejemplo 2.2.1 La multifuncién @ : R = R dada por

_f {0} x#0
q)(x)_{ [-1,1] x=0

es s.c.s. en todo RR. n

Proposicion 2.2.2 Supongamos ® : E = F es una multifuncién. Si @ es s.c.s. y sus imdgenes son
conjuntos cerrados, entonces gr(®P) es cerrado en E X F, es decir, dada sucesion { (xg, yx) txeny CE X F
tal que y; € ®(xy), si (xx,yx) — (%,¥), entonces y € D(X).

Por otro lado, si gr(®) es cerrado en E x F y para ¥ € dom(®P) existe 6 > 0 tal que

{y € ®(x) [ x€Be(%,6)}

es un conjunto pre-compacto, entonces P es s.c.s. en x.

Demostracion. Sea {(xi,yi) tken € E X F tal que y; € ®(x;) paracadak € Ny (xg,yx) — (%,7).
Vamos a probar primero que dado € > 0, existen ko € N y una sucesion {¥ }ren tales que

Vk > ko, Vi € D(%). 2.1)

N M

15k — yiel[p <

Tomemos & = ®(X) + By (%) Notemos que por la definicién de la suma de conjuntos tenemos
€
0= J By (y, 5) :
ye@()

Luego, como & es una unién arbitraria de conjuntos abiertos, también es un abierto. Por otro lado,
dado que P es s.c.s en &, existe & > 0 tal que

®(x) C ®(3) + By (g) ., VxeBg(x0).

Por otro lado, dado que x; — X, entonces, existe kg € N tal que dg(x,X) < & para todo k > ko, y por lo
tanto tenemos

€
Ve € D(x) C B(F) + Br (5) . Vk> ko

€
En otras palabras, existe 3, € P(X) tal que ||y — Ji||r < 5 para todo k > k.
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€
Por otro lado, dado que y; — ¥, existe k; € N tal que ||yx — ¥||r < 5 para todo k > k;. Luego, para

k > max{ko,k; }, aplicando desigualdad triangular tenemos

19k = 3llr < |5 — yklle + |lye — 5l¥

concluyendo que ||y, — ¥||r < € para todo k > max{ko,k; }, es decir, yy — y. Dado que j; € ®(X) con
®(x) siendo un conjunto cerrado, concluimos que y € ®(%).

A continuacién probaremos la segunda parte de la proposicion.
Supongamos que gr(®P) es cerrado y que dado X € dom(®P) existe § > 0 tal que

{ye®(x) | xeBg(x,8)} (2.2)

es pre-compacto. Supongamos por contradiccion que existe & C F abierto tal que
1
Vk e N\ {0}, dx; €Bg <)Z, k) tal que ®(x;) £ O

es decir, existe y; € ®(x;) \ €. Dado que x; — X, existe kg € N tal que dg(x,X) < 0 para todo k > k.
Luego

yke{yecb(x) ‘XGBE()@S)}, Vk > ko.

Por lo tanto, por compacidad, pasando a una subsusesién que denotaremos igual, podemos asumir que
existe y € F tal que y; — y. Dado que (xx,yx) — (X,¥) e yx € ®(xx), como gr(P) es cerrado, entonces,
7 € ®(x) C & obteniendo una contradiccién, pues yy — ¥ con yi € € lo que implicariaque ¢ ¢. [

La condicién de pre-compacidad en la proposicién anterior se verifica por ejemplo si F es de
dimensién finita y ® es localmente acotada.

m Ejemplo 2.2.3 Supongamos que f : R” x R” — R" es un campo vectorial continuoy U C R™ es
un conjunto compacto y no vacio. La multifuncién ®(x) = f(x,U) es s.c.s. en todo X € R". En efecto,
basta notar que gr(®) es cerrado en R” x R". n

Recuerdo : Semicontinuidad superior de funciones

Una funcién f: E — RU{+oeo} se dice semicontinua superior en ¥ € dom(f) si para todo € > 0
existe 6 > 0 tal que
Vx € Bg(x,6), fx) < f(x)+e.

Ahora veremos que la definicién de semicontinuidad superior de funciones también tiene un simil
visual en el caso de multifunciones.

Proposicion 2.2.4 Supongamos @ : E = F es una multifuncién. Si x € dom(®) con ®(x) compacto,
entonces P es s.c.s. en ¥ si y s6lo si para todo € > 0 existe § > 0 tal que

Vx €Bg(%,8),  ®(x) C D(X)+Br(e). 2.3)
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Demostracion. Directo ya que ®(x) 4+ Br(€) es un abierto que contiene a ®(X) (no se necesita la
compacidad).

Supongamos que & satisface (2.3) con ®(x) compacto por hipétesis. Sea & C F abierto tal
que ®(x) C O, tenemos que probar que existe 6 > 0 tal que P(x) C & para todo x € Bg(x, ). Para
ello, primero probaremos que existe € > 0 tal que ®(x) +Br(e) C 0.

Definamos

p(y) :=dist(y,0°) = inf ly—zle,  VyeF.

Notemos que el mapeo y — p(y) es continuo (Lipschitz continuo de constante 1) en ¢ y ademads es
positivo en & pues si p(y) = 0 necesariamente y € 0° pues € es abierto. Ademads, dado que ®(%) es
compacto se tiene

min >0
min p )

1
Definiendo € = 3 minyeqz) P (v) tenemos que

®(x)+Br(e) C 0.

Usando la propiedad del enunciado con el € elegido anteriormente obtenemos que ® es s.c.senx. [J

Teorema de punto fijo de Kakutani

Ahora mostraremos un resultado que generaliza el teorema del punto fijo de Brouwer al caso de
multifunciones que son s.c.s.. Cabe destacar que este resultado tiene diversas aplicaciones fuera del
contexto de inclusiones diferenciales, tales como en economia y teoria de juegos.

La demostracién del Teorema de punto fijo de Kakutani requiere de una desigualdad ampliamente
utilizada en Teoria de Juegos conocida como la Desigualdad Ky Fan.

Teorema 2.2.5 — Desigualdad Ky Fan (1, Theorem 6.3.5). Supongamos que ¢ : EXE — R es
una funcién dada con E siendo un subconjunto compacto, convexo y no vacio de un espacio vectorial
topoldgico. Si se verifican las siguientes condiciones:

1. la funcién x — @(x,y) es semicontinua inferior para todo y € E fijo,

2. la funcién y — @(x,y) es concava para todo x € E fijo,

entonces existe X € E tal que sup ¢(%,y) < sup@(y,y).
y€E yeE

Antes de continuar, necesitamos recordar el siguiente resultado sobre la existencia de particiones
de la unidad.

Recuerdo : Particion de la unidad [4, Theorem VIIIL.4.2 & IX.5.3]

Para todo cubrimiento abierto {Og}geca de E existe una familia de funciones continuas
{ha}aeca € C(E,[0,1]), llamada particién de la unidad subordinada a {Og }qea, que verifi-
ca
» Para todo X € E existen § >0y ay,...,0, € A tales que hq(x) =0, Vx € Bg(%,0) y
oacA\{ai,...,an}.

= ) hq(x)=1paratodox €Eysupp(hq) :={x € E |hg(x) # 0} C O paratodo a € A.
aEcA
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Teorema 2.2.6 — Punto fijo de Kakutani. Supongamos que @ : E = F es una multifuncién dada
con (F,| - ||r) siendo un espacio de Banach y E C F siendo un subconjunto compacto, convexo y no
vacio de F. Si ®(E) CE, ® es s.c.s. y sus imdgenes son conjuntos compactos, Convexos y no vacios,
entonces & tiene un punto fijo, es decir, existe x € E tal que X € P(X).

Demostracion. Notemos primero que el problema de encontrar un punto fijo para ® es equivalente a
encontrar X € E tal que 0 € ¥(x), donde ¥(x) := ®(x) —x para todo x € E.

Supongamos por contradiccion que 0 ¢ ¥(x) cualquiera sea x € E. Observemos que ¥(x) es un
conjunto compacto, convexo y no vacio para cada x € E pues ®(x) también lo es. Luego, por el teorema
de Hahn-Banach Geométrico, para cada x € E existe £, € F*\ {0} tal que

sup ({y,v)p+F <0
ve¥(x)
o0 equivalentemenre

sup <£x7V>F*,F < <€x,x>F*7F.
ved(x)

En particular, lo anterior implica que

EC (J 4, donde Ap:={x € E| sup ({,v)p:r < ({,x)p-¥} VL€F"\{0}.
(eF*\{0} ved(x)

Afirmamos que cada A, es un conjunto abierto; el caso £ = 0 es trivial pues se tiene Ay = 0. En efecto,
fijemos X € Ay con £ # 0. Luego dado que ® es s.c.s. tenemos que para todo € > 0 existe § € (0, €) tal
que

®(x) C P(x)+ Br(e), Vx € Bg(x,9).

Tomemos € > 0 tal que
e < <£’X>F*,F — SUP,co(x) <€?V>F*7F
- 2||¢

Luego sigue que para todo x € Bg (%, §) tenemos

F*

sup (£,v)p+x < sup (£,v)p-F +E[{
ved(x) ved(x)

= SUI())M, V>F*,F — <€7X>F*7F +8H€||F* + <£7X>F*,F
ved(x

< sup ({,v)prx— ({,X)p-Fp+ (€+0)||¢
veD(¥)

F*

F + (LX) F

Dado que 9 < €, tenemos que
sup (£,v)p-F — (£,x)pF <0,
ved(x)

es decir, x € Ay, y por lo tanto A, es un conjunto abierto.

Por otro lado, dado que E es compacto y {As}scp-\ f0} €s un cubrimiento abierto de E, existen
ly,... by € F*\ {0} tales que E C Ay U...UAy,.

Tomemos ahora una particién de la unidad #h;,...,h, € C(E,F) subordinada al recubrimiento
abierto {Ay,,...,A, } y definamos

M-

I
—_

(p(xvy) = hi(x)<£i7x_y>F*,Fa Vx,yGE.
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La funcién ¢ es continua (en particular s.c.i.) respecto a la variable x y afin (en particular céncava)
respecto a la variable y, y también cumple que @(y,y) = 0 para todo y € E. Luego, por el teorema de
Ky Fan existe x € E tal que

sup @(x,y) < supq)(y, y) =0, Vy € E.
yeE yeE

Es a su vez implica que

m

_(P(X7y) = Zhi(x)<€i7y_x>F*,F > 07 Vy € E.
i=1

Sea v € ®(x). Notemos que en particular v € E y por lo tanto

m

Z/’li(f) <€,‘,V—)f>F*7F > 0.

i=1

Ahora bien, por las propiedades de la particion de la unidad tenemos que /;(X) > 0 si y solo si x € Ay,.
En consecuencia,

on

hi(X) (¢, v —X) i ( sup) )E>F*F> <0.

ved(

i=1

Lo que no puede ser. Luego, necesariamente P tiene un punto fijo. O

Continuidad
Definicion 2.3.1 Diremos que una multifuncién @ : E = F es continua en X € dom(®P) si ® es s.c.i.
y s.c.s. en X al mismo tiempo. Diremos que @ : E = F es continua si lo es en todo x € dom(®).

m Ejemplo 2.3.1 Supongamos que f : R" x R"™ — R" es un campo vectorial continuoy U C R” es un
conjunto compacto y no vacfo. La multifuncién ®(x) = f(x,U) es continua en todo X € R". ]

Definicion 2.3.2 Diremos que una multifuncién @ : E = F es localmente Lipschitz continua si
para todo ¥ € dom(®) existen 6 > 0y L > 0 tales que

Vx,x' € Bg(x,6), ®(x) C P(x') +Bp(Ldg(x,x')).
Diremos que una multifunciéon @ : E = F es Lipschitz continua de médulo L > 0 si

Vx,x' € E, ®(x) C O(x') + Bp(Ldg(x,x)).

Topologia de Hausdorff

Definiremos en & (F) una semi-métrica, llamada la distancia de Hausdorff. Esta semi-métrica estd
definida via la férmula

dy(A,B) := mix{py(A,B),pu(B,A)}, VA,BCF,

donde py (X,Y) := supdist (x,Y) = sup 1nf ||x — y||F, con la convencién que py (X,0) = +o0 si X # 0.
xeX
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» Ejemplo 2.4.1
» Si A =Bpy B =By, entonces dy(A,B) = 0.
» EnF=R?siA=Bg yB=R2, entonces tenemos que py(A,B) = 1 pero py(B,A) = +oo, y
por lo tanto dy (A, B) = +-oo.

La distancia de Hausdorff es una métrica sobre el espacio de los subconjuntos compactos y no
vacios de F.

Ahora veremos algunas caracterizaciones de las propiedades de continuidad de multifunciones a
través de la distancia de Hausdorff.

Proposicion 2.4.2 Supongamos @ : E = F es una multifuncién dada. Si ® es s.c.s. en ¥ € dom(P),
entonces
Ve > 0,36 > 0tal que Vx € Bg(%,0), pu(P(x),P(x)) <e. (2.4)

El converso es cierto si ®(X) es compacto.

Demostracion. Asumamos que @ es s.c.s en X € dom(P). Tomemos & = P(X) + Br(¢), el cual es un
abierto que contiene a ®(x). Luego por la s.c.s. de ® en %, existe 6 > 0 tal que

P(x) C P(x) +Br(e), Vx € Bg(x,9).
Seay € ®(x), con x € Bg(X, ). Luego, existe y € ®(x) tal que
dist(y, (%)) < |y —5lr < &.
Luego, tomando supremo, se consigue que

P ((x), () = sup dis(y,B(¥)) < e.
ye@(x)

Ahora, para el converso, supongamos que (2.4) se verifica y que ®(¥) es compacto. Sea € > 0 dado,
luego por (2.4) tenemos que existe 6 > 0 tal que

pH(q)(x)aq)(x)) <3 Vx € BE(Xas)

| m

Esto dltimo es equivalente a

dist(y,®(®) < =,  VxeB(E ), Vy € dlx).

| m

Por otro lado, dado que ®(X) es compacto, el infimo en la definicién de la distancia a (%) se alcanza.
En particular, para todo x € B(%, ) y para todo y € ®(x), existe y, € P(X) tal que

- . _ £

[y = xlle = dist (v, @) < 5.
Esto implica en particular que y € ®(%) 4+ Br(¢).

Finalmente, utilizando la Proposicién 2.2.4, se concluye que ® es s.c.s., ya que ®(¥) es compacto.

O
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Proposicion 2.4.3 Supongamos @ : E = F es una multifuncién dada. Si para X € dom(®P) se tiene
que
Ve > 0,36 > 0 tal que Vx € Bg(%,0) Ndom(®), pu(P(x),P(x)) <e, (2.5)

entonces ® es s.c.i. en x. El converso es cierto si ®(¥) es compacto.

Demostracion. Veamos que ® es s.c.i. en X € dom(P) asumiendo que (2.5) es cierto. Sean j € P(X) y
€ > 0. Tenemos que existe 0 > 0 dado por (2.5) tal que

Vx € Bg(x,6) Ndom(®), pu(P(x),P(x)) <

NS RN

Como y € (%), entonces para todo x € Bg (X, 6) Ndom(®) se tiene dist (3, P(x)) < 5. Por otro lado,
dada la definicion de infimo existe y, € ®(x) tal que

_ e .
17— ylle — 5 < dist (y,P(x)).
Luego, tenemos que para cualquier x € Bg (¥, ) Ndom(®P) existe y, € P(x) tal que

15— yslle < dist (5. (x) +5 <ee.

Por lo tanto, y, € ®(x) NBg(y, €) # 0. Asi, por la Proposicién 2.1.2, se tiene que P es s.c.i. en X.

Supongamos ahora que @ es s.c.i. en X y P(X) es compacto. Tenemos que probar que (2.5) es cierta.
Tomemos € > 0. Dado que ®(X) es compacto, existen yy,...,y, € P(¥) tal que

®(5) C Q By (y§> .

Ademds, como P es s.c.i. en X, existen 0y, ..., 0, > 0 tales que la condicién de la Proposicion 2.1.2 se
cumple, es decir,

Vx € Be(f, &) Ndom(®),  ®(x) N B (y,., g) £0.
Sean

€
0 =min{dy,...,86,} >0, yed(X) e ie{l,...,m},talquey'EIB%F(y,-,§>.

Finalmente, notemos que dado x € Bg(%,0) Ndom(®P), tenemos
dist (3, ®(x)) < ||y —yillr +dist (y;, P(x)) < €.
Dado que y € ®(X) es arbitrario, concluimos que
Vx € Bg(X,8) Ndom(®), pu(P(x),P(x)) <€
O

La siguiente caracterizacion de la continuidad de una multifuncién es una consecuencia directa de
las Proposicién 2.4.2 y Proposicion 2.4.3.
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Corolario 2.4.4 Si ® : E = F es una multifuncién cuyas imdgenes son conjuntos compactos y no
vacios, entonces @ es continua en X € dom(®) si y sélo si para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que

Vx€Bg(%,8),  dp(®(x),d()) < e.

La caracterizacion anterior también se puede llevar al caso de multifunciones que son Lipschitz
continuas, como veremos a continuacion.

Proposicion 2.4.5 Si ® : E = F es una multifuncién cuyas imdgenes son conjuntos no vacios,
entonces
1. ® es localmente Lipschitz continua si y sélo si para todo X € dom(®) existen d >0y L >0
tales que
Va,x' € Bg(%,8),  dy(®(x),®(x")) < Ldg(x,x'). (2.6)

2. @ es Lipschitz continua si y sélo si existe L > 0 tal que

Vx,x' € E, dp (P (x),P(x')) < Ldg(x,x).

Demostracion.
1. Tomemos X € dom(®), & > 0y L > 0 dados por la definicién de Lipschitz, es decir,

Vx,x' € Bg(%, 8), ®(x) C P(xX) + By(Ldg(x,x)).
Seay € ®(x), luego existe y € ®(x') tal que
Iy =y'llF < Ldg(x,x").

Esto implica que dist (y, ®(x')) < Ldg(x,x"). Dado que y € ®(x) es arbitrario, tomamos supremo
sobre los y € ®(x) y obtenemos

P (P(x), D(x')) < Ldg (x,x')

Por simetria, cambiando el rol entre x y X’ se concluye.
Fijemos x € dom(®). Sean 6 > 0y L > 0 dados por (2.6). En particular

dist (y, ®(x")) < dp(P(x), @ (x')) < Ldg (x,x), Yy € ®(x).

Por otro lado (asumiendo x # x’), por definicién de infimo, dado € € (0, 1) existe y’ € ®(x') tal
que
dist (y, @(x')) = [ly —y'[| — &d(x,x)

Asi obtenemos que
ly=yllF < (L+€)dE(x,x)
Lo que a su vez implica que
y € () +Br((L+€)dg(x.x))
Por lo tanto, para todo € se consigue que
®(x) C D) +Br((L+&)dp(x,x')) C (') +Br((L+1)dg(x,x')).

y se concluye que @ es localmente Lipschitz.
2. La demostracion del caso Lipschitz es similar y queda como ejercicio para el lector.
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3. Existencia via teoria cldsica de EDOs

El objetivo central de este capitulo y los siguiente dos es estudiar la existencia de (al menos) una
funcién x: R — R” que sea solucion del problema de Cauchy
X(r) € F(¢t,x(t tp.t e, T
X (lo) = X0

donde F : R x R" =% R" es una multifuncién, que llamaremos la dindmica de la inclusién diferencial y
(to,x0) € R x R" es la condicién inicial del problema de Cauchy. Toda funcién x: R — R” solucién de
la inclusién diferencial la llamaremos trayectoria de la inclusién diferencial.

Notemos que en el problema (ID) la velocidad de la trayectoria no estd necesariamente definida en
todo tiempo. Para efectos practicos, nos bastard que esté definida en todo punto del intervalo, salvo en
un conjunto de medida nula.

La primera técnica que estudiaremos para establecer la existencia de soluciones para el problema
de Cauchy (ID) serd usando la teoria cldsica de EDOs. Para esto necesitamos introducir el siguiente
concepto.

Definicion 3.0.1 Si @ : E = F es una multifuncién, diremos que una funcién ¢ : E — F es una
seleccion de @ si
o(x) € D(x), Vx € dom(®P).

continua ( continua
loc. Lipschitz continua loc. Lipschitz continua
Si @ es < Lipschitz continua diremos que @ es una seleccién < Lipschitz continua de &.
medible medible
_etc., | etc.,
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Dindmicas Lipschitz continuas

Definicion 3.1.1 Supongamos A C R”" es un conjunto acotado, medible y de interior no vacio. El
baricentro de A es

b(A) == MEA) [

donde u,, denota la medida de Lebesgue en R”.

Ahora veremos algunas propiedades del baricentro que serdn utiles para construir una seleccién
Lipschitz continua de una multifuncién que también lo sea; ver Teorema 3.1.1.

Lema 3.1 SiA C R” es un conjunto compacto, convexo y no vacio, entonces b (A + Bg») € A.

Demostracion. Dado que A es cerrado, convexo y no vacio, tenemos que proy (X,A), la proyeccion de
cualquier X € R” sobre A estd bien definida y est4 inicamente determinada.

Para simplificar la notacion, escribamos by = b (A —i—ERn). Sin pérdida de generalidad podemos
asumir que proy (b4,A) = 0 (basta hacer una traslacién). Supongamos por contradiccion que el resultado
no es cierto. En particular b4 # 0, y por lo tanto, necesariamente tenemos que

/7x%Mm:MM+%MWW>Q 3.1)
A-‘rBRn

Notemos que el hiperplano ortogonal a b, divide al conjunto A + Bg» en dos partes:
Ay = {xE€A+Bg |x'by >0} y A :={x€A+Br: |x by <0}.

En particular, tenemos que

/ X Tbadpy = / X badp + / X badpy < / x badiiy
A+Bgn A A AL

Consideremos la funcién ¢ (x) = x— ‘ZF‘;Tb"z‘bA definida sobre x € R”"; este mapeo refleja un vector x € R”
respecto al hiperplano ortogonal a b. No es dificil ver que ¢ (x) by = —x'b, para todo x € R" y
ademds D¢ (x) =1 — ﬁlmb}. En particular tenemos que det(D¢(x)) = —1. Luego por el teorema

de cambio de variables sigue que
/ Jmm%=i/¢@fm@M=/ x'bady.
Ay Ay $(A+)

Por otro lado, dado que ¢ (x) by = —x " b, para todo x € R”, tenemos que x ' b4 < 0 paratodox € ¢(A,)
y por lo tanto

/ _ xbpdu, < / x badp, = / x badp, <0.
A+Bgn Ay o(A4)

Esto contradice (3.1), y por lo tanto b4 = 0 = proy (bs,A). En particular by € A.
O

Lema 3.2 Si A C R” es un subconjunto compacto, convexo con int(A) # @, entonces para todo M > 0
tenemos que existe K > 0 tal que

tn (A+Bpa(r)) < u,(A)+Kr,  Vre[0,M].
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Demostracion. Supongamos C C R” es un conjunto compacto y convexo tal que int(C) # 0 y de-
notemos por {ej,...,e,} ala base candnica de R”. Dado k € {1,...,n}, denotemos por F;(C) a la
proyeccion de C sobre el espacio vectorial ortogonal a ey, es decir

P(C)={x=(x1,...,x0) ER" | x4 =0y It € Rtal que x+1te, € C}.

Dado que int(C) # 0, tenemos que P(C) es no vacio, tiene interior no vacio relativo al espacio vectorial
ortogonal a ;. Esto implica que pu* | (P(C)) > 0, donde uX | denota la medida de Lebesgue en el
espacio vectorial ortogonal a e; (que es (n — 1)-dimensional). Luego, dado x € P,(C) definamos

ar(x):=mf{t e R|x+rer €C} y bp(x):=sup{r e R|x+rer€C}.

Como C es compacto, tanto ax(x) como b (x) son nimeros reales bien definidos dado x € P,(C). Luego
tenemos que
C={x+rter|x€P(C), ar(x) <t <bi(x)}

Esto implica en particular que
(€)= [ (0el) — )t ().
P(C)

Ahora bien, como P (C) = B.(C+ [—r,r]ex) y ademds
ap(x)—r=1inf{t eR | x+rtey €C+[—r,rlex} y bp(x)+r:=sup{t €R|x+rte € C+[—r,rler},

obtenemos que
L (C+[—r,rlex) = n(C) +2rpk_ | (P(C)). (3.2)
Por otro lado, notemos que dado r > 0 tenemos

A+Bpe(r) CA+[—rr]" = (A+ {0} x [, r]"ﬁl) +[—r,r]e;.
Luego, usando (3.2) tenemos
(A + B (1)) < o (A+{0) x [=r ") 2l (P (A4 {0} x [ 1)).
Notemos también que
(A+ {0} x [-r, r]”_l) = (A+ {0}2 X [—r, r]"_z) +[—nr]ez,
lo que implica, usando (3.2) nuevamente, que
L (A {0} X [=r, 7" ™) < gy (A+{OY? X [—r, )" 2) +-2rp2 | (Po (A+{0}* x [—1,1]"2)).
Iterando este proceso obtenemos

Ly (A+Bpa(r)) <, (A) —|—2rkzi:1,u,]fl (Pk (A+ {0} x [—r, r]’”k)) ‘

Dado que A es compacto, existe R > 0 tal que A C [—R,R]". Lo que implica que
A+{0} < [=r " * C[-R,R]"+ [-r,r]" C [-R—r,R+7]", Vk=1,...,n.
Esto a su vez implica que si tomamos r € [0, M| tenemos que
ur <Pk (A +{0}* x [—r,r]"*k» <Y R+MY',  Vk=1,...n
Lo que finalmente implica que

L (A+Bri(r)) < (A) +rn2"(R+M)" .
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Teorema 3.1.1 Supongamos que ®: E =2 R”" es una multifuncién dada. Si ® es Lipschitz continua
y acotada, y sus imdgenes son conjuntos convexos, compactos, entonces la funcién ¢: E — R”
definida por

@(x) := b(P(x) + Bgn), Vx € dom(D)

es una seleccion Lipschitz continua de ®.

Demostracion. Primero notemos que si dom(®) = 0 entonces el resultado es trivial. Por otro lado, si
existe ¥ € dom(®P) entonces necesariamente dom(®) = E, pues al ser @ Lipschitz continua tenemos
que

0 # ®(x) C P(x) +Br(Ldg(x,%)), Vx € E.

Ademds, por el Lema 3.1, tenemos ¢ es una seleccion de ®. Luego, para concluir, debemos ver que ¢
es una funcién Lipschitz continua en E.
Sean x,x’ € E y usemos la notacién A = ®(x) + Bgrn y A’ = ®(x') + Bge. Luego sigue que

09— 91 = | s [y [ s

.
H( n:A n A’)>/Am'yd“"
|

1 1
b [ ldi+ e [ ldn,
o g Pt Gy P e
_ Pa(A”) — pa(A)]

1
Ve + / yndn+—/ N[
) / Iyl M) o oledin o | s

Dado que @ es acotada, existe M > 0 tal que |[v|| < M para todo X € E y para todo v € (). Por lo
tanto, como A = ®(x) + Bg», entonces para y € A tenemos que existe v € ®(x) y e € B tales que
y =v+e. Luego,

Vllee < Ivl[gs + llellee <M +1, ¥y eA.

Notemos que lo mismo es vélida para todo y € A’, y por lo tanto tenemos que

< [1:(A") — pa(A)] Hn(A\A’)Jan(A'\A)
P (A) L (A7) Ha(A) Ha (A7)

Notemos que, para todo y € ®(x) tenemos que y +Bg» C A y también para todo y € ®(x') tenemos
que y' + Brs C A". Luego, como la medida de Lebesgue es invariante bajo traslaciones se tiene,

lo(x) — @ (x)

rr < (M+1)un(AﬂA’)+< >(M+1)

ta(Ber) < min{ i, (A), (A}

En consecuencia, como (1, (A) < u,(ANA’), tenemos que

e ()~ )] A& | A\
900 ol < (P e Gy e+

Para concluir, necesitamos estimar:
tn(A) = tn(A)], a(ANA'),  pn(A"\A)
Dado que A, A’ son acotados dy (A,A’) € R y ademds como A,A’ son compactos tenemos que

Vy € A, 3y € A tal que ||y —y||r» = dist (y,A’)
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y como
Hy_y’HR” = dist (yaAl) < pH(AaA/) < dH(A7AI)

entonces tenemos que A C A’ + Ba(dy(A,A’)). Esto a su vez implica que
(A\A)UA"CAUA' C (A" +Bri(du(A,A"))) UA" C A"+ Bge(di(A,A")).
Por monotonia de la medida de Lebesgue,
Hn(ANA") + i (A") < (A" + B (dr (A,A"))) < pin(A') + Kdp (4,A7)

donde la ultima desigualdad viene dada por el Lema 3.2. Aqui usamos el hecho que dy(A,A’) <
dy(P(x),®(x')) <2M y K es la constante asociada a 2M en el Lema 3.2. Luego tenemos que

Ha(A\A') < Kdp(A,A') < Kdp (P (x), P(X)).
Por simetria, cambiando el rol entre A y A’, concluimos que
tn(A"\A) < Kdp (P(x), P(x')).
Por otro lado, dado que A C A’ + Bga(dy (A,A’)) tenemos que
Ha(A) < pin(A"+ Bre(dr (A,A"))) < a(A") + Kdp (A, A”)

Donde la tltima desigualdad se tiene por el Lema 3.2. Por simetria entre A y A’ obtenemos finalmente

Wa(A) — (A w.(A\A")  u,(A"\A
09— 90 e < (L0 EAR) | AR gy
o (Brr) o (Brr) o (Brr)
/
Han (BR")
Dado que ® es Lipschitz continua, para alguna constante L > 0, tenemos que
3KL
lo(x) = () [[rr < —— (M + 1)dg (x,x')
M (BR")
Por lo tanto ¢ es Lipschitz continua de constante
3KL
Lp:=——=—(M+1).
? ﬂn(BR”)

Recuerdo : Teorema de Picard-Lindelof [2, Theorem 1.18]

Si & CR xR"es un abiertoy f: & — R" es una funcién continua y localmente Lipschitz
respecto a la segunda variable, entonces para todo (7p,xp) € € existe § > 0 y una (dnica)
trayectoria x : (fo — 8,70+ 0) — R” continuamente diferenciable tal que

{x(t) = f(t,x(1)), Vi€ (to—8,t9+ )

x(l‘o) = X0

El siguiente resultado es una consecuencia directa del Teorema de Picard-Lindelof y del Teorema
3.1.1 sobre la existencia de una seleccién Lipschitz continua que acabamos de demostrar.
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Corolario 3.1.2 Supongamos que F : R x R” = R” es una multifuncién. Si & C R x R” es un
abierto, F es Lipschitz continua y acotada en &, y sus imdgenes son conjuntos convexos, compactos
y no vacios, entonces para todo (f,xo) € & existe 0 > 0 y una trayectoria x : R — R” continuamente
diferenciable en (1) — 0,%p + &) solucién del problema de Cauchy

x(t) € F(t,x(1)), paratodot € (1o — 8,0+ 9), x(to) = xo

3.2 Dindmicas continuas
Seleccién continua minimal

Definicion 3.2.1 Supongamos (F,|| - ||r) es un espacio de Hilbert y K C F es un conjunto convexo,
cerrado y no vacio. Definimos el elemento de norma minima de K como

m(K) := proy (0,K)

Teorema 3.2.1 Supongamos que (F, || - ||r) es un espacio de Hilbert y ®: E =2 F es una multifuncién
dada. Si ® es continua y sus imagenes son conjuntos cerrados, convexos y no vacios, entonces la
funcién ¢ : E — F definida por

O(x) :=m(P(x)), VxcE

es una seleccion continua de .

Demostracion. Fijemos X € E y probemos que ¢ es continua en X.
Supongamos primero que 0 € ®(x). En este caso tenemos que ¢(x) = 0. Ahora bien, como ® es
s.c.i. en X tenemos que dado € > 0 existe 0 > 0 tal que

VXEBE()E,5>, (D(X)QBFGS) #£0.
En otras palabras, existe y € ®(x) tal que ||y||r < €. Luego sigue que

lo(x) —o@)[r = llo)[r <[ylr<e,  VxeBg(%5).

Esto implica que ¢ es una funcién continua en x.
Consideremos ahora el caso 0 ¢ ®(x). En particular tenemos que ¢ () # 0. Ahora bien, como P es
s.c.s. en X, tenemos que dado € > 0 existe 0 > 0 tal que

2
VreBg(%,8), ®(x) C D(F)+ By (4”;(%) .

En consecuencia, dado x € Bg(X, §) existe y € ®(x) tal que
2
£
o) =Jllr < gr—=
4o ()l
Notemos que

lo@) — @& = le()§ — le@ 1§ —2(@(), o(x) — 9(%)).
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Dado que ¢(X) es la proyeccién de y = 0 sobre ®(X), tenemos que (0 — ¢(¥),7 — ¢(X)) <0, lo que
implica que ||@(%)[|2 < (¢(x),¥). En consecuencia
(9(X), p(x) —0(x)) = (9(X), p(x) =) +(9(X),7— @ (X)) = (9(X), @(x) =3) = —[|@(X) [ e[| @ (x) = F| -
A partir de esto obtenemos

£2

5 (3.3)

lo@x) — @@|F < o)~ lo@|F+

Por otro lado, tomemos & > 0 tal que &> +2&||¢(%)||r < 8—22 Luego, dado que ® es s.c.i. en X tenemos
que existe § > 0 tal que

Vx e Bg(%,6),  Jy. € ®(x)NBp(@(%),8).
A partir de esto, tenemos que

le)lle < [lyelle < llye— @@l + [ @(F)lr < &+ [[@(X)]F-
Sigue
2
leC)IF eI < (le@)le— @ [6)(lo@)lIr + lo(D)][r) < E(E+2]@E)|r) < %

Finalmente, si x € Bg(¥,min{§, §}), obtenemos la continuidad de ¢ en X pues

lo(x) —@)[[r <e.

Recuerdo : Teorema de Peano [2, Theorem 1.49]

Si & CR xR" es un abierto y f : & — R" es una funcién continua, entonces para todo
(to,x0) € O existe § > 0y una trayectoria x : (fo — 0, + 6) — R” continuamente diferenciable
tal que

{x(t) = f(t,x(1)), Vi€ (to—8,t9+ )

x(l()) = X0

De forma similar a lo hecho para el caso de dindmicas Lipschitz continuas, podemos enunciar un
teorema sobre la existencia de soluciones para una inclusién diferencia como consecuencia directa del
Teorema de Peano y del Teorema 3.2.1 que acabamos de demostrar.

Corolario 3.2.2 Supongamos que F : R x R” = R” es una multifuncién. Si & C R x R" es un
abierto, F' es continua en &, y sus imagenes son conjuntos cerrados, convexos y no vacios, entonces
para todo (fg,xp) € O existe § > 0y una trayectoria x : R — R” continuamente diferenciable en el
intervalo (zp — 8,19 + &) solucién del problema de Cauchy

x(t) € F(t,x(1)), paratodot € (to — 6,t0+ 0), x(to) = xo
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Dindmicas semicontinuas inferiores

El resultado que estudiaremos ahora se conoce en la literatura como el Teorema de Seleccién de
Michael (ver Teorema 3.3.3 mds abajo). Este resultado permite asegurar la existence de una seleccion
continua bajo hipdtesis mds débiles que del Teorema 3.2.1. En particular, la hipétesis de continuidad
sobre la dindmica se puede relajar a solo semicontinuidad inferior y (F, | - ||r) solo necesita ser un
espacio de Banach.

Para demostrar el Teorema de seleccion de Michael necesitamos un par de resultados previos.

Proposicion 3.3.1 Supongamos que ®: E = F es una multifuncién dada y v : E — F es una
funcién dada. Si ® es s.c.i. y ¥ es continua, entonces para todo p > 0 la multifuncion ¥ : E = F
definida m4s abajo es s.c.i

Y(x) := D(x) mBF(l//(x),p), Vx € E.

Demostracion. Sea X € dom(¥), y € ¥(x) y € > 0. Notemos que en particular, y € Bg(y(X),p). Dado
que P es s.c.i. existe §; > 0 tal que

VrEBR(%8), D) NBr(7,E) £ 0, coné:mfn{g,p_”y__z"’@”F}.

Por la continuidad de y tenemos que existe &, > 0 tal que

p—Iy—wx)r
5 .

Vx€Be(%, &), [ly(x) —w@)|r <
Luego sigue que si x € Bg(x,min{d;,0,}) e yx € ®(x) NBg (7, &) tenemos que

p—Iy—w(X)|F
2

Y= W) l[e <[ye=lle+ 7= w@) p+ W0 —wx)[r <E+[y—w(D)|p+ <p.

Por lo tanto y, € Br(y(x),p), lo que implica que ¥(x) N Bg (7, €) # 0, es decir, P es s.ci.enx. [

Proposicion 3.3.2 Supongamos que ®: E = F es una multifuncién dada. Si ® es s.c.i. y sus
imagenes son conjuntos convexos y no vacios, entonces para todo € > 0 existe ¢, : E — F continua
tal que

dist (@g (x),P(x)) <€, Vx € E.

Demostracion. Usando el hecho que @ tiene imdgenes no vacias, para cada £ € E podemos escoger
ye € ®(§). Dado que @ es s.c.i., para € > 0 fijo, existe ¢ > 0 tal que

VXEEE(€,5§), CD(X)QB]:()’&,E)#@.

Notemos que {Br(ye,€)}¢cg es un cubrimiento abierto de algdn subconjunto de F, y por lo tanto,
podemos asociarle una particién de la unidad que denotaremos {4 } ¢c.

Definamos @z = }.¢cg yehe . Notemos que para cada x € E existen un abierto O y SN SRS
tales que

My

Qe(%) = Y Ehee(%),  VEE O
i=1
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Luego, como (localmente) ¢, es una suma finita de funciones continuas, tenemos que ¢, es una funcién
continua.
Por otro lado, dado x € E fijo, si &g (x) > 0, entonces necesariamente x € supp(/g) € Bg(, O¢ ).
Esto implica que
@(x) NBr(ye, &) # 0

y por lo tanto, yz € ®(x) + Br(¢). Ademds, dado que ®(x) es un conjunto convexo, ®(x) + Br(€)
también es un conjunto convexo. Dado que ™, hex (x) = 1, lo anterior implica que

02 (x) = iéi‘h.g;(x) € B(x) + Br(e).

A partir de esto, se obtiene el resultado buscado. 0

Ahora estamos en condiciones de probar el Teorema de Seleccion de Michael

Teorema 3.3.3 — Seleccion de Michael. Supongamos que (F, || - ||r) es un espacio de Banach
y que ®: E = F es una multifuncién dada. Si @ es s.c.i. y sus imdgenes son conjuntos cerrados,
convexos y no vacios, entonces ® admite una seleccion continua.

Demostracion. Probaremos primero usando induccién que existe una sucesién de funciones continuas
{@x }ren tal que para cada k € N tenemos que ¢4 : E - Fy

1

% Vx € E.

. 1
dist (@(x), () < 57 ¥ l0) = P ()] <
Veamos el caso base. Sea ¢y : E — F la funcién continua dada por la Proposicién 3.3.2 con € = %
es decir, verifica

dist (@o(x),P(x)) < %, Vx € E.

Notemos que por la Proposicién 3.3.1 la multifuncién x — @ (x) := ®(x) N Bp (@o(x), ) es s.c.i.
y luego, usando nuevamente la Proposicién 3.3.2 pero con € = 2%, tenemos que existe ¢; : E - F
continua tal que

1
?7

Notemos que Py(x) C ®(x) para todo x € E, y en consecuencia

dist (¢ (x),Pp(x)) < Vx € E.

dist (g1 (x), P(x)) < dist (g1 (x), Po(x)) < 53,

Ademas, como

06) ~ uC0le < ln(e) ~sle-+ = u(a)le ¥ € () =) e (o). 3 )

tenemos que

1 1
»=1=%

+ 20"

N =

I90x) — @n ()l < 5 + dist (1 (x), Bo(x)) <

Esto muestra el caso base.
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Supongamos ahora que existen funciones continuas ¢y,. .., @, : E — F tales que

: 1 1
dlst((pk(x),q)(x))gﬁ Vo oe(x) — o1 ()| < = VxeE, k=1,....n—1.

2k
Gracias a la Proposicién 3.3.2 con la multifuncién x — @, (x) := ®(x) N Br(@,(x), 2,,%) yE= zn—lﬂ
tenemos que existe ¢, : E — F continua tal que

. 1
dist (@p+1(x), P, (x)) < R Vx € E.

Dado que dist (@41 (x),P(x)) < dist(@,+1(x),P,(x)), obtenemos

. 1
dist (@,11(x),®(x)) < 2 Vx € E.

De forma similar al caso base, como

164 = 0us1 (0l < 9.0 =3l + Iy = il ¥ € Byle) = @) 1B (000, 55 )

tenemos que

1 . 1 1 1
1946) — Prn (9 < 5y -+ i (Pni1 (0. B(2)) < 5 (1+2) <L

Esto completa la induccién.
Veamos ahora que la sucesion { ¢y }reny converge a una funcién continua.
Por una parte tenemos que

n—+m

1
@t (%) = @u () [P < ) s weE
k=n

Luego, dado que F es un espacio de Banach, ¢(x) := limy_, . ¢ (x) estd bien definido para cada x € E
fijo. Ademas, no es dificil ver que ¢, — ¢ uniformemente pues
|
lo() —@u()lr < ) 577, Vx€E, VneN.

k=n

En particular, ¢ : E — F es una funcién continua.
Finalmente, dado que

1

dist (@ (x), P (x)) < ST Vx€E, Vke N,

obtenemos que ¢ (x) € ®(x) para cada x € E. Pero como ®(x) es cerrado, concluimos que ¢ es una

seleccion continua de P.
O

Gracias al teorema de Peano y al teorema de Seleccién de Michael tenemos el siguiente resultado sobre
la existencia de soluciones para inclusiones diferenciales.



3.3 Dindmicas semicontinuas inferiores 29

Corolario 3.3.4 Supongamos que F : R x R” = R" es una multifuncién. Si & C R x R” es un
abierto, F es s.c.i. en €, y sus imagenes son conjuntos cerrados, convexos y no vacios, entonces
para todo (fo,xp) € O existe § > 0y una trayectoria x : R — R” continuamente diferenciable en el
intervalo (79 — 8,%) + &) solucion del problema de Cauchy

x(t) € F(t,x(1)), paratodo t € (1o — 8,t0+ 9), x(to) = xo






4.1

4. Existencia via compacidad

Dindmicas semicontinuas superiores

Ahora pasaremos a estudiar otra técnica para probar la existencia de trayectorias para inclusiones
diferenciales, la cual se basa en argumentos de aproximacién y convergencia. En este caso nos enfoca-
remos en trayectorias que son absolutamente continua (no necesariamente diferenciables).

Definicion 4.1.1 Diremos que una funcién x : R — R” es absolutamente continua en el intervalo
[a,D] si para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que para cualquier coleccion finita de intervalos disjuntos
{(a1,b1),...,(am,bm)} contenidos en [a,b] tenemos que

l(b,‘ —a,') <6 = i‘x(b,) —x(ai)| < €.

on

1

El conjunto de funciones x : R — R”" que son absolutamente continuas en el intervalo [a,b] lo
denotaremos AC ([a,b];R").

Cabe destacar que AC ([a,b];R") admite una representacion integral a través del teorema Fundamental
del Célculo.

Recuerdo : Teorema fundamental del calculo [5, Theorem 3.35]
x € AC ([a,b]; R") si y s6lo si existe una funcién v € L! ([a,b];R") tal que
t
x(t) = x(a) —i—/ v(s)ds, Vt € [a,b].
a

En particular tenemos que x(t) = v(¢) en c.t.p. t € [a,b] y AC ([a,b];R") = R" x L' ([a, b]; R").
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Para demostrar el teorema principal de esta seccidn (Teorema 4.1.3 mds abajo) necesitamos estudiar
algunos resultados intermedios que son interesantes por si mismo.
Primero consideremos la siguiente definicién que nos serd de utilidad mds adelante.

Definicion 4.1.2 Diremos que una funcién ¢ : E — F es localmente compacta si para todo X € E
existen 0 > 0y un subconjunto K C F compacto tal que ¢(x) € K para todo x € Bg(,0).

El primer resultado intermedio que estudiaremos dice relacidn con la existencia de una funcién
continua que, en un sentido aproximado, es una seleccion de una multifuncién s.c.s.. Antes de revisar
su demostracién necesitamos invocar (sin demostar) el siguiente lema técnico.

Lema 4.1 — (7, Theorem 3.20). Supongamos que (F,||-||r) es un espacio de Banach. Si K C F es
subconjunto compacto, entonces ¢o(K) es compacto.

Teorema 4.1.1 — Seleccién aproximada. Supongamos que ®: E = F es una multifuncién dada.
Si P es s.c.s. y sus imdgenes son conjuntos cerrados, convexos y no vacios, entonces para todo € > 0
existe un funcién continua @, : E — F tal que

im(@e) C co(im(®)) y  gr(¢e) € gr(P) +Brxr(€)

Ademds, si (F, || - ||r) es un espacio de Banach y si existe una seleccion y de ® que es localmente
compacta, entonces para todo x € E, existen K C F compacto, § > 0y & > 0 tales que

Ve € (0,&), @:(Bg(x,8)) CK.

Demostracion. Fijemos € > 0, luego dado que ® es s.c.s., para cada i € E existe 0z > 0 tal que
€
®(x) C P(x) + Br (§> Vx € Bg(, &). 4.1)

Sin pérdida de generalidad podemos asumir que J; < 2€.

Sea {hz}zcg una particién de la unidad subordinada al cubrimiento {IB%E ()E %) } . yy:E—F

xe
una seleccidn cualquiera de . Consideremos @, : E — F la funcién dada por
Qe(x) = Z he(x)y(X), Vx € E.
%cE

Sigue que @ es localmente una suma finita de funciones continuas, y por lo tanto es también una
funcién continua. y ademds, como Y g he(x) =1y y(X) € im(P) para todo ¥ € E, tenemos que
im(@g) C co (im(®P)). Fijemos x € E y tomemos xi,...,x, € E tales que

hz(x) >0 <=  x€{x1,...,xm}.
En particular, x € supp(h,,) C Bg (xi, %). Reordenando los indices, podemos asumir que &y, > 6,
paratodo i =2,...,m. Esto implica que

Ox
dg(x1,x;) < dg(x1,x) +de(x,x;) < Tl +

8y _ 8y
-2

y por lo tanto, dado que

dE(-th) SdE(xl)xi)—i_dE(xiaZ)J VZEE)
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e

tenemos que By, (x,-, T’) C Bg (x1, 0y, ) paratodo i =2,...,m. En consecuencia, gracias a (4.1), tenemos
que

w(x) ecb(IBaE <x,~,i"‘>> C @ (B (x1,8,)) C D(x;) + Br (g) Vi=1,...m.

Dado que ® tiene imédgenes convexas, ®(x;) + Bp (%) es un conjunto convexo y por lo tanto

m

Pe(x) = izzlhx,(x)w(xi) € D(x;) +Bp (g) .

En particular, existe y,, € ®(x;) tal que [|@e(x) —yy,[|[F < 5. A partir de esto obtenemos que
gr(e) € gr(®) + Bexr(€) pues

die (%, @e (%)), (¥1,3x1)) = de(x,21) + [ Qe (x) =y [P < €

Supongamos ahora que la seleccién y de @ que es localmente compacta, es decir, existe p >0y
K C F compacto tal que y(z) C K para todo z € Bg(x, p). Notemos que gracias al lema 4.1 podemos
asumir que K es un conjunto compacto (reemplazando K por co(K) si fuese necesario). Sea 0 € (0 £ )

12
tal que
m
0:(2) = th (z2)w(x;) con hy(z) >0, Vz € Bg (x,0).
i=1
Luego sigue que z € Bg(x;, %). Tomando & = p y 8 = £, asumiendo que € € (0, &) y recordando que
Oy, < 2€, tenemos que

Oy, € Oy,
dig (35, %) < dp(x,2) + dlp(z,%) < 24 8 < S5 < ’; +§ =p,  Vz€Br(x,8)NBr(x, )
En particular, y(x;) € K y por lo tanto, @¢(z) € co(K) = K para todo z € Bg (x,0). O

Ahora veremos un resultado que nos asegura que soluciones aproximadas de inclusiones diferencia-
les convergen efectivamente a trayectorias de inclusiones diferenciales.

Teorema 4.1.2 — Teorema de Convergencid. Supongamos que &' C R x R” un conjunto abierto
y que F: ¢ = R" es una multifuncién s.c.s. cuyas imagenes son conjuntos convexos y cerrados.

Supongamos que para cada k € N tenemos x; : [a,b] — R" y vy : [a,b] — R" funciones medibles que
satisfacen

Ve >0, ct.p.t € [a,b], Fko €N, tal que (¢,xx(2),v(t)) € gr(F) + Brxrexrn(€), Yk > ko.

Si {x;}ren converge c.t.p. a x : [a,b] — R", {vi}ren C L' ([a,b];R") y converge débilmente en
L' ([a,b];R") av € L' ([a,b];R"), entonces

v(t) € F(t,x(t)), c.t.p.t € [a,b].

Demostracion. Definamos para cada k € N el conjunto M} :=co ({va}meN) . Por definicién, tenemos
que M es un conjunto convexo cerrado (fuerte) y no vacio de L' ([a,b];R"). En particular, es un
conjunto cerrado débil y por lo tanto, v € M, para todo k € N (gracias al Lema de Mazur).
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Luego, para cada k € N, podemos encontrar wy € co ({Vk+m}meN) tal que wy — v fuertemente en
L' ([a,b];R"). Pasando a una subsucesion si fuese necesario, podemos asumir que wy — v c.t.p. en
[a,D].

Seal={t € [a,b] | x¢(t) — x(t), wr(t) — v(¢)}, tal que p;(I) = ui([a,b]) = b — a. Para concluir
bastard probar que v(¢) € F(z,x(t)) para todo ¢ € I. Para ver esto, es suficiente probar que

sup vTp>v(t) p, Vp e R"
veF(t,x(t))

Esto dltimo se debe al hecho que, al ser F'(¢,x(t)) cerrado, convexo y no vacio, esto tltimo es equivalente
a Op (1 x(1)) < Oy(r)» con &4 siendo la funcién indicatriz del conjunto A (ie. 84 (v) =0siv €Ay S4(v) = +o0
si no).

Notemos que la desigualdad es directa si p =0 0 81 SUP,cp(; 1(1)) v'p = +ooparat €I, luego basta
enfocarnos en el caso p # 0 y cuando el supremo es finito. Mds atin, como la desigualdad es homogénea
respecto a p, basta considerar el caso ||p||gv = 1. Sea p € R*\ {0} con ||p||r» =1, €y A € R tales
que

sup v p<A.
veF (t,x(t))

Dado que F es s.c.s. tenemos que existe 6 > 0 tal que
F(S)Z) - F(tvx(t)) +BR" A— sup VTp ’ V(S,Z) € BRXR"((t7x(t))a 6) - 0.
veF (t,x(t))
A partir de esta inclusién deducimos que

sup vip< sup v p+ <7L — sup va> =2, V(s,z) € Brurn((2,x(1)), ).
() ()

veF(s,z) veF (t,x veF (t.x

Dado que x (1) — x(1), existe k; € N tal que x;(¢) € Br» (x(t), g) , para todo k > k;.
Por otro lado, por hipétesis del enunciado, dado € > 0 existe kp € N tal que para todo k > ko
podemos encontrar (s, yx,qx) € gr(F) que satisfacen

(o
|Sk —t| + H)’k _Xk(t)”Rn + qu _Vk(t)HRn < mln{z,é‘} y Yk 2 k().
Notemos que
sk = 2]+ [y = x(0) llrr < [ — 1]+ [lye = xe(0) llrr + [l () = x(0) e < 8, Vk = max{ko, ki }.
En consecuencia, tenemos que

@p< sup g p<A, Vk > max{ko,k }.
GEF (skye)

Por lo tanto,
() 'p<aqpp+ () —q) ' p <A+ |vilt) —aqiller < A+e, Yk >max{ko,ki}.
Ahora bien, dado que wy € €0 ({Viim}en ) también tenemos que

wi(t) T p<Ate,  Vk>max{ko,k},
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y a posteriori
v(t) p<A+e.

Finalmente, haciendo € = 0y A = sup,cp( () v! p obtenemos la desigualdad buscada, y podemos
concluir que v(r) € F(t,x(t)) paratodo r € I. O

Finalmente, para demostrar la existencia de soluciones a inclusiones diferenciales para el caso de
dindmicas s.c.s. necesitamos el siguiente resultado sobre la compacidad de trayectorias absolutamente
continuas.

Lema 4.2 — Compacidad en AC ([a,b]; R"). Supongamos {x; }reny € AC ([a,b];R™)) es una sucesion

tal que {x;(¢) trey € R” es acotada para cada ¢ € [a,b] fijo y para la cual existe una funcién o €
L' ([a,b];R™) positiva que verifica

1% (1) | Rn < (1), VkeN, c.t.p.t € [a,b].

Entonces existe x € AC ([a, b];R") y una subsucesion {xy, };cn tal que {x, };ey converge uniforme-
mente a x en (C ([a,b];R"), || - ||«) y % converge débilmente a % en L! ([a,b]; R").

Demostracion. Consideremos la funcién z: [a,b] — R definida por

2(0) = / "a(s)ds, Vi€ lab]

Notemos que, dado que & € L! ([a,b];R"), tenemos que z € C([a,b];R") y por lo tanto también es
uniformemente continua. Esto implica que
[5)
/ o(s)ds
N

(5]
/ X (s)ds
141

Luego, como z es uniformemente continua, tenemos que la sucesion {x; }ren es equi-continua. Por
lo tanto, dado que {x;(¢) }xeny € R” es acotada para cada ¢ € [a, b] fijo, por el Teorema de Arzeld-Ascoli
tenemos que existe una funcién x € C([a,b];R") y una subsucesion {x, }ien C C([a,b];R") tal que
{xx, }ien converge uniformemente a x.

Por otro lado, para cada k € N consideremos una funcién medible wy : [a,b] — R" que verifica

wi(t) == att)xk(t), c.t.p.t € [a,b].

<

Rn

<lz(n) —z(@)l, Vi, € la,b].

ok (11) = xe(12) || e = ‘

Notemos que |wi||z= < 1, luego dado que L' ([a,b]; R") es separable, por el Teorema de Banach-
Alaoglu, tenemos que existe w € L (a,b]; R") y una subsucesién (que denotaremos igual que antes)
{w, }ien C L ([a,b]; R") tal que wy, — w débilmente en o (L* ([a,b]; R"), L' ([a,b];R")) (topologia
débil-+ en L™ ([a,b];R"), este tltimo siendo visto como dual de L! ([a, b]; R")).

Notemos también que el operador lineal T : L* ([a,b]; R") — L' ([a,b];R") definido por

T(w) = ow, Yw € L7[0,1].
es continuo si en L™ ([a,b]; R") se considera la topologfa débil-+ ¢ (L ([a,b];R") L' ([a,b];R")) y en
L' ([a,b];R") 1a topologia débil & (L' ([a,b];R") L™ ([a,b];R")). En efecto, dados € > 0y zy,...,zn €
L ([a,D];R") el conjunto

V= {v e L' ([a,b]:R") | /bzi(z)%(gdz

<E, izl,...,m}
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es una vecindad abierta débil de v =0 € L! ([a,b];R"). Sigue que

T-\(V) = {w e L~ ([a,b;R") | /abzi(t)TT(w)(t)dt

<E, izl,...,m}

b
~{weraosmn | awu v

< E, izl,...,m}

Dado que az; € L' ([a,b];R") para cada i = 1,...,m, tenemos que 7! (V) es una vecindad abierta
débil-x de w = T'(0) = 0 € L~ ([a,b]; R"), concluimos que T es continuo en w = 0 si en L ([a,b]; R")
se considera la topologia débil-+ y en L' ([a,b];R") la topologia débil. M4s atin, como T es lineal y
tanto L™ ([a, b]; R") como L! ([a,b]; R") dotados de las correspondientes topologias débiles son espacios
vectoriales topolégicos, concluimos que T es continuo en todo L ([a,b]; R").

Finalmente, como wy, — W débilmente en o (L ([a,b];R") L' ([a,b];R")), por la continuidad de
T tenemos también que &y, = T (wy,) — T (W) = o débilmente en o (L' ([a,b];R") L ([a,b];R")).
Esto a su vez implica que, pasando al limite en la igualdad

t b
5,(0) = 5, (@)+ [ 5, 5)ds = 35,0)+ [ 5 (6) i G)ds, e fab
donde ., € L” ([a,b];R) es la funcién indicadora del intervalo [a,], obtenemos
t
x(1) = x(0) + / a(s)w(s)ds, Vi€ la,b],

es decir, x = aw € L' ([a,b]; R"). Con esto terminamos la demostracion. O

Ahora tenemos las herramientas necesarias para probar el teorema de existencia para el caso de
dindmicas s.c.s.

Teorema 4.1.3 Supongamos que & C R x R" un conjunto abierto y F: ¢ = R”" es una multifuncion
dada. Si F es s.c.s., sus imdgenes son conjuntos cerrados, convexos y no vacios y si existe una
seleccion de F que es localmente compacta, entonces para todo (7p,xp) € O existe T > 1y y una
trayectoria x: R — R” absolutamente continua en [fy, 7] solucién del problema de Cauchy

x(t) € F(t,x(1)), c.t.p.t € [to,T], x(19) = xo

Demostracion. Notemos que por el Teorema de seleccion aproximada (Teorema 4.1.1) tenemos que
para cada k € N existe una funcién continua fj : & — R” tal que

1
C F ]B n n - .
gr(fi) € gr(F) +Brxroxr <k+1>

Ademads, como existe una seleccién de F' que es localmente compacta, también tenemos que existen
0 >0y R > 0tales que

1fc@x)| <R, V(t,x) € Qs :={(s,y) ERXR" | [s 10| < &, ||y —xo[[rr <8} C 0.
Por otro lado, consideremos el problema de Cauchy (EDO) siguiente:

Xk(t) = fk(t,xk(t)), xk(l‘()) = X0- 4.2)
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Gracias al Teorema de Peano, tenemos que (4.2) admite una solucién definida en un intervalo maximal
[t(), ’Ck), con
lim |[x¢(f)||[rn = +o0  obien  lim dist((t,x(t)), ) = 0.

l‘—)‘L’k =7

Notemos que
() lre = fi(t, x| <R, V(1)) € Qs

y por lo tanto
t
I (7) — xo | < / i (s)|[meds < R(t —10),  V(t,x(t)) € Os.
fo

Esto implica que si tomamos 7' = fy + min{ 3, %}, entonces T € (1, Tx) pues (¢,xx(¢)) € Qg para todo
t € [to,T] y ademds se cumple que

IXc()llre <Ry |lx(@)]|re < ||x0||Re +RT, Vk e N, Vr € [1p,T].

Ahora bien, por el Lema 4.2 existe una funcién x € AC ([to, T]; R") y una subsucesion tal que x; — x
uniformemente en [y, T] y %, — x débilmente en L' ([1o, T];R"). Dado que

t
xi, (1) = x0+ /,0 i (s)ds, Vi€l T, VjeN,

y la funcién 1y, ;) € L™ ([to, T];R), haciendo j — oo, tenemos que
1
x(t) =xo+ [ x(s)ds, Vvt € 1o, T).
Jty
Finalmente, dado que
1
kj +1’

dist (1, xi, (¢), %, (), gr(F)) = dist (¢, xx, (¢), fu(t,5%, (1)), gr(F)) < VjeN, c.tp.t € [ty, T],

gracias al Teorema de Convergencia (Teorema 4.1.2) obtenemos que

x(t) € F(t,x(1)), ctp.t€t,T], x(ty) = xo

Dindmicas mediblemente semicontinuas superior

Hasta ahora hemos considerado en general sistemas dindmicos no auténomos, es decir, sistemas
con una dependencia explicita respecto a la variable temporal. Sin embargo, la regularidad que hemos
pedido a las dindmicas es la misma tanto para la variable espacial como para la temporal. En esta
seccion consideraremos el caso donde la regularidad respecto a la variable temporal es menor que la
regularidad respecto a la variable espacial. La regularidad con la que buscamos trabajar en esta parte es
el andlogo de medibilidad de funciones llevado al contexto de multifunciones.
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Multifunciones medibles

Definicion 4.2.1 Supongamos que (2,.7) es un espacio de medida. Diremos que una multifuncién
®: Q = R™ es .7-medible si para todo conjunto abierto & C R™ el conjunto ®~! (&) es medible,
es decir,

O ={oeQ|D(@)NOA0}c.T

Recuerdo : Espacio de medida usuales

= La o-dlgebra de Borel en R”, denotada %", es la 6-dlgebra mas pequeia (en el sentido
de la inclusién) que contiene a todos los abiertos de R”. Si A € %", diremos que A es
Z-medible o que A es un Boreliano.

» La o-dlgebra de Lebesgue en R, denotada .Z, es la o-dlgebra completa més pequena que
contiene a los Borelianos en R. Si A € .7, diremos que A es .Z-medible o simplemente
que A es medible.

= La o-dlgebra de Lebesgue-Borel en R x R”, denotada . ® %", es la o-dlgebra més
pequefia que contiene a . X A" :={AxB|A€ ¥, B€ $#"}.SiA €. L x A", diremos
que A es .Z x $B-medible

Veamos ahora una caracterizacién de la medibilidad de una multifuncién en respecto a la ¢-4lgebra
de Lebesgue en terminos del grafo de la multifuncién. Para demostrar caracterizacion necesitamos del
siguiente resultado de Teoria de la Medida.

Lema 4.3 — Teorema de proyeccion medible (3, Theorem I11.23). Si G C R x R" es .¥ x $B-
medible, entonces {r € R | 3x € R” tal que (¢,x) € G} es .Z-medible.

Proposicion 4.2.1 Supongamos que ®: R = R™ es una multifuncién dada. Si ®(z) es un subcon-
junto cerrados (posiblemente vacio) para cada ¢ € R, entonces ® es .Z’-medible si y s6lo si gr(P) es
un conjunto .Z x A-medible de R x R™.

Demostracion. Supongamos primero que gr(®) es un conjunto .Z x Z-medible de R x R™. Luego,
dado A C R™ abierto tenemos que el conjunto

G=gr(®)[\RxA
es .Z x Z-medible y por el Teorema de proyeccién medible (Lema 4.3) tenemos que
P:={reR|3JveR"talque (t,v) € gr(P)NR x A}
es .Z-medible. Notando que
P={teR|IveR"talqueve ®t)NA}={rcR|P(r)NA # 0}

concluimos que ® es .Z-medible.
Supongamos ahora que ® es .Z-medible y fijemos 7 € R. Dado que ®(¢) es un conjunto cerrado,
tenemos que v € P(z) siy sélo si

Vp€Qy, Jac Q" talquev € Brm(a,p)y ®(t) NBgn(a,p) # 0.
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Luego, sigue que
(t,v) €gr(®) <= VpeQ.,3acQ" talquevcBru(a,p)ytecd ! (Brn(a,p)).
A partir de esto obtenemos

(@)= () U @ (Bun(ap)) x Bun(a.p).
peQy acQ

Dado que los conjuntos ®~! (Bgn(a,p)) x Bgn(a,p) son todos . x % medibles, y tanto las intersec-
ciones como las uniones en la igualdad anterior son numerables, concluimos que gr(®) es £ x A
medible. O

Ahora veremos resultado importante que nos asegura la existence se selecciones medibles.

Teorema 4.2.2 — Selecciéon medible. Supongamos que (£2,.7) es un espacio de medida. Si
d: Q = R™es 7 -medible y sus imdgenes son conjuntos cerrados y no vacios, entonces existe una
seleccién .7 -medible de .

Demostracion. Sea {yi }xen un conjunto denso numerable de R™. Dado @ € Q, definamos

p(©) = inf{k € N | &(0) N Bgn <yk, ;) £0}.

Dado que ®(w) # 0, el infimo se alcanza. Definamos ahora

Po(®) = Yp ()5 Yo € Q.
Esta funcion es medible. En efecto, definamos para cada k € N el conjunto

A= {0 € Q| B(0) B (yk,;) £0}.

Dado que ®: Q = R™ es .7 -medible, tenemos que cada Ay es un conjunto .7 -medible. Consideremos
también los conjuntos .7 -medible

p—1
M, =A\|JA,  VpeN.
k=0

Notemos que
@o(®) =Y yply, (o), Yo € Q.
peN
Dado que la funcién de la derecha es una funcién medible, concluimos que @q también lo es. Notemos
también que dist (¢ (@), P(w)) < 1 para todo @ € Q.
Definamos ahora Sy = {® € Q | ¢yo(®) = yi}. Por definicion es facil ver que Sy # Sy sik # 1y
ademds (Jycn Sk = Q. Para cada w € Q, sea k € N tal que @ € Si y definamos

1 1
q(a)) = fnf{l c N ‘ CI)(O))ﬂIBRm <yk’2> DBRm <y1722> ;é@} .
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Dado que @(®) NBgn (yk,3) # 0, tenemos que g(®) € N. Consideremos ahora la funcién
(0] (CO) = Yg(w)s Vo € Q.

De forma similar a lo hecho con ¢y, tenemos que ¢; es también una funcién medible.
Tomemos y € ®(®w) N Brn (yk, %) N Bgm (yq(w), ziz), luego sigue que

_ 1 1
R+ [|7 = Yg(e)lIRr < E‘f'? <1

[@0(@) — @1(@)[|rm = [[yk = Yg(e) IR < ||y =]

Mis ain, también tenemos que

. _ 1
dist (¢1 (@), ®(@)) < [[@1(@) = F[[rn < 7.
A partir de esto, y usando induccién, podemos construir una sucesion de funciones medibles { @y }ren
que son .7 -medibles y que verifican

1 ) 1
1px(@) = Qs (@)l < 5 and  dist((@), P(0)) < g, VO EQ
En particular, para cada @ € Q, tenemos que{ ¢ (®) }xen es una sucesién de Cauchy en R™, y por lo
tanto converge puntualmente a una funcién @, que también es .7 - medible. Ademads, puntualmente
tenemos que dist (@ (@), P(®w)) — 0 y por lo tanto dist(¢(®),P(®)) = 0. Dado que P(®) es un
conjunto cerrado, concluimos que ¢ es una seleccién medible de ®. 0

4.2.2 Teorema de Castaing

El resultado principal que estudiaremos en ahora, el teorema de Castaing, trata el caso de multifun-
ciones mediblemente semicontinuas superior en el sentido de la siguiente definicion.

Definicién 4.2.2 Diremos que una multifuncién F: R x R” = R™ es mediblemente semicontinuas
superior (abreviado mediblemente s.c.s.) si:

» paratodo 7 € R fijo, la multifuncién x — F(¢,x) es s.c.s.;

» para todo x € R” fijo, la multifuncién 7 — F(¢,x) es -£-medible.

La demostracién del teorema de Castaing requiere de algunos resultados previos que veremos a
continuacion: Proposicién 4.2.3 y Teorema 2.2.6.

Proposicion 4.2.3 Supongamos que & C R” es un conjunto abierto no vacio y F: [a,b] x 0 = R™
es una multifuncién dada. Si F es mediblemente s.c.s. en [a,b] X €, sus imdgenes son conjuntos
compactos no vacios y x : [a,b] — R” es una funcién medible tal que x(¢) € & para todo t €
[a,b], entonces existe una multifuncién I'": [a,b] = R™ .Z-medible, cuyas imdgenes son conjuntos
compactos y no vacios tal que I'(¢) C F(¢,x(t)) para todo ¢ € [a,D].

En particular, existe una seleccion medible en [a, b] para la multifuncién ¢ — F(z,x(t)).

Demostracion. Dado que x : [a,b] — R” es una funcién medible, existe una sucesion {x}ren de
funciones simples que convergen c.t.p. a x, donde

my,
X (1) = Zaf-‘ 1,(2), donde cada ¥ € R" y A¥ C [a,b] es un conjunto .#-medible.
i=1 ’
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Definamos Fi(t) := F (t,x¢(t)) c.t.p. t € [a,b]. Notemos que F; es una multifuncién medible pues
FOU(A) = {1 € [a,b] | F(t,5(1) NA £ 0} = {t € a,b] |3 € {1,...,m}, 1 €4F, F(t,ab)NA £ 0}

Luego, si A es un conjunto abierto de R™ tenemos que Fk’l(A) es una unioén finita de conjuntos
Z-medibles, y por lo tanto medible:

my

FN(A) = | J{r € A} | F(t,af)NA # 0}.
i=1

Definamos ahora una multifuncién I" : [a,b] = R” via la férmula

=N UFI'(I), c.t.p.1 € [a,b].

keNi=k

Dado que I'(¢) es la interseccién (numerable) de conjuntos cerrados, también tenemos que I'(7) es
cerrado. Veamos que verifica las condiciones del enunciado.

Fijemos 7 € [a, D], luego dado que x — F(¢,x) es s.c.s. en x(¢), tenemos que para todo € > 0 existe
ko € N tal que

1
Fi(r) = F(t,3(6)) € F(t,5(0)) + B (28) L Vizh
Sigue que
— /1
UF ) C F(t,x(t)) + Bgm <e>
i=ko 2

Notemos que el conjunto de la derecha en la inclusién anterior es un conjunto compacto de R"”; es
suma de dos conjuntos compactos. En particular es cerrado y por lo tanto tenemos

UF ) C F(t,x(t)) + Bgn <;e> C F(t,x(1)) + Brn (€).

i=ko

Haciendo € — 0 y recordando que I'(7) es cerrado y F(z,x(¢)) es un conjunto compacto obtenemos
I'(r) es compacto con
[(r) € F(6.x(0)) = Fle,x(1).

Por otro lado, también tenemos que I'(¢) # 0. En efecto, si denotamos Cy := |J; =% F;(t), por el andlisis
hecho mds arriba, tenemos que cada Cy es un conjunto compacto. Ademas, es facil ver que {Cy }ren €8
una familia decreciente de conjuntos respecto a la inclusion, y por lo tanto verifica la propiedad de la
interseccién finita. Dado que todos los C; son conjuntos compactos, concluimos que

= (G #0.

keN

Para finalizar, debemos probar que 7 — I'(¢) es .Z-medible. Para esto consideremos primero para cada
k € N la multifuncion Iy : [a,b] = R™ dada por la férmula

n)=JF(r), ctp.r€lab)
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Cada t — T'x() es .£-medible pues por definicién tenemos que si A C R™ es un conjunto abierto,
entonces

+oo +oo
T (4) = {r € [a.b] | Tk(r) A # 0} = {r € [a,0] | UFi(t)ﬁA#@} = Jlr€la,0] | F(r)na £ 0},
i=k i=k

siendo los conjuntos dentro de la unién todos -£-medibles, puesto que cada multifuncion 7 — F;(t) lo
es. Notemos por otro lado que I' = MgenI 'k y por lo tanto

gr(D) ={(t,v) € [0,1] xR™ | v e I(z), Vk e N} = ﬂ gr(Ty).
keN

Luego, usando la Proposicion 4.2.1 concluimos que I" es una multifuncién .#’-medible.
O

Teorema 4.2.4 — Castaing. Supongamos que & C R x R” es un conjunto abiertoy F: & = R" es
una multifuncién dada. Si F' es mediblemente s.c.s., sus imdgenes son conjuntos convexos, compactos
no vacios, y existe una funcién ¢ : R — R integrable (.Z-medible) y positiva tal que

Vllgr <e(r),  V(t,x) € O, veF(,x),

entonces para todo (fo,xp) € € existe T >t y una trayectoria x € AC([tp, T];R") solucién del
problema de Cauchy

x(t) € F(t,x(1)), enc.t.p.t € [t, T}, x(f9) = xo

Demostracion. Consideremos T > t definido de la siguiente forma:
4 1 :
T = max {l‘ € [to,t0+1] | / o(s)ds < EdiSt((tO,xO), ﬁc)} .
1o
Notemos que si x : [fy, 7] — R”"] es una solucién del problema de Cauchy, entonces
r 1
Ix(0) ~0llze < [ as)ds < 5 dist((0.30), %), Vi€ [T,
1o

En particular, (7,x(t)) € 0 paratodot € [ty, T].
Consideremos ahora el conjunto

E:={xeC([t,T;R") |x € AC([to, T|;R"), x(t9) = x0, ||%(t)||rr < 0(2), c.t.p. 1 € [to,T]}.

Notemos que E es un conjunto convexo y no vacio. Ademds, por el Lema 4.2, este conjunto es también
compacto en C ([fo, T]; R") respecto a la norma de la convergencia uniforme.
Consideremos ahora la multifuncién ® : E — C ([to, T|;R") dada por la férmula

®(x) = {y € C([to, T];R") | y € AC ([to, T];R"), y(to) = x0, ¥(t) € F(t,x(t)), c.t.p. t € [to, T]}.

Observemos que para concluir la demostracién bastaria probar que ¢ admite un punto fijo. Veamos
que las hipétesis del Teorema de punto fijo de Kakutani se verifican.
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Primero notemos que cada ®(x) es un subconjunto compacto de C ([fo, T]; R") respecto a la norma
de la convergencia uniforme. Esto se debe a que ®(x) C E y ®(x) es cerrado, esto dltimo siendo
consecuen cia del Lema 4.2 y del Teorema 4.1.2. Por otro lado, cada ®(x) es un subconjunto convexo
pues F(¢,x(t)) es un conjunto convexo. Mds atn, por proposicion 4.2.3, cada ®(x) es un subconjunto
no vacio. En efecto, este resultado nos dice que existe una seleccién medible v : [ty, T] — R" de 1 —
F(t,x(t)). En particular, tenemos que ||v(¢)|lr» < o(t), c.t.p. t € [to, T],y porlo tanto v € L! ([to, T]; R"),
lo que implica que y, € ®(x), donde

t
w(t) =xo +/ v(s)ds, vt € |10, T].
]

Resta ahora ver que @ es s.c.s., pero como ®(x) € E para todo x € E y E es un conjunto compacto,
por la Proposicion 2.2.2 basta ver que P tiene grafo cerrado. Ahora bien, esto tltimo es consecuencia
directa del Teorema 4.1.2. Por lo tanto, gracias al Teorema de punto fijo de Kakutani tenemos que el
problema de Cauchy admite solucién. O






5. Existencia via Completitud

Ahora nos enfocaremos en demostrar un resultado de existencia de trayectorias de inclusiones
diferenciales, conocido como elTeorema de Filippov, que a diferencia de los que hemos visto hasta
ahora, no requieren que las dindmicas tengan imdgenes convexas. En la demostracién del Teorema de
Filippov necesitaremos algunos resultados intermedios y algunas definiciones nuevas.

5.1 Dindmicas mediblemente Lipschitz continuas

Definicién 5.1.1 Diremos que una multifuncién F: R x R” = R” es mediblemente Lipschitz
continua en & C R x R” si existe una funcién £ : R — R integrable (.Z-medible) y positiva tal que

vt € R,Vx,y € R" tales que (#,x),(t,y) € 0 F(t,x) CF(t,y) +Brn (£(1)[|x = yllre) -

En este caso diremos que F' es mediblemente ¢-Lipschitz continua en &.

Notemos que si F es mediblemente Lipschitz continua en & si y sélo si existe una funcién
£ : R — R integrable (.Z-medible) tal que

Vi € R,Vx,y € R" tales que (£,x),(t,y) € € dy(F(t,x),F(t,y)) < £(t)||x—y||gn.

En adelante usaremos la siguiente definiciones:
» Dada una multifuncién F: R x R" = R™, la funcién pg : R X R” x R" — RU {40} correspon-

derd a
pr(t,x,v) :=dist(v,F(r,x)),  V(t,x,v) e RxR"xR™ (5.1)
» Una vecindad tubular en torno a una funcién x : [a,b] — R”" de didmetro € > 0 serd un conjunto
de la forma

T(x,€) :={(t,y) € [a,b] x R" [ [ly = x(1)[[p» < €}.
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El primero resultado preliminar que veremos nos permite establecer las condiciones bajo las cuales
la composicién de una multifunciéon medible con una trayectoria medible, sigue siendo medible.

Proposicion 5.1.1 Consideremos que una multifuncién F: R x R" = R” dada. Si F es .Z x -
medible, entonces para toda funcién x : R — R” que sea .Z-medible tenemos que la multifuncién
v : R — R™ definida més abajo es .Z’-medible:

y(t) = F(t,x(t)), vt e R.

Demostracion. Para cada C C R x R”, definamos I(C) := {r € R | (t,x(¢t) € C)} y consideremos
también
T :={CCRXR"|I(C) es £-medible}.

Dado que x es .Z-medible, tenemos que dado un conjuntos .Z’-medible A € .# y un Boreliano B € %",
tenemos /(A x B) es .Z-medible pues

IAxB)={tcR|t€A, x(t) e B} =Anx"!(B).

En particular, .7 contiene a todos los conjuntos de la forma A x B con A C R siendo .Z-medible y
B C R" un Boreliano. Notemos también que .7 es una o-dlgebra pues I(R) es .Z-medible, 7 es
cerrada respecto a uniones numerables ya que

keN keN

I (U Ck> = {t eR|(r,x(1) e | Ck} ={teR|FkeN, (1,x(1)) ey =J {r eR| (1,x(r)) € Ci}
keN

y también es cerrada respecto a la diferencia de conjuntos pues
I(C\D)=I(C)\I(D).

Luego, tenemos que .7 contiene a todos los conjuntos .Z x % medibles pues .7 es una ¢-algebra que
contiene a .Z x A",

Finalmente, tomemos ¢ C R™. Dado que F es .Z x %-medible, tenemos que F _l(ﬁ ) es un
conjunto . x #-medible. Luego, F~!(&) € 7 y por lo tanto

¢l (0)={teR|(tx(t) eF 1 (0)}
es .Z-medible, lo que completa la demostracion. O
Notemos que tomando x(z) = ¢ obtenemos la siguiente consecuencia de la Proposicién 5.1.1.
Corolario 5.1.2 Consideremos que una multifuncién F: R x R"” = R™ dada. Si F es .Z x -
medible, entonces la multifuncion 7 — F(z,x) es .Z-medible para todo x € R" fijo.

Observemos ademds que la Proposicién 5.1.1 se puede reducir también al caso uni-valuado.

Corolario 5.1.3 Supongamos que I C R es .Z-medible. Si f: I x R" — R™ es .Z x - medible,
entonces para toda funcién x : R — R” que sea .Z’-medible tenemos que la funcién ¢ — f(z,x(t)) es
Z-medible.
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Demostracion. Basta considerar en la Proposicion 5.1.1 la multifuncién

F(t,x) = {éf(t,x)} sitel,

si no.
O

El segundo resultado intermedio que necesitamos estudiar tiene relaciéon con la regularidad de la
funcién pr(t,x,v) dada por (5.1). Veremos que ésta es una funcion de Carathéodory en el sentido que
siguiente.

Definicion 5.1.2 Supongamos que I C R es .£-medible. Diremos que una funcién Si f: I x R" —
R™ es una funcién de Carathéodory si

» paratodo ¢ € I fijo, la funcién x — f(¢,x) es continua;

» para todo x € R" fijo, la funcién ¢t — f(z,x) es -Z-medible.

Lema 5.1 Si f:1xR" — R™ es una funcién de Carathéodory, con I C R siendo .Z’-medible, entonces
f es £ x #-medible.

Demostracion. Sea {x;};cn un denso numerable de R”. Dado k € N fijo definamos

— 1
Pr(x) ::inf{ieN\xGIBﬂRn <xi’k+l>}’ Vx € R".

Consideremos la funcion f; : I x R" — R definida por

fk([,X) = f(taxpk(x)) B V(t,X) S I x Rn

Fijando x € R", notemos que x, () — x cuando k — +oo. Luego, dado que x — f(#,x) es continua para
todo 7 € [ fijo, tenemos que fi(¢,x) — f(¢,x) puntualmente en / X R”. En consecuencia, si probamos
que cada f; es .Z x %B-medible, podemos concluir que f es .Z x FB-medible.

Sea ¢ C R™ un conjunto abierto, sigue que

;71(0)={(t,x) eI xR" | [ (txpw) €0} = J{(t.x) eIxR"| f(t,x;) € O, i = pi(x)}.
ieN

Ahora bien, la condicién i = pi(x) se puede reescribir como

B 1 i-1 1
X e BRn <xj7k—|—1> \]L_J()B[Rn <xj7k—|—1> .
Por lo tanto
510 = U £C)(0) % | B (30— \UE o (x,—
k = s AL R’ lak+1 pet R J’k—i—] .

Dado que f es una funcién de Carathéodory, tenemos que f(-,x;)~! (&) es .Z-medible. Esto implica
que fk_1 (0) se puede expresar como una unién numerables de conjuntos . x Z-medible, y en
consecuencia Por lo tanto f; es .Z x %-medible y la conclusién sigue. O
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Proposicion 5.1.4 Consideremos que una multifuncién F: R x R” = R” dada. Si F es medible-
mente ¢/-Lipschitz continua en & C R x R”, entonces:
1. (t,(x,v)) — pr(t,x,v) es una funcién de Carathéodory en & x R" que satisface

Vi €R,Vx,y €R" tales que (1,x), (1,y) € G |pr(t,%,v) —pr(t,y,w)| <£(1) [ x=yl|rr + [|v = w|[g:

2. dadas dos funciones x: R — R" y v: R — R” que sean .Z-medibles, con gr(x) C &, la funcién
t— pp(t,x(t),v(r)) es £-medible.

Demostracion.
1. Fijemos (x,v) € R" x R" y tomemos a € R. Notemos que

{teR|pr(txv) <al={reR|IweF(t,x), |w—v|p < o} ={r € R | F(t,x) N Ba(v,0x)}.

Dado que t — F(t,x) es Z-medible gracias al Corolario 5.1.2, tenemos que {r € R | pr(t,x,v) < o'}
es .Z-medible cualquiera sea o € R. Esto implica que t — prg(,x,v) es .Z-medible.
Abhora bien, fijemos xo,vo € R" y ¢ € R tales que (7,x) € . Dado € > 0, existe ve € F(t,xp) tal
que

HVO — V&‘HR" < pF(I,X(),Vo) +£

Dado que F es mediblemente /-Lipschitz continua, tenemos que
ve € F(t,x0) € F(t,x) + B (0(0) [x—x0[lm), VxR
Luego para cualquier x,v € R" tenemos

[vo —vellrn > inf _ |lvo—w—£(t)[]x —yl[rnel|rn
weF(t,x), e€Bgn

> inf HV()—WHRn—E(I)HX—X()HRn
wWEF (t,x)

> inf |[v—w|gs — [|[v—vo||lrr — £()]|x — x0||rr
weF (t,x)

= pr(t,x,v) — ||[v—vol|rn — £(2)]|x — x0||r"-

En consecuencia, dado que € > 0 es arbitrario, obtenemos

Pr(t,x,v) < pr(t,x0,v0)+|[v—vo||re +£(t)||x — X0/ A, Vx,xo,v,vo € R", tal que (t,x0) € 0.
Luego, intercambiando los roles entre (xo,vp) y (x,v), concluimos que pr es una funcién de
Carathéodory pues

|pF (t,%,v) — pr(t,x0,v0)| < ||[v—vol|rr +£(2)]|x — x0]|R", Y, x0,v,vo € R".

2. Dado que pr es una funcién de Carathéodory, gracias al Lema 5.1, también es una funcién
£ x #B-medible. Ademds, como 7 — (x(¢),v(t)) es una funcién .Z-medible, gracias al Corolario
5.1.3 concluimos el resultado buscado.

O

El dltimo resultado intermedio que veremos cumplird un rol fundamental en la construccién de una
sucesion de curvas que usaremos para probar la existencia de una trayectorias solucién de la inclusién
diferencial.
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Proposicion 5.1.5 Supongamos que & C [a,b] x R" es un conjunto no vacio relativamente abierto
y F: 0 = R" es una multifuncién .Z x % - medible. Si F es mediblemente ¢-Lipschitz continua en
Oy sus imdgenes son conjuntos cerrados y no vacios, entonces para cada x € AC ([a,b]; R") tal que
gr(x) C O existe wy : [a,b] — R" que es .Z - medible y que verifica

wit) € F(t,x(t)) y  [walt) —x(0) e = pr(t,x(0),2(t)),  c.tp.t € [a,b]

Ademis, si t — pp(t,x(1),%(t)) es integrable, también lo serd t — wy(7).

Demostracion. Consideremos la funcion
g(t,v) i= v = (1) [ o — pr (1, x(0), %)), Vv €RY, c.p.1 € [a,b]

y multifuncién
G(t):={veR"|g(t,v) =0}, ct.p.t € [a,b].

Veamos que G es .Z-medible, para esto tomemos A C R” abierto y ¢ € [a,b]. Luego tenemos
Gt)NA#0D <<= IvcAtalqueg(t,v)=0 <= ITvcAtalque (r,v)cg '({0})N[a,b]xA.

Por otro lado, tenemos que g es una funcién de Carathéodory gracias a la Proposicién 5.1.4. Luego,
por el Lema 5.1, tenemos que g es una funcién . x Z%-medible y por lo tanto g~!({0}) N [a,b] x A es
un conjunto . x Z-medible. Luego, {7 € [a,b] | G(t) NA # 0} es un conjunto .Z-medible gracias al
Lema 4.3 (proyeccién medible).

Consideremos ahora la multifuncién I'(¢z) := F,(r) N G(t), donde F, () := F(t,x(t)). Notemos que
gr(T) = gr(F,) Ngr(G), luego como G es .Z-medible y F, también lo es (gracias a la Proposicién 5.1.1),
tenemos que gr(F,) y gr(G) son conjuntos £ x Z-medibles (Proposicién 4.2.1). En consecuencia,
gr(T") es un conjunto . x ZB-medible y a posterior, gracias a la Proposicién 4.2.1 concluimos que F es
Z-medible.

Dado que I tiene imdgenes cerradas y no vacias, la conclusion viene del Teorema 4.2.2 (seleccién
medible) y el hecho que X es integrable. O

Finalmente, necesitamos ver un resultado técnico preliminar antes de abordar el Teorema de Filippov,
Este lema es una férmula que nos permitira calcular integrales iteradas més adelante.

Lema 5.2 Si/: R — R es una funcidn integrable (.£-medible) entonces cualquiera sean a,f € Ry
m € N\ {0} tenemos que

/a ") < / " o) ( N < / " ttmr) ( / " e(z,n)dz,,,) dtm_1> ) dt2> dy = % ( / t@(s)ds>m

Demostracion. Primero notemos que el caso m = 1 es directo. Ademds el caso m = 2 viene de notar
que para todo k € N, usando integracién por partes tenemos que

/atas) </as£(r)d”>kds = kil ( / [€(S>dS> . : (5.2)
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Supongamos ahora que la férmula es vélida para algin m € N\ {0}. Luego para m+ 1 integrales
iteradas tenemos

/atg(n) (/atl (1) ( </atm (tm) (/ 1 th)dth) dtm> > dt2> dr

—/ 0(ty) <W </a E(s)ds>m> dh
e (L)

donde la tltima igualdad viene de usar (5.2) con k = m. Por lo tanto, usando el principio de induccién
se obtiene el resultado buscado. O

Ahora tenemos todas la herramientas necesarias para probar el Teorema de Filippov.

Teorema 5.1.6 — Filippov. Supongamos que &' C [a,b] x R" es un conjunto no vacio relativamente
abierto y F: & = R" es una multifuncién .Z x 4 - medible. Si F es mediblemente ¢-Lipschitz con-
tinua en &'y sus imdgenes son conjuntos cerrados y no vacios, entonces para cada xo € AC ([a, b]; R")
y € > 0 que satisfacen

b b
T(r,6)CO /jﬁammyma»m<3m@(/zamq
a a
existe una trayectoria x € AC ([a,b]; R"), con ||x — xo|| < €, solucién del problema de Cauchy

x(t) € F(t,x(1)), enc.t.p.t € [a,b], x(a) = xo(a).

Demostracion. La demostracion consiste en construir una sucesion {x; treny € AC ([a, b]; R") tal que
X = wy, , c.t.p. en [a,b], donde w, es la seleccién medible dada por la Proposicién 5.1.5, y probar que
esta sucesién es de Cauchy en AC ([a,b];R") = R x L' ([a,b]; R").
Notemos que inductivamente podemos definir la sucesion de la siguiente forma:
= Caso base: definamos v{ = wy,, donde wy, es la seleccién medible dada por la Proposicién 5.1.5
con x = xp. Notemos que

vi(t) € F(t,xo(t)) 'y |[vi(t) —Xo(t)||rr = pr(t,x0(t),%0(t)), c.tp.t € la,b].
Luego definamos
”:M@+£”®“’ Vi € [a ]
En particular tenemos que x; = v; y por lo tanto
[t ()l < (1 (2) = %o () e =+ [0 () [l = pr (2,20(2), %0 (2)) + [0 (1) | e

Luego, X1 € L' ([a,b]; R") y por lo tanto x; € AC (|a,b]; R"). Ademds, tenemos que

1) =00}z < [ ia(5) ol = [ pr(s,30(s) () < e



5.1 Dindmicas mediblemente Lipschitz continuas 51

Esto implica que (¢,x(¢)) € T (xo,€) C O, y en consecuencia, pr(f,x1(t),%;(¢)) estd bien defini-
do pues F(t,x;(t)) # 0 para todo ¢ € [a,b] y ademds cumple, gracias a la Proposicion 5.1.4, la
siguiente desigualdad

pr(1,x1(2),%1 (1)) < pr(1,x0(1),%0(2)) 4 £(1)]|x1(£) — x0 (1) [[Rr + [[%1 (£) — X0(2) || er
<2pp(t,x0(t),x0(t)) + €l(1).

Con esto vemos que 7 — pr(t,x1(¢),%1(t)) es integrable.
De forma similar, podemos definir

x(1) = x0(a) —i—/al va(s)ds, Vt € [a,b],

donde v, = wy,, donde w,, es la seleccion medible dada por la Proposicién 5.1.5 con x = x;.
Repitiendo los argumentos anteriores vemos que x; € C([a,b];R"). Notemos también que, gracias
a la Proposicion 5.1.4, tenemos

(2 () =1 () [ e = pr (8,21 (1), 21 (2)) < Pr(8,20(2), 21 (8)) + £(2) e (£) — x0(2) || e

Usando el hecho que prg(7,x0(2),%(¢)) = 0 pues % (1) € F(t,x0(¢)), tenemos que

2 () =21 (1) | < /atllxz(S)—Xl(S)lw :/atf(S)llm(S)—XO(S)IIRndS-
Ahora bien, como
b
1 (5)=x0()llze < | pr(s.xo(s).to(s))ds
obtenemos . ,
o) =1 (0o < [ pe(s,x0(s).0(s))ds- [ e(s)as.
Esto nos dice que
[[2(#) — xo0(#)|re < [[x2(#) — x1(2)[|Re + |31 () — X0 () | R

< [ prtsaato)atonas ([ tspas+1)
< /ubpp(s,xo(s),xo(s))dsexp (/abﬁ(s)ds) <E&.

A partir de esto deducimos que (7,x2(¢)) € T (xo,€) C &,y en consecuencia, pr(t,x2(t),x2(t))
estd bien definido pues F(7,x(¢)) # 0 para todo ¢ € [a,b]. Usando argumentos similares a los
visto mds arriba obtenemos que 7 — pg(t,x2(¢),X2(¢)) es integrable.

» Paso inductivo: Supongamos ahora que, para m > 2, hemos construido xi, ..., x, € AC (|a,b];R")
tales que para cada k =0,...m — 1 tenemos

Xp1(t) € F(t,x(r)) and ||%gs1(2) — % () ||rn = pr(t,xx(2),5%(2)), c.t.p.t € a,b].

Supongamos ademds que estas curvas satisfacen
(i) dadok=0,...,m—2

ka+2(t) _xk+l(t)”Rn < E(t)kaH(t) —xk(t)HRn, ctp.t e [a,b],
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(ii) dadok=0,...,m—1

et (1) — (1) |[r < /stxO()xo ds</€ ) Vi € [a,b],

(iii) ¢t — pr(t,x,(2),%(2)) es integrable para cada k =0,...,m.
Usando los argumentos mismos expuestos en la parte precedente, no es dificil ver que podemos
construir x,,4+1 € AC ([a,b]; R") tal que

Ami1(t) EF(t,xm()) Yy |[%mr1 () —xm(2)||re = pr(t,xm(2),Xem(2)), c.t.p.t € [a,b].

Veamos ahora que los punto (i), (ii) y (iii) son también vélidos para el caso k = m + 1. Comence-
mos por probar (i), es decir,

%1 (1) — X () ||Re < £(8) || X0 (2) — X1 (1) || R, c.t.p.t € [a,b]. (5.3)

Para esto notemos que para c.t.p. ¢ € [a,b] tenemos

(1. (8) =2 (1) | e = P (5 2m () % (£)) < P (8, —1.(£) 5 8m (1)) 4 £8) 26 (8) = X1 (2) || -

Luego, como pg(f,x,—1(t),%n(t)) = 0 obtenemmos (5.3).
Veamos ahora que el punto (ii):

s 1 (1) = (1) [ r < /pp (5, x0(s), 0 (s))ds - </ (s ) CVielab. (G54
Por una parte, usando la hipétesis de induccién tenemos

|1 () = Xm (1) | e < /atllme(S)—xm(S)HRn < /atﬁ(ﬂ)llxm(ﬁ)—xm1(S1)|RndS1-

Notemos que para cada s; € [a,b] también tenemos

51
[ (51) — Xim—1(s1)[|Rr S/ £(s52) [|Xm—1(52) — xm—2(s52) |52

Luego, iterando este proceso obtenemos

i1 (1) = () [0 < / 5 / s). / " Usm) 161 (50) — X0 (5 [5rlsm .. dsadls:

Ahora bien, dado que cada s, € [a, D]

b
[[x1 ($im) — X0 () || Re S/a Pr(s,%0(s),Xo(s))ds,

tenemos

—1
111 (1) = X (1) || R < /ppsxo()xo( ds/ sl/ l(s2). / L(sm)dsp . ..dsyds).

Por lo tanto, gracias al Lema 5.2 obtenemos (5.4).
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Finalemente veamos que ¢ — pp (£, Xm+1(f),Xm+1(f)) es integrable. Para esto primero necesitamos
ver que (¢,x,+1(1)) € T(x0,€) C 0. Esto es efectivamente el caso pues gracias a la hipétesis de
induccion, para todo ¢ € [a,b] tenemos

[ 1 () = x0(t) [ < Z [Pokey 1 (2) =26 (1) || e

/PFSXO ,Xo(s dSZ (/ )k
< [ prtsons)nosasens [ e(51as) <e.

Sigue que, gracias a la Proposicion 5.1.4, la siguiente desigualdad es vélida

Pr (1 X1 () 2m11 (£)) < Pr (8,5 (1), 2 (1)) () [ 1 (2) = X () [ Rr - [[Tm1 (2) = X (2) || e
S 2pF(taxm(t)axm(t)) +£€(t)'

A partir de esto concluimos que el punto (iii) es valido igualmente para k = m+ 1.
Veamos ahora la conclusién del Teorema. Dado i € N\ {0} tenemos

b b
s =sill = [ e (0) =5(0) ot < [ 000 i (1) = 0) ol

< [t ([ prtsintsrintnas) s ([ 0 ) dr
< [[ortsnas)nonas s [ e ([ ot ) .

Usando integracion por partes (ver la demostracién del Lema 5.2) tenemos

(i—ll)! /abe(z) </at€(s)ds) D e ll' (/ﬂ%(s)ds)idt

Notemos ahora que {J; }xeny € L'([a,b];R") es una sucesién de Cauchy pues para todo k,m €
N\ {0} tenemos

k+m—1

b ktm=1 4 b i
on sl < % =il < [ prsnantonas 1 ([ aas)

i—k a ik
En particular, esto implica que {x; }xeny € C([a,b];R") es también una sucesion de Cauchy pues
[km = Xilloo < P — Xkllr, Yk m € N\ {0}

y por lo tanto existen x € C([a,b];R") y v € L'([a,b]; R") tales que x; — x uniformemente y %; — v en
L!([a,b]; R"). Esto implica que x € AC ([a,b];R") y = v c.t.p.

Finalmente, pasando a una subsucesion si fuese necesario, tenemos que X (1) — %(¢) c.t.p. 7 € [a,b].
En consecuencia tenemos pr(t,x(1),x(t)) = 0 c.t.p. t € [a,b]. Dado que F(t,x(t)) es un conjunto
cerrado concluimos que x(f) € F(t,x(t)) = 0 c.t.p. t € [a,b], es decir, x es solucion de la inclusién
diferencial. O






6. Propiedades cuadlitativas

En esta parte nos enfocaremos en estudiar propiedades cualitativas del trayectorias soluciones de
una inclusién diferencial.

6.1 Lema de Gronwall

Proposicion 6.1.1 — Lema de Gronwall. Supongamos que x € AC ([a,b];R"),y>0yoa:R—R
es una funcion integrable (.Z’-medible) y positiva. Si

[|%(2) || Rr < Yl|x(2)||mr + 0(2), c.tp.t € [a,b],

entonces

() —x(a) [z < (79 — 1) x(a) e + / M=) g(s)ds, Vit € [a,b].

Demostracion. Comencemos por observar que la funcién ¢: [a,b] — R dada por

o(t) == ||x(t) — x(a)||rn, Vt € [a,b],

es absolutamente continua pues x € AC ([a,b]; R"). En efecto, basta notar que para cualquier coleccion
finita de intervalos disjuntos {(a1,b1),...,(@m,bn)} contenidos en [a,b] tenemos que

on

|9 (bi) Z\HX a)lre = [lx(a:) —x(a) || < Z (i) = x(ai) |-

i=1

En particular, tenemos que @ es derivable c.t.p. en [a,b]. Sea I C [a,b] un conjunto .#-medible tal que
w(l)=b—ay ¢(t) existe paratodo t € I.
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Por una parte tenemos que si ¢(z) > 0 para algtin 7 € /, entonces

(x(t) —x(a)) "(1)
(1)
y si por otra parte ¢(¢) = 0 con t € I, entonces ¢(t) = 0 pues @(a) > 0 para todo s € [a,b] y por lo

tanto ¢ alcanza un minimo en este caso.
Luego, sigue que

o) =

¢(1) < [@(0)] < [lx(0) lrr < VIIx(0)|rr + (1) < y@(t) + Vlix(a) g + (1), c.tp.t € a,b].
Multiplicando por esta desigualdad por e~ " e integrando posteriormente obtenemos
t
P(t)e " —@(a)e ™ < ||x(a)||rn (e 7 —e ") —|—/ e Pa(s)ds, Vt € [a,b].
a
Notando que ¢(a) = 0 obtenemos el resultado buscado. U

El Lema de Gronwall entrega una desigualdad que juega un rol muy importante en el estudio cualitativo
de soluciones de inclusiones diferenciales, como lo muestra el siguiente resultado.

Corolario 6.1.2 Supongamos que F: [a,b] x R" = R” es una multifuncién que tiene crecimiento
lineal: existe ¢ > 0 tal que

sup |v|lre < c(1+]x||rn), V(2,x) € [a,b] x R".
VeF (t.x)

Six € AC([a,b];R") es una solucién del problema de Cauchy

x(t) € F(t,x(1)), enc.t.p.t € [a,b],
entonces
le(r) —x(@) e < (¢ = 1) (x(@)l|rs +1), Ve € [a,]
y
5(t) |lre < ceU=) (|lx(a)||re +1), c.tp.t€ [a,b].
Demostracion. Basta considerar Yy = a(1) = c. O

6.2 Conjuntos solucion y de puntos accesibles

Dada una dindmica F: [a,b] x R" =2 R", un instante 7 € [a,b] y una condicién inicial § € R”,
denotaremos por
= SF(&) al conjunto de todas las trayectorias x € AC ([a,b]; R") soluci6n del problema de Cauchy

x(t) € F(t,x(1)), enc.t.p.t € [a,b], x(a) =E.
= %F () al conjunto de puntos accesibles al tiempo T':

UF (&) = {x(T) eR"|xe SF(é)}

Nos interesa conocer qué propiedades de continuidad poseen las multifunciones & +— S* (&) y
& — wF (€). Bstudiaremos para esto dos casos por separado, el caso s.c.s. y el caso Lipschitz continuo.
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Caso dindmica mediblemente s.c.s.

El primer caso que estudiaremos es el de dindmicas que son mediblemente s.c.s. Los argumentos
necesarios para demostrar este teorema son similares a los usados para demostrar el Teorema de
Castaing para la existence de trayectorias.

Teorema 6.2.1 — Castaing Il. Supongamos que & C R” es un conjunto abiertoy F': [a,b] x 0 =
R" es una multifuncién dada. Si F es mediblemente s.c.s., sus imdgenes son conjuntos convexos,
compactos no vacios, y existe una funcién « : [a,b] — R integrable (.Z-medible) y positiva tal que

Ve < at),  V(t,x) € la,b] x O, v € F(t,x).
Si K C @ es un conjunto compacto convexo no vacio que verifica
b
/ a(t)dt < dist(§,0°), VE ek,
a
entonces la multifuncién ¥ : K = C ([a, b]; R") es s.c.s. y tiene imagenes compactas y no vacias.

Ademds, para todo T € [a,b], la multifuncién % : K = R” también es s.c.s. y tiene imdgenes
compactas y no vacias.

Demostracion. Consideremos ahora el conjunto
Ex :={x € C([a,b|;R") | x € AC([a,D];R"), x(a) € K, ||x(t)||rr < o(t), c.t.p.t € [a,b]}.

Notemos que si x € Eg, entonces

t t
Ix(t) — x(a) | < / 1£(s) |[jnds < / a(s)ds < dist (x(a), 6%), Vi€ [a,b].
a a
En particular, x(¢) € & paratodot € [a,b]. Ademds, es claro que Eg es un conjunto convexo y no vacio,
pues K lo es. También, gracias al Lema 4.2, este conjunto es compacto en C ([a, b]; R") respecto a la
norma de la convergencia uniforme.
Para & € K fijo, definamos Ei = {x € Ex | x(a) = &} y consideremos ahora la multifuncién

D Eé — C ([to, T];R") dada por la férmula
P(x) ={yeC([a,b];R") |y € AC([a,b];R"), y(a) =&, y(t) € F(t,x(t)), c.t.p.t € [a,b]}.

Notemos que x € S(&) si y sélo si x es un punto fijo de ®. Repitiendo los argumentos usados para
demostrar el Teorema de Castaing (Teorema 4.2.4) es fécil ver que P verifica las hipétesis del Teorema
de punto fijo de Kakutani (Teorema 2.2.6). Esto implica que S* (&) es no vacio.

Observemos que el conjunto de puntos fijos de P es cerrado, pues P es s.c.s.. En consecuencia,
SF (&) es cerrado ya coincide con el conjunto de puntos fijos de ®. M4 atn, S* (&) es cerrado y estd
contenido en Ei, que sabemos es compacto.

Para concluir, resta ver que S¥ como multifuncién es s.c.s. en K. Ahora bien, como gr(SF) estd
contenido en un compacto, para concluir bastard ver que gr(S”) es cerrado en R" x C (|a, b]; R").

Sea {(&:,x;)}ien € gr(S¥) una sucesién convergente a (€,x) en R” x C([a,b];R"). Dado que
xi(a) = &;, es fécil ver que x(a) = £. Ademds, usando el hecho que |%;(7)||g: < a(t) para c.t.p.
t € [a,b], gracias al Lema 4.2 tenemos que (pasando a una subsucesion que denotaremos igual) x; — X
débilmente en L' ([a,b];R"). En particular, tenemos que x € AC (|a,b]; R").
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Por otro lado, gracias al Lema de Mazur, podemos construir una sucesién v; € co ( ;r:“l’{x J}> tal

que v; — X fuertemente en L' ([a,b]; R"), la cual también podemos asumir que converge puntualmente
para c.t.p. t € [a,b]. Notemos que

oo oo +eo
x(r) € ﬂco (U{)@(I)}) C ﬂco (U{xj(t)}> - mco (UF(t,)g(t))) , c.tp.t€la,b].

ieN Jj=i ieN Jj=i ieN Jj=i

Para concluir tenemos por lo tanto que probar

o
(o (UF(t,xj(t))) C F(t,x(t)), c.tp.t€[a,b].

ieN j=i
Tomemos € > 0, luego dado que F' es mediblemente s.c.s., existe iy € N tal que
F(t,x;(t)) C F(t,x(t)) +Bgn (€), Vj > ip.
Luego tenemos
U F(t,x;(t)) C F(t,x(t)) +Bgn (€).
j=io

Dado que F(¢,x(t)) y Brs (€) son conjuntos compactos y convexos, su suma es también un conjunto
compacto y convexo. A partir de esto obtenemos

T~ FrE
(o (UF(t,xj(t))> Cco (U F(t,xj(t))> C F(t,x(t)) +Bgs (€).

ieN Jj=i J=io

Luego, haciendo € — 0 y usando el hecho que F(t,x(t)) es cerrado, concluimos que S' es una
multifuncioén s.c.s. en K.

Finalmente, notando que si {(&;, %) }ien C gr(%4) es una sucesion convergente a (&, %) en R" x R”,
entonces existe una sucesion {x; }ien € AC ([a,b];R") tal que & = x;(T) y x; € SF(&;). Sin pérdida de
generalidad podemos asumir que x; converge uniformemente a alguna funcién x € AC ([a,b];R"). Por
la parte anterior podemos concluir que x € S (&), y por lo tanto, ¥ = x(7'). Esto implica que gr(%) es
cerrado, y dado que sus imdgenes son conjuntos compactos, concluimos que % es una multifuncién
s.c.s.en K. U

Caso dindmica mediblemente Lipschitz continua

Ahora pasaremos a estudiar el caso de dindmicas mediblemente Lipschitz continuas. En este caso
el Teorema de Filippov jugard un rol importante.

Teorema 6.2.2 Supongamos que F: [a,b] x R" = R" es una multifuncién .Z x % - medible. Si
F es mediblemente ¢-Lipschitz continua en [a,b] x R” y sus imdgenes son conjuntos cerrados y no
vacfos (no necesariamente convexos), entonces la multifuncién S* : R” = C([a,b]; R") es Lipschitz
continua. Mds atin para todo T € [a, b], la multifuncién %4/ : R" = R" es también Lipschitz continua
(con la misma constante de Lipschitz).




6.2 Conjuntos soluciéon y de puntos accesibles 59

Demostracién. Tomemos &1,& € R", x; € SF(&) y d=a— 1. Definamos F : [4,b] x R" = R" via la
férmula

- F(t,x) si (t,x) € [a,b] xR"
F(t,x):= _ ~
{&— &1} si(t,x) €ld,a) x R™.
Notemos que F es mediblemente /-Lipschitz continua en [d@,b] x R" y sus imdgenes son conjuntos
cerrados y no vacios, donde

i {e(z) sit € [a,b),

0 sit€[d,a).

En particular, F verifica las hipétesis del Teorema de Filippov (Teorema 5.1.6).
Consideremos la curva xo € AC ([a, b];R") dada por

xo(t) = {xl (t) sit€]a,b],

&1 sit € ld,a).
Notemos que
0 sit € [a,b],
16 —&illrn sit € [a,a).

donde pj es la funcién dada por (5.1). Por lo tanto, si definimos

pF(taxo(f),Xo(t)) = {

£ = 2)|& — & [|m exp (/je@)m)

tendremos ,
pr(t,x0(t),%0(t)) < €exp </a E(t)dt) .

Luego, gracias al Teorema de Filippov, existe una trayectoria x € AC ([@,b]; R"), con [|x — xp||e < €,
solucién del problema de Cauchy

i) € F(t,x(r)),  enctp.relab],  x(@)=x(a)=E.

Lo anterior implica que x(r) = & + (& — x;) para todo ¢ € [@,a]. Luego definiendo x, como la
restriccién de x al intervalo [a, b], tenemos que x; € SF'(&). Recordemos también que

e =sollo < £ =208~ & leso | bar)dr) |

Dado que x| = Xo|[q,5] ¥ X2 = X|[4,5], tenemos

R7.

ot — 2]l < £ = 2exp ( / beo)dr) & - &

A partir de esto podemos concluir que S es una multifuncién Lipschitz continua de médulo

L=2exp </ab£(t)dt> .
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Ademds, dado ¥ € % (€1) sabemos que existe %, € ST (&) tal que %(T) = %;. Dado que S* es una
multifuncién Lipschitz continua de médulo L, tenemos que existe %, € SF' (&) tal que

(1) =l < 11—l < = 2050 [ 800 ) 16— e

Luego, usando el hecho que % (T) € % (&), podemos concluir que % es una multifuncién Lipschitz
continua de médulo L. O

Conexidad del conjunto de soluciones

Hasta ahora hemos visto que los conjuntos S (&) y % (&) son conjuntos cerrados. Cabe destacar,
que en general estos conjuntos no son convexos. Sin embargo, como veremos a continuacién éstos son
conjuntos CONEX0s por caminos.

Por el momento asumiremos el siguiente lema técnico, necesario para demostrar el teorema
enunciado mds abajo.

Lema 6.1 Supongamos que F: [a,b] x R" = R" es una multifuncién mediblemente ¢-Lipschitz
continua en [a,b] X R" y sus imdgenes son conjuntos cerrados, convexos y no vacios. Asumamos
que ¢ : R — R es una funcidn integrable (.Z-medible) positiva, y que existen un par de sucesiones

{x:}ien, {Vi}ien C LY ([a,b];R") tales que
wi(0)[re < a(r),  ctp.t€la,b],

donde w;(t) := w(t,x;(t),yi(t)) —yi(t) c.t.p. t € [a,b] y w(t,x,y) := proy (y, F(t,x)) para todo (¢,x,y) €
[a,b] x R" x R". Si x; — ¥ e y; — yen L' (Ja,b]; R"), entonces w; — w :=w(-,%,7) — v en L' ([a,b];R").

Teorema 6.2.3 Supongamos que F: [a,b] x R" = R”" es una multifuncién .Z x % - medible. Si F
es mediblemente /-Lipschitz continua en [a,b] x R y sus imdgenes son conjuntos cerrados, convexos
y no vacios, entonces las imdgenes de la multifuncién S : R” = C ([a, b];R") son conjuntos conexos
por caminos. Més atin para todo T € [a,b], las imdgenes de la multifuncién % : R* = R" son
también conjuntos conexos por caminos.

Demostracion. La idea de la demostracién consiste en probar que, dados xg,x; € S () existe una
funcién continua & : [0,1] — C([a,b]; R") tal que h(1) € S¥ (&) para todo A € [0, 1], con ~(0) = xo y
h(1) = x;.

Fijemos xo,x; € SF(&). Luego, dado A € [0, 1], denotemos por y; := xo + A (x] — xg). Notemos
que para c.t.p. t € [a,b] tenemos

Pr(t,ya(t),ya (1)) = dist (xo(2) + A (%1 (1) — %o (1)), F (t,%0(1) + A (x1 () —x0(2))))
< dist (%o (2),F (t,x0(2) + A (x1(t) —x0(¢)))) + A1 (¢) — X0 () || rn
< dp (F(t,x0(t), F(1,x0(t) + A (x1(2) = x0(1)))) + A[x1 () — %0 (7) | er
S L) A||x (1) = x0 (1) [[re + A [|1 (2) — %o () | e

b
< ﬁ(t)/l/a 11 (#) = 2o () [Re + A1 (1) = 20 (2) [[r-

Luego, denotando o (t) = || (¢) — %o (7)|| tenemos

/abPF(t,yA(t),y'A(t)) < l/aba(z)dt <1 +/ab€(t)dt> .
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Notemos también que y; = xo+ A (x; —xp) = x1 + (1 — 4)(xo — x1), luego repitiendo los argumentos
anteriores obtenemos

/abPF(t,yz(t),m(t)) < (l—l)/aba(t)dt (1+/abg(t)dt>.

En particular, esto implica que

( pF<z,yA<r>,m<f)>df>z =M (/aba(f)dl>2 (1+ /abaz)dz)z.

Ahora, definiendo
b b b
c:/ o(t)dt (1+/ E(t)dt) exp </ E(t)dt)

[ or(e30)520) < VAT Bexp <_ [ e(t)dt> |

Luego, gracias al Teorema de Filippov, para cada A € (0, 1) existe una trayectoria x* € AC ([a, b];R"),
con ||x* —y; |l < c¢4/A(1 =), solucién del problema de Cauchy

obtenemos

i(t) € F(t,x(¢)), enc.t.p.t € [a,b], x(a) =y, (a).

Notemos que si la funcién
xt side(0,1)
h(A):=¢xy siA=0
x; siA=1

fuese continua podriamos concluir el resultado. Recordemos que x* en el Teorema de Filippov se

construye como el limite de una sucesion de funciones {xﬁ }ken que satisface en particular

i

A A b . o 1 b
=l < [ prter )L ([ roar)

con pr(t,x} (1), %} () = dist (x}(t), F (t,x}(¢))) para c.t.p. t € [a,b]. Ahora bien, como F tiene imédge-
nes convexas, la distancia se alcanza en un tnico punto que corresponde a X 1(), y por lo tanto la
sucesion {x% }ken estd unicamente determinada por el primer término de la sucesion xé =y;.

Usando la notacién del Lema 6.1, tenemos que X} ()= w(t,x} (t),%% (1)), y por lo tanto, es facil
ver que para k € N fijo, la funcién A — x,% es continua.

Por otro lado, dados 4, 6 € [0,1] tenemos
A A A A . o
1% = 2] < [P =2 |+ 1 =28 + 167 — 2|

Dado que para k € N fijo, ||x} —i7||,1 — 0si |A —o| — 0y para 1,0 € [0, 1] fijos [i* —x}[|,1 +
[|x2 —x°||z1 — O, concluimos que / es una funcién continua. O
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/. Problemas de Control ()ptimo

En esta parte estudiaremos algunas aplicaciones en optimizacién de la teoria de inclusiones
diferenciales que hemos desarrollado hasta ahora.
Nos interesa primero estudiar problemas del tipo

b
Minimizar / L(t,x(t),u(t))dt +g(x(b)) sobre todas las funciones . —medibles u : [a,b] — R"

sujeto a una restriccién dindmica sobre la velocidad

x(t) = f(t,x(t),u(?)), ctp 1€ a,b]
tal que
x(a)eK y u(t)eUCR"™ ctpt€]la,b]
donde

x: [a,b] — R™ es el estado,

» u:la,b] — R™ es el control,

= U CR™es el espacio de controles,

s L:[a,b] xR" x R"™ — RU{+e} es el Lagrangeano,
» g:R" — RU{+o0} es el costo del punto final,

» f:a,b] xR" x R™ — R" es la dindmica del sistema,
= K C R"es el conjunto de condiciones iniciales.

7.1 Inclusiones Diferenciales y control 6ptimo

Supongamos que (x,u) es un proceso admisible, es decir x € AC ([a,b];R") es una trayectoria del

sistema de control:
{x(r) = f(t.x(e)u(t)),  ctp t€ab],

7.1)
x(a)=¢&, u(t)eU ctpt€la,b].
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asociada al control ¢ — u(t). Luego claramente x € S*' (&), donde
F(t,x)=f(t,x,U):={veR"| JueU, v= f(t,x,u)}. (7.2)

SixeSF(E) APodemos afirmar que x es solucién de (7.1) para algiin control? La respuesta a esto
viene dada por el siguiente resultado.

Teorema 7.1.1 — Seleccién de Filippov. Supongamos que ¢ : [a,b] x R” — R” es una funcién
de Carathéodory, v : [a,b] — R" es una funcién .Z- medible y U C R™ es un conjunto cerrado y no
vacio. Siv(t) € ¢(¢,U) c.t.p. t € [a,b], entonces existe una funcién .Z- medible u : [a,b] — U tal que

v(t) = @(t,u(t)) ct.p.t € [a,b].

Demostracion. Definamos la multifuncién 2 : [a,b] = R™ dada por
Q@) ={ucU|v(t)=9¢(tu)}, Vt € [a,b].

Sabemos que existe un conjunto medible I C [a,b] tal que u;([a,b]\ 1) =0, tal que v(z) € ¢(¢,U) para
todo ¢ € I. En particular, 2(r) # 0 para todo I € I. Luego, podemos asumir que 2(t) # 0 para todo
t € [a,b] redefiniendo 2(t) = U encadat € [a,b]\ I. Mds atin, para cada r € [a,b] fijo, dado que U es
cerrado y la funcién u — ¢ (z,u) es continua, tenemos también que 2(¢) es cerrado.

La conclusién vendra entonces del hecho que 2 es una multifuncién .#-medible y del Teorema de
seleccion medible (Teorema 4.2.2).

Veamos que efectivamente 2 es una multifuncién .Z-medible. Sea & C R™ un conjuntos abierto.
Notemos que 2~ !(&) corresponde a la proyeccién sobre la variable ¢ del conjunto

G = {(t,u) € [a,b] x R" | v(t) = ¢ (t,u)} N [a,b] x (UNE) =y~ ({0}) N [a,b] x (UNO),

donde y/(r,u) =v(t) — ¢(t,u). Es facil ver que y : [a,b] x R™ — R" es funcién de Carathéodory, y por
lo tanto, gracias al Lema 5.1, es . x %-medible. Luego, y~!({0}) es un conjunto .Z x %-medible.
Dado que [a,b] x (U N €) es un conjunto .¥ x HAB-medible, gracias al Teorema de Proyeccién medible
(Lema 4.3), concluimos que .2 es una multifuncién .Z-medible. ]

Corolario 7.1.2 Supongamos que U C R” es un conjunto cerrado y no vacio, y f: [a,b] x R" X
R™ — R" es una funcién de Carathéodory, es decir, ¢ — f(,x,u) es Z-medible y (x,u) — f(t,x,u)
es continua. Si x € S¥ (&) con F dado por (7.2), entonces existe un control .- medible u : [a, b] — R™
tal que

x(t) = f(t,x@t),u(t)) y u(@®)ecUCR" ctptéela,b].

Demostracion. Basta aplicar el Teorema 7.1.1 con ¢ (¢,u) = f(z,x(¢),u), notando que, dado que f es
de Carathéodory y ¢ — x(t) es continua (en particular, .Z-medible), tenemos que ¢ es una funcién de
Carathéodory. O

Problema de Mayer

Supongamos que F': [a,b] x R" = R" es una multifuncién dada. Dado K C R”", consideremos el
siguiente problema

Minimizar g(x(b)) sobre todos los x € SF(€), con & € K. (7.3)
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Teorema 7.2.1 Supongamos que F' es mediblemente s.c.s., sus imagenes son conjuntos compactos,
convexos y no vacios, y existe una funcién « : [a,b] — R integrable (.Z-medible) y positiva tal que

[Vler < (), V(t,x) € [a,b] xR, v € F(t,%).

Supongamos que K C R” es un conjunto compacto, convexo y no vacio. Si g : R” — RU {+eo}
semicontinua inferior y existe x € S (&) tal que g(x(b)) € R para algiin & € K, entonces el problema
de Mayer (7.3) tiene al menos una solucién ptima.

Demostracion. Primero que todo, notemos que dado que existe x € S¥ (&) tal que g(x(b)) € R para
algiin & € K, tenemos que el problema de Mayer es factible, y por lo tanto podemos tomar una sucesion
minimizante, es decir, existe una sucesion {&; };eny € K y una sucesion {x;};ey € AC ([a,b]; R") tal que
x; € S (&) para cada i € N que verifica

g(xi(b)) — inf {g(x(b)) | £ € K, x € S"(£)}

Dado que K es compacto, podemos asumir, pasando a una subsucesion si fuese necesario, que
existe & € K tal que & — &. Ademds, dado que

()l < alt), et € [ab)

Por el Teorema de Compacidad en AC ([a, b]; R") (Lema 4.2), podemos asumir que existe ¥ € AC ([a, b];R")
tal que x; — X uniformemente en [a,b] y X; — X débilmente en L' ([a, b]; R"). Ademds, gracias al Teore-

ma de Castaing II (Teorema 6.2.1) tenemos que € S*'(&). Finalmente, dado que g es s.c.i. tenemos
que
g(x(b)) < liminfg(x;(b)) = inf {g(x(b)) | € € K, x€ 8" (§)},

oo

por lo tanto, X es una solucién 6ptima del problema de Mayer (7.3). O

Problema de Bolza

Ahora estudiaremos la existencia de soluciones 6ptimas de problemas del tipo

b
Minimizar/ L(t,x(t),u(t))dt + @(x(b)) sobre todas las funciones . —medibles u : [a,b] — R"
a

sujeto a una restriccion dindmica sobre la velocidad

x(t) = f(t,x(2),u(t)), c.t.p t € [a,b]

tal que
x(a) eKCR" y u(t)eUCR" ctpt€lab],

asociado al Lagrangeano L : [a,b] x R" x R™ — R, costo del punto final ¢ : R” — RU{+e} y dindmica
del sistema f : [a,b] x R" x R™ — R".

Veamos primero que el problema estd bien definido, para esto veremos que el costo integral estd
bien definido y luego que el problema es factible, al menos desde el punto del sistema dindmico que
hay detrés.
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Proposicion 7.3.1 Supongamos que [a,b] C R es un intervalo. Si L: [a,b] x R" x R" — R es una
funcién de Carathéodory, es decir, t — L(z,x,u) es .Z-medible y (x,u) — L(,x,u) es continua, y
existe una funcién oy, : [a,b] — R integrable (£-medible) y positiva tal que

|L(t,x,u)| < ap(t), V(t,x,u) € [a,b] x R" x R™, (7.4)

entonces para todas las funciones ¥ —medibles x : [a,b] — R" y u : [a,b] — R™ se tiene que la
funcion ¢ — L(t,x(t),u(t)) es integrable (£ —medible) en [a, b].

Demostracion. Basta notar que, dado que L es una funcién de Carathéodory, gracias al Lema 5.1 la
funcién t — L(z,x(t),u(t)) es -Z-medible, y por lo tanto, gracias a (7.4), es también integrable. ~ [J

Veamos ahora que el sistema de control es factible, es decir, existen trayectorias asociadas a
este.

Proposicion 7.3.2 Supongamos que [a,b] C R es un intervalo y K C R” es un conjunto compac-
to, convexo y no vacio. Si f: [a,b] x R” x R™ — R" es una funcién de Carathéodory, es decir,
t— f(t,x,u) es Z-medible y (x,u) — f(¢,x,u) es continua, y existe una funcioén oy : [a,b] — R
integrable (.Z-medible) y positiva tal que

| f (2,2, u)||rn < 0tf(2), V(t,x,u) € [a,b] x R" x R™.

Entonces para todo & € K y toda funcién . —medible u : [a,b] — R, existe x € AC ([a,b]; R") que
satisface:

x(t) = f(t,x(),u(t)), ct.p t € [a,b], con x(a)=2¢. (7.5)

Demostracion. Basta usar el Teorema de existencia de Castaing (Teorema 4.2.4) con

F(t,x) ={f(t,x,u(1))}, Vt € [a,b], x € R".

En adelante, denotaremos por St (&) al conjunto de soluciones del sistema de control (7.5).

Teorema 7.3.3 Supongamos que las hipdtesis de la Proposicién 7.3.1 y Proposicién 7.3.2 se
satisfacen y que

{(v,r) eR"XR| JueU, v= f(t,x,u), L(t,x,u) <r<oy(t)}.

es un conjunto convexo para todo (¢,x) € [a,b] x R" y que U es compacto.

Si ¢ : R" — RU{+oco} semicontinua inferior y existe x € Si (&) tal que @(x(b)) € R para algdn
& € K y algin control u € %, entonces existen & € K, un control i € 7/ y una trayectoria X € S{; (&)
tal que

/er t))dt + o(x /th N)dt+@(x(b), VEE€K, ue¥,xecSLE),
(7.6)
donde 2 denota al conjunto de todas las funciones (controles) £ —medibles u : [a,b] — U
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Demostracion. La idea de la demostracion es transformar el problema de Bolza en un problema de
Mayer y usar el Teorema 7.2.1.
Consideremos la funcién g: R” x R — R U {40} definida por

g(x,z) = p(x) +z, V(x,z) ERxR
y la dindmica F: R" x R = R" dada por

F(t,(x,2)) :={(vr) eR"XR| Jue U, v= f(t,x,u), L(t,x,u) <r<ap(t)}.

Claramente, g es semicontinua inferior y /' es una multifuncién cuyas imdgenes son conjuntos COnNvexos,
compactos y no vacio. Ademds, no es dificil ver que si x € S} (&) es como en el enunciado, entonces
tenemos (x,z) € S¥(&,0) con g(x(b),z(b)) € R, donde

_ / L(t,x(0),u(t))dt, Vs € [a,b].
Notemos también que

(v, r)||lRexr < 04 (2) + (1), V(t,x,2) € [a,b] x R" xR, (v,r) € F(t,(x,2)) (7.7)

y que K x {0} es un subconjunto compacto de R” x R. Luego, para poder utilizar el Teorema 7.2.1
debemos ver que F es mediblemente s.c.s.

Fijemos primero ¢ € [a,b]. Notemos que debido a la continuidad de los datos del problema, la
multifuncién (x,z) — F (¢, (x,z)) tiene grafo cerrado. Ahora bien, dado que (7.7) se verifica, podemos
concluir que (x,z) — F(t,(x,z)) es de hecho s.c.s. en vista de la Proposicién 2.2.2.

Fijemos ahora (x,z) € R” x R. Afirmamos que 7 — F(t,(x,z)) es .Z-medible. En efecto, dado
A C RR” abierto y I C R un intervalo abierto, tenemos que

{t €la,b] | F(t,(x,2))NAXI#Q} ={r € [a,b] | u e U, f(t,x,u) €A, [L(t,x,u),ar(t)]NI#0}.

Observemos que el conjunto del lado derecho se puede escribir como la proyeccion sobre la variable ¢
de

G ={(t,u) € [a,b] xU | f(t,x,u) €A, [L(t,x,u),00(t)]NI#0}.

Ahora bien, dado que las funciones (¢,u) — f(¢,x,u) y (¢,u) — L(t,x,u) son funciones de Carathéodory,
tenemos que L es .Z x -medible, y por lo tanto, gracias al Teorema de Proyeccién medible (Teorema
4.3) concluimos que ¢ — F(t,(x,z)) es .Z-medible, y por lo tanto F' es mediblemente s.c.s.

Sigue que, gracias al Teorema 7.2.1, existen 8;‘ €Ky (xz7) eSF (é 0) tales que

Q(x(b)) +2(b) < @(x(h)) +2(b),  VEEK, (x,2) €S"(£,0).
Esto implica en particular que
o(x(b)) +2z(b) +/ (t,x(t),u(t))dt, Vue 2, EcK xeSl(E).

Notemos que

(x(2),2(t)) € (2, %(1),U) +{0} x [0, e (1)],
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donde h(t,x,u) = (f(t,x,u),L(t,x,u)). En particular, tenemos que la multifuncién
t = (h(t,%(1),U) — (x(2),2())) N {0} x [0, 0 (1))

es .Z-medible y tiene imagenes cerradas, y por lo tanto, existe una funcion .Z-medible no negativa
t — s(t) tal que

(x(2),z(t) — s(2)) € h(t,x(t),U).

Usando el Teorema de seleccion de Filippov tenemos que existe una funcion .#-medible (un control)
t — u(t) tal que

#1) = F(6,50),a(0), u() €U y 31)—s(t) = Lt,5(),a()),  ctp.en [a,b].
Finalmente, dado que
b b b
/a L(t,%(0), @(1))di < / [L(, (1), (1)) + 5(0)]dt = / 5(1)dt = 2(b) — 2(a) = 2(b)

obtenemos el resultado buscado. O



8. Sistemas Hamiltonianos

En Mecénica clésica, un sistema Hamiltoniano es una EDO del tipo

X(1) = VyH (t,x(1),y(2)),  —y(1) = VoH (6,x(1),¥(t)), Vi € (a,b),

donde H : [a,b] x R" x R" — R es una funcién diferenciable llamada Hamiltoniano, generalmente
asociada a la energia mecdnica del sistema.
Sistemas Hamiltonianos permiten describir la evolucién de un sistema fisico, como por ejemplo:
= un sistema planetario;
= un electrén en un campo electromagnético

8.1 Funciones céncavas-convexas
Definicion 8.1.1 Diremos que una funcién 4 : R" x R" — RU {+eeo} es concava-convexa si para
cualquier (%,y) € R" x R" fijos tenemos que

i) x> h(x,y)es concava ii) y+~> h(X,y)es convexa.
Ademés, el dominio efectivo de & lo definiremos como el conjunto:
dom(h) :={x € R" | h(x,y) > —co, Vy € R"} x {y € R" | h(x,y) < 4o, Vx € R"}.
Diremos que 4 es propia si su dominio efectivo es no vacio.

Sih:R"xR" — RU{+eo} es concava-convexay (x,y) € dom(h) entonces denotaremos por
n Oh(X,y) = —d(—h(-,y))(%), es decir, p € dyh(%,) siy sélo si

hE5)+p  (x—%) > h(x,5),  VxeR"
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» Jh(%,y) = d(h(X,-))(¥), es decir, g € dyh(%,7) siy sélo si

hx5)+q" (y—3) <h(F,y), VyeR"

Definicion 8.1.2 Supongamos que A : R" X R” — RU {400} es una funcion céncava-convexa y
propia. Definimos el subdiferencial (céncavo-convexo) & en (X,y) € dom(h) como el conjunto

IN(%,5) 1= Och(%,5) x (7).

Sistemas Hamiltonianos generalizados

Dada una funcién H : [a,b] X R" x R" — R U {400}, tal que (x,y) — H(x,y) := H(t,x,y) es
céncava-convexa para todo ¢ € [a,b] fijo, nos interesa estudiar la siguiente versién no-diferenciable de
sistema Hamiltoniano:

—y(t) € dH (x(t),y(t)) and x(r) € H(x(t),y(t)), c.t.p.t € [a,b].

En particular nos interesa estudiar:
= EXxistencia de soluciones;
= Propiedades cualitativas del conjunto de trayectorias.

Motivacién: Relacion con Calculo de Variaciones
Lema 8.1 Supongamos que L : [a,b] x R" x R” — RU{ oo} es una funcion tal que (x,y) — L;(x,v) :=
L(t,x,v) es convexa. Luego la funcién H : [a,b] x R" x R" — RU {40} definida por

H(t,x,y) :=L(t,x,-)*(y) = sup v'y — L(t,x,v), Y(t,x,y) € [a,b] x R" x R"
veR"

es tal que (x,y) — H;(x,y) := H(t,x,y) es concava-convexa para todo ¢ € [a,b] fijo.
Ademds, si L es propia y semicontinua inferior, entonces

(y,w) € dL(x,v) <= (—w,v) € IH;(x,y) V(x,y) € dom(H;), Vv,w € R".

El subdiferencial de un Hamiltoniano
Para estudiar la existencia de trayectorias de un sistema Hamiltoniano lo primero que necesitamos
ver es que la multifuncion

(t,(x,y)) = IH (x,y),  V(1,x,y) €[a,b] x T,

es mediblemente s.c.s. y sus imdgenes son conjuntos compactos convexos y no vacios.

Lema 8.2 Supongamos que & C R"” x R” es un conjunto abierto, que f : R” — RU{+} es una
funcién convexa y finita en &'y que f; : R” — RU{+oo} es una funcién convexa y finita en & para
cada k € N. Si la sucesion { fi }ren converge puntualmente a f en ¢, entonces para toda sucesion
{xx }renw € € que converge a X € O tenemos que para todo € > 0 existe ko € N tal que

dfu() CAf(x) +Brn(e), k> ko.
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Proposicion 8.3.1 Supongamos que & C R” x R” es un conjunto abierto y que 7 : R" x R" — RU
{£eo} es una funcion céncava-convexa. Si i(x,y) € R para todo (x,y) € &, entonces la multifuncion
dh: 0 = R" x R" es s.c.s. y sus imdgenes son conjuntos compactos, convexos y no vacios.

8.3.1 Recuerdo de Andlisis convexo
Supongamos que f : R" — RU{+oco} es una funcién convexa.
= [a derivada direccional satisface

) — L 1) = 5

Vx € dom(f), Vd € R".
>0 t

= f es continua en todo x € int(dom(f)), con d f(x) siendo compacto, convexo y no vacio. Ademéas
la derivada direccional satisface

f(x;:d) = 05 (d) := s;})( ) p'd,  Vxcint(dom(f)), Vd € R".
pe X

= Sir>0yM c R son tales que

fx)<M,  Vx€Bge(xr),

2
entonces f es Lipschitz continua en B« (X, r) con constante de Lipschitz L = — (M — f(%)).
r

Lema 8.3 — (6, Corollary 10.8.1). Supongamos que f : R” — RU{+eo} es una funcién convexa y
paracada k € N, f; : R" — RU{+oo} es una funcién convexa. Si & C R”" es un conjunto abierto tal
que cada f; y f son funciones finitas en &'y

limsup fi(x) < f(x) < oo, Vx e 0,
k—r—+o0

entonces para todo C C & compacto y € > 0 existe ky € N tal que
filx) < f(x)+&,  Vk>ko, x€C.

Lema 8.4 Supongamos que f : R" — RU{+eo} es una funcién convexa y fi : R" — RU {400} es
una funcién convexa para cada k € N. Si & C R" es un conjunto abierto tal que cada f; es una funcién
finita en &'y ademas

lim fi(x) = f(x) < oo, Vxe 0,
koo

entonces para toda sucesion {x; }xeny € € que converge a X € O tenemos, que dado € > 0 existe kg € N

tal que
8fk(xk) - af()f) —i—@Rn(S), Vk > k.

Demostracion. Vimos que dado X € ¢y una sucesion {x; }reny € & que converge a X tenemos que
= existen r,L > 0 tal que tanto f como las f; son L-Lipschitz continuas en B (%, r).
= para concluir basta probar que

limsup f(xi;d) < f'(x%;d), Vd e R".
k—s o0
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Teorema 8.3.2 Supongamos que & C R"” x R" es un conjunto abierto y H : [a,b] x R" x R" —
RU{+oo} es tal que
» (x,y) — H;(x,y) := H(t,x,y) es cncava-convexa para todo 7 € [a,b] fijo;
» t— H(t,x,y) es £-medible para todo (x,y) € R" x R" fijo.
Si H(t,x,y) € R para todo (t,x,y) € [a,b] x O, entonces la multifuncion Fy : [a,b] x 0 = R" x R"
definida por
Fy(t,x,y) := dH(x,y), Y(t,x,y) € [a,b] X O,

es mediblemente s.c.s. y sus imdgenes son conjuntos compactos convexos y no vacios.

Demostracion. Dividiremos la demostracion en tres partes:
1. Para todo (¢,x,y) € |a,b] x O, el conjunto Fy(t,x,y) es compacto, convexo y no vacios.
2. Paratodo ¢ € [a,b] fijo, la multifuncién Fy(t,-) = dH,: 0 = R" x R" es s.c.s.
3. Paratodo (x,y) € O fijos, la multifuncion Fy (-, x,y): [a,b] = R" x R" es .£-medible.

8.4 Existencia y propiedades cualitativas

Teorema 8.4.1 Supongamos que ¢, 2 C R” son conjunto abiertos y H : [a,b] x R" x R" — RU
{+£eo} es tal que

» (x,y)— H;(x,y) := H(t,x,y) es concava-convexa para todo 7 € [a, D] fijo;

» t— H(t,x,y) es Z-medible para todo (x,y) € R" x R" fijo;

= existe r > 0y una funcién « : [a,b] — R integrable (.¥-medible) y positiva tal que

H(t,x,y)| < ga(t), V(t,x,) € [a,b] x (6 +Bga(r)) x (2+Bga (1)) .

Si K C 0 x 2 es un conjunto compacto convexo no vacio tal que

/ba(t)dt <dist((E,1),0°% 2°),  V(,n)EK,

entonces para todo (£,1) € K existen x,y € AC ([a,b]; R") que verifican
—5(1) € QH(x(0),3(1)), et € [a,b].

)
x(t) € dyH(x(t),y(t)), c.tp.t€[a,b], (8.1)
x(a) =&, y(a)=n.

Ademds, si S (&, 1) denota al conjunto de trayectorias de (8.1), entonces la multifuncién S7 : K =
C ([a,b];R") es s.c.s. y tiene imdgenes compactas no vacias.

8.5 Principio del Maximo de Pontryagin

Consideremos el siguiente problema de control éptimo:

b
Minimizar / £(x(t),u(t))dt sobre todas la funciones .#-medibles u : [a,b] — R™  (P)
a
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tales que
x(t) =Ax(t)+Bu(t), u(t)eUctp.teclab], x(a)=E yx(b)=2E&

Donde /: R" x R™ — R es una funcién dada, A € M,,«, y B € M,,«,,, son matrices a coeficientes reales,
U C R™ es un conjunto no vacio, y &, &, € R" son vectores dados.
Consideremos el Hamiltoniano:

H(x,y) =y ' Ax+sup {yTBu—K(x, u)}, Vx,y € R".

uelU

Teorema 8.5.1 Supongamos que ¢ : R" x R”™ — R es una funcién convexa y diferenciable, U C R™
€s un conjunto compacto, convexo y no vacio.
Dados x,y € AC([a,b];R"), con , las siguientes afirmaciones son equivalentes:
i) El par (x,y) es una trayectoria Hamiltoniana.
ii) Existe i1 : [a,b] — U es .£-medible tal que Principio del Maximo de Pontryagin se verifica:

H(x(t),y(t)) = (Ax(t) + Bi(r)) " y(r) — £(x(t), (1))

x(1) = Ax(t) + Bi(t), c.t.p.t € [a,b],
y(t) = —ATy(t)+ V. L(x(t),a(t)), c.t.p.t € [a,b]

Si x(a) =&, y x(b) = &, entonces cualquiera de las afirmaciones es equivalente a que i sea un
control éptimo para (P).







9.1

9. Viabilidad e invarianza

Supongamos que F: [a,b] x R” = R" es una multifuncién y K C R” es un conjunto no vacio.
Abhora nos interesa estudiar el problema de encontrar trayectorias x: R — R” que sean solucién del
problema de Cauchy

{x(r) EF(t,x(t)),  ctp.t€[a,b] (ID)

x(a)=& ek

tal que
x(t) €K, Vit € |a,b]. (R)

En particular, nos interesa encontrar condiciones para que

= exista al menos una trayectoria que verifique (ID) y (R) al mismo tiempo.
= toda solucién de (ID) también satisfaga (R).

Formalmente usaremos las siguientes definiciones.

Definicion 9.0.1 Supongamos que F': [a,b] x R” = R" es una multifuncién y K C R” es un
conjunto no vacio. Diremos que (F,K) es

= viable o débilmente invariante si para todo & € K, existe x € S¥ (&) que verifica (R).

= fuertemente invariante si para todo & € K tenemos que todo x € SF (&) también verifica (R).

Condiciones suficientes

Por simplicidad estudiaremos sélo el caso de dindmicas auténomas (independientes de la variable
temporal). El caso no auténomo puede ser estudiado asumiendo la variable temporal como una variable
espacial mds, considerando por ejemplo un nuevo conjunto de restricciones K = [a,b] x K junto con la
dindmica aumentada

F(tx)= {1} xF(t,x),  V(t,x) eRxR".
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El caso de dindmica que son sélo medible respecto a la variable temporal es mucho més delicado a
tratar y por lo tanto no lo consideraremos en estas notas.

Primero estudiaremos algunos criterios suficientes para tener invarianza, ya sea débil o fuerte, de
un sistema dindmico. Antes de comenzar con el andlisis necesitamos introducir algunas herramientas
de Andlisis Variacional.

Definicion 9.1.1 Supongamos que S C R” es un conjunto no vacio. El cono proximal normal
a S en x €S, denotado por %p (x), es el conjunto de todos los n € R” para los cuales existe
0 =96(x,n) > 0tal que

n'(y—x) <8ly—xlf,  VyeS.

En la Figura 9.1 mostramos el cono normal proximal al conjunto S = {x; < min{x,,x3}} en el
punto X = (0,0).

R

SN Bz +on,0) = {z}

J

Figura 9.1: Un ejemplo del cono proximal normal a un conjunto en R

Dado a € R, denotaremos por ACi ([a,+o);R") al conjunto de todas las funciones continuas
x: [a,+e0) — R" tales que x[(, ) € AC ([a,b];R") para todo b € (a,+).
Veamos ahora una condicién suficiente para tener invarianza débil.
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Teorema 9.1.1 — Invarianza débil. Supongamos que K C R” es un conjunto cerrado y no vacio, y
que la multifuncién F: R" = R"
= es s.C.S. y sus imdgenes son conjuntos cerrados, convexos y no vacios,

= tiene crecimiento lineal: existe ¢ > 0 tal que sup ||v||gs < c(1+||x||rn) para todo x € R™.
veEF (x)
Si para todo x € K tal que 4" (x) # 0 tenemos que

min n'v <0, vn € AL (x),
veF (x)

entonces para cada & € K y a € R existe una trayectoria x € ACoc ([a, +0); R") tal que
x(t) € F(x(1)), c.t.p.t € [a,+oo)

x(a) =¢&, 9.1
x(t) €K, Vt € [a,+o0).

m

Demostracion. Dividiremos la demostracion en partes.
1. (Preliminares) Notemos que, dado b = a + 1, basta probar la existencia de x € AC ([a, b];R") tal
que
x(t) € F(x(¢)), c.t.p.t € [a,b]
x(a) =¢€, (9.2)
x(t) €K, Vt € [a,b].

En efecto, si lo anterior fuese cierto, entonces podemos usar el mismo resultado reemplazando
d=a+1,b=a+2y 5 = x(a+ 1) lo que permitiria construir una trayectoria viable en el
intervalo [a + 1,a+ 2], que extiende a la trayectoria construida en el intervalo [a,a + 1]. Luego
generalizando el procedimiento podemos construir para cada k € N una extension al intervalo
[a,a+ k| y luego por induccidn, construir una trayectoria definida en todo [a,+oo).

Por otro lado sin pérdida de generalidad podemos asumir que la dindmica F es uniformemente
acotada en R”. En efecto, tomemos r € R tal que

r>e (g +1)

y definamos
F(x) si[Jx||ge < 7

F(x) == {co{F (m) U{O}} si ||x||ge > 1

No es dificil ver que las hipétesis del teorema también ser verifican si tomamos F, en vez de
F;en K\ Bg:(r) podemos tomar v = 0 en la desigualdad con el cono normal. Notemos que la
condicién de crecimiento lineal implica que F, es acotada, pues tenemos

sup |v|lge < e(1+47), Vx e R".
vEF(x)

Supongamos que x € AC ([a,b]; R") satisface (9.2) con F;, en vez de F. Notemos que

() lrr < e(1+ |x(0)||ge),  ctp. 1 € [a,bl.
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Luego, por la Desigualdad de Gronwall (Corolario 6.1.2) tenemos que
() [lre < OO (UEN+1) <1, Ve € [a,b].

Dado que F(x) = F,(x) para todo ||x||g= < r, entonces tenemos que x también satisface (9.2)
Dado que & y b estén fijos, sin pérdida de generalidad podemos asumir en adelante que

Ivl|re < c(1+7), VxeR", veF(x).

. Seam € N fijo y consideremos la particion uniforme del intervalo [a, b]:

b—a
" =a+ihy,, Vi=0,...,m, con h,, =
m
Consideremos las secuencias finitas {x{},...,xn}, {v{,...,vin} y {0, ..,y } definidas de forma
recursiva como sigue: fijamos x{f =& y parai € {0,...,m—1}

a) tomamos y!" € K, tal que |[x!" — y"||g» = dist (x",K);

b) tomamos V' € F(y") tal que (x7 —y") "V <0y [V"||ge < c(1+7).

c) definimos x} | = X" + hy, V7"
Notemos que, dado que K es cerrado, el infimo en la definicién de dist (x", K) se alcanza, lo que
justifica la existencia de y!" € K (notar que no es necesariamente tnico). Por otro lado, notemos
que X" —y" € AL (y") pues dado x € K tenemos

2 2 2 T 2
16" = 37l < (1" = xlln = (12" = 37"l + 206" = 57") (07" = %) + 157" — ¥l
lo que implica
1
T 2
(" =y7") (e =y) < Slle=y IR

En consecuencia, la existencia de vI" € F(y") que satisface el punto 2 estd justificada por las
hipdtesis del teorema.

Consideremos ahora la curva z”* € AC ([a, b]; R") que satisface " (a) = x{f = § y estd dada por
2Mt) = x4 (e —t" W, Vi=1,...,m—1, Vt € (], 1]},].
Notemos que la sucesion {z" },,cn es acotada y equi-continua pues

12 (£) || rn < .7méx Villgs < c(147r).
i=0,....,m—1

Luego por el Lema 4.2, existe z € AC ([a, b]; R") y una subsucesion {z" } jc tal que {2 } jen con-
verge uniformemente a z en (C ([a,b];R"), || - ||) y 2™ converge débilmente a z en L' ([a,b]; R").

. Veamos ahora que z(r) € K para todo ¢ € [a,b]. Dado que K es cerrado, basta probar que

dist (z(¢),K) = 0. Notemos primero que
dist (7, K) < [[¥0 — &1z < Aol lx < Fonc(14 7).
Por otro lado, para i € {1,...,m} tenemos dist (x]",K) < |[x7" —y?" ||rn, pero
" =37 o = G =)+ (g =57 ) e
= [l = g [ 208" =) Ty = V) [ = (R
= [ = [ A 2y O = ) =

< R2c(147)? +0+dist (&1, K)
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Esto implica que dist (¥, K)* < mh2,c2(1+r)? = Le2(14r)? paratodo i € {0,...,m}.

Notemos también que, dado ¢ € (a,b] fijo, para todo m € N existe i,, € {0,...,m — 1} tal que

te (" 1]y 2"(t) = x{' + (¢ — 1" )v{". En particular, tenemos 0 < ¢ —#/" < hy, y por lo tanto

. L. . m R P . m my, m — 1im i 3 m —

dist(z(7),K) < lr}g}rlgdm (Z"(1),K) = lnlglilgdlst (A 4+ (r =" W' K) = %rgilgdlst (! ,K)=0.
4. Para concluir tenemos que probar que z(f) € F(z(t)) c.t.p. t € [a,b]. Supongamos por contradic-

cidén que existe un conjunto .Z’-medible I C [a,b] de medida positiva tal que z(7) ¢ F(z(t)) para

todo ¢ € I. Mds aun, por el Lema de Lusin, podemos asumir que / es compacto y z(¢) es continua

en [. Esto implica que la funcién 7 — dist (2(¢), F(z(¢))) es continua en / y por lo tanto, existe

€ > 0 tal que dist(z(¢),F(z(t))) > € paratodo t € I.

Fijemos #y € I. Dado que F es s.c.s. existe 0 > 0 tal que

dist(v,F(z(t0))) <&, ¥z € Bri(z(to), ), v E F(2).

Notemos que
Io:=1N{t € [a,b] | z(t) € Bga(z(ty),8)}

es un conjunto .Z-medible de medida positiva tal que si ¢ € I, entonces z(t) ¢ F(y) para
todo y € Bgn(z(),0), pues de otra forma tendriamos que dist (z(¢),F(z(t))) < €. En particular,
tomando 6 > 0 mds pequefio si fuese necesario, tenemos que z(z) ¢ F5(t) para todo ¢ € I, donde

Fs(t) :==co{veR" |v € F(y), y € Bro(2(t),8)} + Br (9).
Notemos que, similar a la demostracion hecha para el Teorema de Convergencia (Teorema 4.1.2)

n;é?)va >z:()'p, VpeR'N{0} <= () €F(z(r)).
vergs(t

Luego existe p € R"\ {0} y un conjunto .#-medible I; C Iy de medida positiva tal que

max v' p < z(t) " p, Vi e 1.

v€F5(I)
Dado que "/ — z uniformemente y " (t) =" sit € (t",#/"), para j € N suficientemente
grande tenemos que " (t) € Fg(t) para todo ¢ € Iy, lo que implica que

()" p < max v p.
veFs(t)

Luego, integrando obtenemos una contradiccién pues

méx v' pdt > / () pdt — | z(t)" pdt > max v' pdt
1y vEF5(1) I I VEF5(1)
Por lo tanto z(¢) € F(z(t)) c.t.p. t € [a,b]

]

Ahora veremos una condicién suficiente para tener invarianza fuerte. En comparacién con el
Teorema 9.1.1, en este caso necesitamos hipétesis de continuidad mas fuertes sobre la dindmica. Sin
embargo, con no necesitamos justificar la existencia de trayectoria, la hipétesis de convexidad puede
ser descartada.
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Teorema 9.1.2 — Invarianza fuerte. Supongamos que K C R” es un conjunto cerrado y no vacio,
y que la multifuncién F: R" = R”" es L-Lipschitz continua con imdgenes no vacias.
Si para todo x € K tal que .4 (x) # 0 tenemos que

sup v <0, vn € AL (x),
veF (x)

entonces para cada a,b € R cona < by x € AC (|a,b];R") Lipschitz continua, que satisface

{x(t) €F(x(r)),  ctp.t€a,b] 9.3)

x(a) €K,

tenemos que x(¢) € K para todo ¢ € [a,b].

Demostracién. Dado que la funcién x — dist (x, K)? es localmente Lipschitz continua y 7 — x(z) es
Lipschitz continua, tenemos que 7 — p(¢) := dist (x(¢),K)* es locamente Lipschitz continua, y en
particular, derivable c.t.p. gracias al Teorema de Rademacher. Luego, existe un conjunto .Z-medible
I C [a,b] de medida total en [a, b] tal que X(t) y d(t) existen y %(¢) € F(x(t)) paratodot € I.

Tomemos z € proy (x(t),K) para t € I fijo. Sabemos que x(¢) —z € A3 (z) y ademds, como F es
L-Lipschitz continua tenemos

x(1) € F(x(1)) € F(2) + Bgo (L]|x(r) — 2lz»)-
Luego existe v € F(z) tal que ||x(¢) — v||ge < L||x(¢) — z||rs. Usando la condicién del teorema tenemos

(x(t)—z)"v<o.
Por otro lado tenemos

(x(t) —2) "k(t) = (x(t) —2) v+ (x(t) —2) " ((r) —v) < O+ Ld(¢).
Notemos también que
dist (x(t + h),K)* = inf lx(t +h) =y < e+ 1) = 2] 3
y por lo tanto

' K)? — di K)? h) —z||%, — —z7||%x
p(t)zlfmdlst(X(tJrh), )" —dist(x(¢),K) < lim [x(t +h) — zllgn — [[X(?) — 2|l :£||x(t)—z||§v.

h—0 h ~ h—=0 h dt

Lo que implica

d
p(r) < Tlx(t) ~2llf =2(x(r) ~ ) Tk(r) <2Up(r),  Viel
Usando la desigualdad de Gronwall obtenemos
p(t) < p(a), Vi€ a,bl.

Dado que p(a) =0 pues x(a) € K y K es cerrado, concluimos que x(¢) € K para todo ¢ € [a,b] O



9.2 Condiciones necesarias 83

9.2 Condiciones necesarias

Pasemos ahora a estudiar algunas condiciones necesarias para la invarianza. Aqui consideraremos
el caso no auténomo.

Proposicion 9.2.1 — Invarianza débil. Supongamos que K C R” es un conjunto cerrado y no
vacio, y que la multifuncién F: [a,b] x R" = R" es s.c.s., sus imdgenes son conjuntos cerrados,
convexos y no vacios y tiene crecimiento lineal.
Si para cada (7,&) € [a,b) x K existe una trayectoria x € AC ([a,b];R") solucién de la inclusién
diferencial
x(t) € F(t,x(1)), c.t.p.t €t,b], conx(t)=¢&

tal que x(¢) € K para todo ¢ € [7, b], entonces para todo (s,y) € [a,b) x K tal que A4 (y) # 0 tenemos
que

min nTv <0, vn € «/%(P(y)y
VEF (s,y)

Demostracion. Sea (t,&) € [a,b) x K y x € AC([a,b];R") como en el enunciado. Supongamos que
NE(E) # 0. Luego, dado n.AF (&), existe o > 0 tal que

n'(x() = &) < olxt) = Elf,  Vre[rb].

Dado que F tiene crecimiento lineal, por la desigualdad de Gronwall (Corolario 6.1.2) tenemos

() = Ellre _ (77 — 1)

r—7 r—7

(NEller+1), Vi€ [z,b].

En consecuencia

_lff/;nws)ds = %HTW) —¢)=o

Con esto podemos ver que

(ec(t—‘b') _ 1)
———— ISl + D) [Ix(t) = §l[en, V2 € (7,b].

lim sup
=Tt

1 3
/ n "x(s)ds <0.
—TJz
Ahora bien, dado que F es s.c.s. y t — x(t) es una funcién continua en [7,b], dado € > 0, existe
0 € (0,b— 1] tal que
F(t,x(t)) CF(1,8)+Bgn(e), vt € [T,T7+d].

En particular, tenemos x(7) € F(7,5) + Bgn(€) c.t.p. 1 € [1,T+ 5].
Por otro lado usando la definicién de la integral de Lebesgue, existe una sucesion de funciones
simples de la forma

Vk(t) = %lAk(t) ;{

T+8
tal que vy —» xc.t.p.t € [1,7+ 8]y / vi(t dt—>/ t)dt. Notemos que F(7,&) + Bgn(€) es un
conjunto convexo y por lo tanto la proyeccién sobre este conjunto estd tinicamente definida y satisface
|| proy (vi, F(7,&) 4+ Bre(€)) —vi[[rn < [|%(t) — i || e, VkeNie{l,...,m}, ctp.t€[r,T+6].

O
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Proposicion 9.2.2 — Invarianza fuerte. Supongamos que K C R” es un conjunto cerrado y no
vacio, y que la multifuncion F: [a,b] x R" =2 R" es s.c.i. con imdgenes cerradas, convexas y no

vacias
Si para cada (1,&) € [a,b) x K y cada trayectoria x € AC ([a,b];R") solucién de la inclusion

diferencial

x(t) € F(t,x(1)), c.tp.t € [t,b], conx(1) =§
tenemos que existe 8 € (0,b — 1) tal que x(r) € K para todo ¢ € [T+ J,b], entonces para todo
(s,y) € [a,b) x K tal que A;F (y) # 0 tenemos que

sup n'v<0, vn € ML ().
VEF (s,y)




10.1

10. Monotonia a lo largo de trayectorias

Supongamos que F: R” = R” es una multifuncién y ¢: R” — RU{+eo} es una funcién propia.
Abhora nos interesa estudiar el problema de encontrar trayectorias x: R — R” que sean solucién del
problema de Cauchy

x(t) € F(x(r)),  ctp.t€[0,40) (ID..)
tal que
¢(x(1)) < @(x(0)), Vi€ [0,400). (Rw)

En particular, nos interesa encontrar condiciones para que

= exista al menos una trayectoria que verifique (ID.) y (R) al mismo tiempo.
s toda solucién de (ID..) también satisface (R..).

Similar a lo estudiado en el capitulo anterior, en el primer caso hablaremos de una propiedad débil y el
el segundo de una propiedad fuerte.

Definiciones basicas

Dado & € R”, denotemos por Sf (&) al conjunto de todas las trayectorias de la inclusion diferencial

x(t) € F(x(1)), c.tp.t€[0,4), x(0) =&.

Definicion 10.1.1 Supongamos que F: R" = R” es una multifuncién y ¢: R” — RU{+o0} es
una funcién propia. Diremos que (@, F) es:

= débilmente decreciente si para todo & € dom(@), existe x € SE (&) que verifica (Rw).

= fuertemente decreciente si para todo & € dom(@) y todo x € Sf (&) se verifica (Rw).
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Condiciones necesarias y suficientes

Teorema 10.2.1 Supongamos que ¢@: R" — RU {+e} es una funcién propia y semicontinua
inferior, y que F: R" = R”
= €S 8.C.s. y sus imdgenes son conjuntos cerrados, convexos y no vacios,

» tiene crecimiento lineal: existe ¢ > 0 tal que sup ||v||g: < c¢(1+ ||x||g») para todo x € R".
veF (x)
Luego (¢, F) es débilmente decreciente si y sélo si

min p'v<0,  Vpedpe(x),
vEF (x)

Teorema 10.2.2 Supongamos que ¢@: R" — RU{+oco} es una funcién propia y semicontinua
inferior, y que la multifuncién F': R" = R" es L-Lipschitz continua con imagenes cerradas, convexas
y no vacias.

Luego (¢, F) es fuertemente decreciente si y s6lo si

sup p'v <0, Vp € dpo(x),
veF (x)




11. Ecuacién de Hamilton-Jacobi-Bellman

En este ultimo capitulo haremos un breve estudio de la Ecuacién de Hamilton-Jacobi-Bellman, en
particular sobre su relacién con problemas de control éptimo.

La funcién valor

DadosU CR", L:R"XR" - R, g:R* - Ry f:R*"xR"™ - R", consideremos el siguiente
problema de Bolza parametrizado respecto a las condiciones iniciales (7,§) € [a,b) x R":

b
Minimizar / L(x(t),u(t))dt +g(x(b)) sobre las funciones .2 —medibles u : [t,b] = R"  (P)
T

sujeto a

(SC)

x(t) = f(x(1),u(t)), ctp t €r,b]
x(t)=§& y u(t)eU ctpte]lrb,

Si 7% denota al conjunto de todas las funciones (controles) . —medibles u : [a,b] — U, denotaremos
por S{: (1,&) al conjunto de soluciones del sistema de control (SC) asociado a u € % .

Definicién 11.1.1 La funcién valor asociada al problema de control 6ptimo (P) corresponde a la
funcion V : [a,b] x R" — RU{+ec} definida por

inf {/ThL(x(t),u(t))dt+g(x(b)) |x e S{:(T,é)} siTé€ [a,b), &R,

uew
V(Tvé) -

g(&) sit=b, £ eR".
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11.1.1 Propiedades de la Funcién Valor

Proposicién 11.1.1 — Principio de Programacién Dindmica. Para todo & € R, 7 € [a,b) y
h € (0,b — 7] tenemos que

T+h
V(1) :Mfgqf/{/f L(t,x(t),u(t))dt + V(T +h,x(T+h))

xeS{(r,é)}.

En adelante usaremos las siguientes hipétesis sobre los datos del problema:
» Existe ¢ > 0 tal que para todo x,y € R” y u € U tenemos

£ G ) = fu)l[er < Clle=ylleny L0 u) = Ly, u)l[re < e =yllrn (Hi)
= FEl siguiente conjunto es convexo para todo x € R":

{v,r) eR"XR| JueU, v= f(x,u), L(x,u) <r <||L||~} (Hy)

Proposicion 11.1.2 Supongamos que U C R es un conjunto compacto, L : R” x R™ — R es una
funcién continua y acotada, y tanto g : R* — R como f : R" x R™ — R" son funciones continua.
Si (H)) se verifica, entonces, la funcion valor V : [a,b] x R" — RU {4} asociada al problema de
control éptimo (P) es finita y continua.

Si ademas se verifica (Hy), entonces para todo 7 € [a,b) y & € R” existe i € % y una (Gnica)
trayectoria X € SL-( (1,&) tales que

b
V(.8) = [ LE0).a(e))dr + ().

Corolario 11.1.3 Supongamos que U C R™ es un conjunto compacto, L : R" x R” — R es una
funcién continua y acotada, y tanto g : R” — R como f : R" x R” — R" son funciones continua.
Si (H;) y (Hy) se verifican, entonces para todo T € [a,b) y £ € R" existe ii € % y una (Gnica)
trayectoria X € Sf-: (1,€&) tales que

V(r,E) = /;L()E(s),ﬁ(s))ds+V(t,)E(t)), vt € [t,b].

11.2 Desigualdades de Hamilton-Jacobi-Bellman

Teorema 11.2.1 Supongamos que U C R™ es un conjunto compacto, L : R” x R” — R es una
funcién continua y acotada, y tanto g : R” — R como f : R” x R” — R” son funciones continua. Si
(H)) y (H) se verifican, entonces la funcién valor V : [a,b] x R" — RU {40} asociada al problema
de control 6ptimo (P) es la funcién semicontinua inferior mas pequefia que satisface

G—i—meilrjl {pr(x,u) —i—L(x,u)} <0, V(0,p)€dpW(t,x), W(b,x)=g(x), Vt € [a,b), x eR".
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Teorema 11.2.2 Supongamos que U C R™ es un conjunto compacto, L : R” x R” — R es una
funcién continua y acotada, y tanto g : R” — R como f : R" x R” — R" son funciones continua. Si
(H)) y (Hy) se verifican, entonces la funcién valor V : [a,b] x R" — RU {40} asociada al problema
de control 6ptimo (P) es la funcién semicontinua inferior mas grande que satisface

6-+min{pT f(x,u) + L) } 20, V(0,p)€AW(t,0), W(bx)=g(x), Vi€ (a,b], xeR"

Corolario 11.2.3 — Caracterizaciéon de la Funcién Valor. Supongamos que U C R™ es un
conjunto compacto, L : R" x R” — R es una funcién continua y acotada, y tanto g : R* — R
como f : R" x R" — R" son funciones continua. i (H;) y (H) se verifican, entonces la funcién
valor V : [a,b] x R" — RU{+4eo} asociada al problema de control éptimo (P) es la tinica funcién
semicontinua inferior solucién de la ecuacién de Hamilton-Jacobi-Bellman en el sentido proximal:

—6+H(x,p)=0, v(6,p) € dpW(t,x), Vt € (a,b), x e R".
que satisface para todo x € R” las condiciones de borde

—6+H(x,p) >0, v(6,p) € dpW (a,x),
—0+H(x,p) <0, Y(6,p) € dpW (b,x)
W(b,x) = g(x).

donde H (x, p) es el Hamiltoniano del problema que estd dado por

o < LT o n
H(X,p) T rl?ea&({ p f(xau) L(x,u)}, anp eR"
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